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内 容 简 介 


本 书 首先 介绍 MATLAB 语言 程序 设计 的 基本 内 容 , 在 此 基础 上 系统 介绍 各 个 应 用 数学 领域 的 问 
题 求解 ,如 基于 MATLAB 的 微 积分 问题 .线性 代数 问题 .积分 变换 与 复 变 函数 问题 , 非 线 性 方程 与 最 优 
化 问题 . 常 微分 方程 与 偏 微分 方程 问题 .数据 插值 与 函数 逼近 问题 .概率 论 与 数理 统计 问题 的 解析 解 和 
数值 解 方 法 等 ; 还 介绍 了 较 新 的 非 传统 方法 ,如 模糊 逻辑 与 模糊 推理 、 神 经 网 络 、 遗 传 算法 、 小 波 分 析 、 
粗糙 集 数据 处 理 及 分 数 阶 微 积分 的 计算 方法 等 。 

本 书 可 作为 一 般 读者 学 习 和 掌握 MATLAB 语言 的 教科 书 , 高 等 学 校 理 工科 各 类 专业 的 本 科 生 和 
研究 生 学 习 计算 机 数学 语言 的 教材 或 参考 书 , 可 供 科 技工 作者 .教师 学 习 和 应 用 MATLAB 语言 解决 实 
际 数学 问题 时 参考 ,还 可 作为 读者 查询 某 数学 问题 求解 方法 的 手册 。 
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第 四 版 前 言 


科学 运算 问题 是 科学 与 工程 中 的 重要 问题 .在 当前 一 般 高 校 理工 科 课 程 设置 中 , 高 等 数学 、 
线性 代数 、 概 率 论 与 数理 统计 等 为 必修 课程 ,有 些 专业 还 有 复 变 函数 、 积 分 变换 、 最 优化 数值 分 
析 等 选修 课程 有 了 这 些 数学 基础 ,很 多 专业 课程 相应 的 数学 模型 就 可 以 建立 起 来 了 ,而 这 些 数 
学 问题 的 求解 就 成 了 不 容 回避 的 问题 了 。 

在 总 结 多 年 实际 教学 经 验 的 基础 上 ,作者 曾 在 首届 MathWorks 亚洲 研究 与 教育 峰会 (2014 
年 11 月 ,东京 ) 上 提出 了 数学 问题 的 “三 步 求解 方法 ”, 其 第 一 步 就 是 用 简单 的 语言 理解 要 求解 
数学 问题 的 物理 意义 ,第 二 步 是 如 何 用 计算 机 能 接受 的 方式 将 数学 问题 输入 给 计算 机 , 第 三 步 
就 是 调用 恰当 的 函数 将 数学 问题 的 解 得 出 来 .有 了 这 样 的 思路 , 则 普通 研究 者 可 以 直接 利用 计 
算 机 工具 在 短 时 间 内 解决 已 经 学 习 过 甚至 根本 没有 学 习 过 的 数学 分 支 的 应 用 问题 。 

本 书 书 名 中 的 “高 等 应 用 数学 ”不 等 于 “高 等 数学 ”, 而 是 预期 尽 可 能 广 地 覆盖 理工 科 数 学 
分 支 ,其 对 数学 分 支 的 涵盖 范围 是 非常 广泛 的 。 书 中 涉及 了 大 量 的 数学 公式 ,作者 没有 期 望 读 者 
能 读 懂 这 些 公式 ,大 概 理解 它们 的 物理 意义 就 足够 了 ,侧重 点 还 是 应 该 放 在 学 习 基 于 MATLAB 
的 实际 求解 方法 .尽管 较 好 理解 数学 公式 可 能 对 学 习 数 学 问题 的 求解 方法 有 所 帮助 , 但 这 不 是 
必要 的 。 

虽然 数学 问题 的 求解 在 以 后 的 课程 学 习 与 科学 研究 中 是 不 可 避免 的 ,那些 自 认为 数学 基础 
比较 薄弱 的 读者 也 不 必 担 心 , 因为 本 书 介绍 的 方法 是 尽 可 能 地 避 开 烦琐 的 、 深 奥 的 数学 , 将 数学 
问题 及 其 求解 过 程 用 MATLAB 能 够 接受 的 形式 全 盘 推 给 计算 机 去 求解 ,充分 发 挥 计算 机 的 潜 
能 去 蔡 你 完成 任务 ,最 终 收 获 问题 的 解 .尽管 这 样 的 方式 有 时 得 不 到 一 些 数学 家 的 接受 与 认可 ， 
但 这 对 应 用 科学 家 与 工程 技术 人 员 足 矣 。 

比如 说 , 本 书 介绍 了 代数 方程 的 求解 方法 。 在 实际 应 用 中 数学 家 或 其 他 科研 工作 者 可 能 面 
对 下 面 的 代数 方程 束手无策 | z 二 38 十 222 =1/2 


22 十 3 十 2 一 2 

Zz3+2z+2y =2/4 
而 你 却 完全 可 以 利用 本 书 介绍 的 方法 将 该 方程 推 给 计算 机 去 求解 ,在 几 秒 钟 之 内 得 出 原 方程 全 
部 27 组 根 ,将 根 代 入 原 方程 ,误差 可 能 达到 10- 疆 级 别 ,另外 ,对 用 户 而 言 , 如果 使 用 工具 ,求解 
这 样 的 方程 与 求解 鸡 兔 同 笼 方 程 一 样 简单 。 
再 如 ,如 果 已 知 矩 阵 A, 数 学 家 无 法 求 出 复合 矩阵 函数 几 (A) = e454 或 AK 时 ,你 可 以 轻 
而 易 举 地 借助 计算 机 得 出 所 需 的 矩阵 函数 与 乘 方 的 解析 解 。 
可 以 想象 一 下 , 当 数 学 家 只 能 利用 其 巧妙 的 构思 去 判定 19931993 的 个 位 数 是 几 的 时 候 ， 
你 却 能 易如反掌 地 将 其 全 部 6576 位 数字 都 列 出 来 ; 当 数学 家 在 苦 思 和 冥想 给 定 的 矩阵 方程 
4 和 十 瑟 刀 一 瑟 刀 XT+C=0 到 底 有 多 少 个 根 的 时 候 , 你 却 有 能 力 利用 本 书 的 方法 将 其 实数 
根 与 复数 根 一 次 性 地 全 部 求解 出 来 ; 当 数 学 家 津津 乐 道 地 描述 “(a,5) 区 间 内 至 少 存在 一 个 &” 


“I: 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


的 时 候 , 你 却 能 将 满足 条 件 的 & 的 所 有 可 能 值 都 精确 地 实 实在 在 地 找 出 来 ; 当 数 学 家 在 纠结 到 
底 用 哪 种 技巧 去 求 出 某 个 函数 的 不 定 积分 的 时 候 , 你 却 能 借助 计算 机 在 几 秒 钟 之 内 用 普通 得 不 
能 再 普通 的 方法 求 出 该 不 定 积分 的 解析 解 ; 当 数 学 家 因为 想 使 用 神经 网 络 而 苦 苦 阅读 学 习 相关 
知识 的 时 候 , 你 却 能 通过 几 分 钟 基础 概念 的 学 习 之 后 熟练 地 利用 神经 网 络 解决 实际 问题 , 你 是 
不 是 应 该 建立 起 对 求解 实际 应 用 数学 问题 能 力 的 自信 心 呢 ?是 不 是 会 有 龟 免 赛跑 中 兔子 的 优越 
感 呢 ? 这 样 的 例子 不 胜 枚 举 ,所 以 不 要 惧怕 数学 ,因为 如 果 系 统 地 学 习 掌 握 了 本 书 中 介绍 的 方法 
和 思路 ,你 求解 实际 应 用 数学 问题 的 能 力 将 远 远 超过 不 会 或 不 擅 用 计算 机 工具 的 一 流 数 学 家 。 

本 书 继承 了 以 前 版 本 的 写作 风格 ,不 是 按 手 册 的 方式 , 即 MATLAB 能 求解 什么 就 介绍 什 
么 ,而 是 按 介绍 数学 理论 与 系统 知识 的 需求 ,组 织 教学 材料 、 求 解 方法 与 求解 工具 , 使 得 读者 有 
能 力 直接 求解 相关 的 数学 问题 .如 果 MATLAB 能 求解 某 类 问题 ,作者 会 直接 建议 使 用 现 有 函数 
去 求解 , 如 果 没 有 现成 函数 时 ,作者 会 编写 出 通用 的 函数 ,可 以 同样 直接 地 求解 这 类 问题 ,本 书 
比较 典型 的 独到 的 求解 方法 包括 矩阵 的 任意 非 线性 函数 求解 .矩阵 任意 乘 方 的 求解 .任意 多 解 
非 线性 矩阵 方程 的 求解 有 约束 非 线性 规划 问题 的 全 局 求解 方法 、 分 数 阶 微 积 分 的 高 精度 数值 
计算 等 ,通过 实际 例子 的 介绍 , 同时 演示 了 将 求解 思路 变 成 代码 的 过 程 与 技巧 。 

从 数学 问题 解析 运算 的 角度 看 , 由 于 基于 Maple 符 号 运算 引擎 的 MATLAB R2008a 版 本 
已 经 淡出 了 历史 舞台 , 本 书 早期 版 本 中 很 多 内 容 已 经 不 能 正常 使 用 ,新 版 本 提供 的 功能 也 有 待 
系统 地 利用 与 介绍 , 所 以 需要 一 个 新 的 版 本 。 本 书 引 入 的 新 内 容 包 括 三 维 隐 函 数 等 图 形 绘制 新 
方法 、 场 论 的 解析 运算 、 无 穷 级 数 的 收敛 性 判定 、 曲 线 曲 面积 分 解析 运算 的 通用 求解 函数 、 数 值 
积分 曲线 曲面 的 绘制 `.Diophantine 方 程 求解 .矩阵 任意 乘 方 的 计算 、 数 值 积分 变换 方法 与 应 用 、 
Laurent 级 数 展开 、 非 线性 矩阵 方程 的 数值 解法 、 非 线性 规划 问题 的 全 局 搜索 函数 、 常 微分 延迟 
微分 方程 的 框图 解法 、alpha 稳定 分 布 与 Lévy 飞行 、 离 群 值 检 测 、 全 新 的 分 数 阶 微 积分 高 精度 计 
算 方法 ,基于 框图 的 复杂 分 数 阶 系统 建 模 与 求解 通用 方法 等 。 本 书 在 不 显著 增加 本 书页 码 的 前 
提 下 最 大 限度 地 压缩 了 排版 的 空间 浪费 ,融入 了 新 的 内 容 , 并 对 使 用 的 语句 做 出 了 更 详尽 的 注 
释 ,使 得 读者 能 更 好 地 理解 涉及 的 代码 , 更 有 效 地 学 习 本 书 的 内 容 。 

本 书 的 前 几 版 在 本 科 生 、 研 究 生 实际 教学 中 已 经 使 用 十 余年 ,配备 了 较 全 面 的 交互 性 计算 
机 辅助 教学 材料 , 本 书 相应 的 课程 “现代 科学 运算 一 MATLAB 语 言 与 应 用 ”目前 为 辽宁 省 精 
品 资源 共享 课程 ,读者 可 以 观看 该 课程 的 全 程 授课 视频 ,享用 全 套 教学 资源 ,也 建议 有 相关 想法 
的 教师 在 本 校 开设 相应 的 课程 , 使 得 更 多 的 理工 科学 生 受益 .英文 版 教材 Scientific Computing 
with MATLAB( 第 二 版 ;2016 年 由 美国 CRC 出 版 社 出 版 ,可 以 作为 双语 课程 或 全 英文 课程 的 
材料 ,与 此 同时 ,本 书 全 英文 课程 视频 制作 也 在 计划 之 中 ,预计 将 在 本 书 正式 出 版 时 完成 .感谢 
向 日 葵 教 育 科 技 公司 李 婷 女士 在 视频 制作 过 程 中 提供 的 帮助 。 
书稿 完成 之 际 要 感谢 的 人 很 多 ,感谢 教学 团队 成 员 的 共同 努力 、 学 生 们 在 课程 建设 中 所 做 
的 扎实 的 工作 、` 诸 多 热心 读者 的 建议 出 版 界 朋友 的 辛勤 工作 ,特别 地 感谢 挚爱 的 家 人 一 如 既往 
的 支持 与 鼓励 。 


薛 定 宇 
2017 年 6 月 


第 三 版 前 


本 书 第 二 版 出 版 于 2008 年 的 8 月 ,当时 最 新 的 版 本 是 MATLAB R2008a 版 ,不 过 那 之 后 
一 两 个 月 内 , MATLAB R2008b 就 推出 来 了 ,最 大 的 变化 就 是 符号 运算 引擎 从 Maple 变 成 了 
MuPAD, 这 样 , 书 中 有 些 基 于 符号 运算 的 内 容 , 尤其 是 为 符号 变量 类 编写 的 重 载 函数 在 新 版 本 
下 就 全 部 失效 了 , 当时 一 直 建 议 采 用 补救 与 变通 的 方法 .现在 , MATLAB 的 新 版 本 的 使 用 已 经 
成 为 主流 ,在 新 推出 的 MATLAB R2012b(MATLAB 8.0 版 ) 还 出 现 了 许多 求解 科学 运算 问题 
全 新 的 方法 和 函数 结构 (如 数值 积分 .延迟 微分 方程 求解 等 ), 所 以 , 豚 待 使 用 新 的 途径 重新 建立 
起 相关 问题 的 求解 方法 和 机 制 ,故此 本 书 侧重 于 对 符号 运算 方面 的 内 容 和 科学 运算 求解 的 新 方 
法 等 方面 的 更 新 。 

很 多 理工 科 课程 与 科学 研究 都 是 建立 在 应 用 数学 各 个 分 支 基础 上 的 ,所 以 科学 运算 问题 的 
求解 能 力 会 从 某 些 方面 直接 影响 到 科学 研究 的 水 平 .本 书 根据 理工 科学 生 和 学 者 的 需求 , 全面 
介绍 高 等 应 用 数学 各 个 分 支 典型 问题 的 求解 .本 书 内 容 看 似 在 介绍 数学 ,但 最 终 目的 是 期 望 读 
者 在 理解 相关 数学 领域 最 基本 概念 的 前 提 下 , 绕 开 纯 数 学 和 底层 烦琐 的 推导 过 程 ,直接 由 计算 
机 数学 语言 得 出 数学 问题 的 解 。 所 以 学 习 本 课程 将 使 读者 提高 数学 素养 , 掌握 解决 实际 科学 运 
算 问 题 的 方法 , 为 下 一 步 学 习 并 实践 其 他 课程 打下 一 个 较 好 的 基础 。 

这 里 所 说 的 “ 绕 开 ” 纯 数学 , 其 基本 思想 就 是 用 MATLAB 语言 能 理解 的 方式 将 科学 运算 的 
问题 描述 出 来 ,然后 调用 现 有 的 函数 或 自 编 的 MATLAB 函数 ,将 问题 的 解 直 接 求 出 来 .例如 ,对 
传统 意义 下 看 起 来 难以 求解 的 非 线性 微分 方程 问题 ,可 以 编写 一 段 代码 将 微分 方程 描述 出 来 ， 
以 后 调用 相应 的 求解 函数 将 其 数值 解 求 出 来 , 再 用 绘图 语句 将 得 出 的 解 绘制 出 来 .这 样 的 求解 
方法 和 理工 科 的 需求 完全 一 致 , 将 复杂 、 烦 琐 的 求解 中 间 过 程 全 部 推 给 计算 机 去 求解 , 这样 可 以 
把 研究 者 从 繁重 的 体力 工作 中 解放 出 来 , 将 精力 集中 到 更 高 层次 的 研究 中 去 ,取得 更 多 的 成 果 。 

本 书 在 新 版 中 增加 了 很 多 内 容 , 如 体 视 化 绘图 方法 .区间 极限 、 分 段 函 数 、 数 值 积 分 全 新 解 
法 、 任 意 和 矩阵 的 定义 与 运算 、 数 值 Laplace 变 换 与 反 变换 .差分 方程 解析 解 方法 .多 解 矩阵 方程 的 
数值 求解 .延迟 微分 方程 求解 方法 `Mittag-Lefaer 函数 的 数值 求解 、 非 零 初 值 分 数 阶 微分 方程 
求解 等 ,另外 由 于 篇 幅 限制 ,舍弃 了 前 版 的 一 些 内 容 , 如 分 形 问题 的 求解 等 。 

本 书 部 分 新 的 内 容 融 合 了 作者 和 教学 团队 的 几 位 老师 (尤其 是 东北 大 学 潘 峰 博 士 \ 陈 大 力 
博士 ) 在 相关 课程 的 教学 实践 与 研究 成 果 , 分 数 阶 非 零 初 值 微分 方程 求解 部 分 也 有 博士 生 白 攻 
等 人 的 贡献 ,在 代码 验证 与 课件 开发 等 工作 中 ,研究 生 郭 晓 静 、 王 伟 楠 、 刘 禄 等 同学 做 了 大 量 的 
工作 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 


中 


薛 定 宇 
2013 年 5 月 


第 二 版 前 


数学 问题 是 科学 研究 中 经 常 需要 解决 的 问题 .研究 者 通常 将 自己 研究 的 问题 用 数学 建 模 的 
方法 建立 起 数学 模型 , 然后 通过 求解 数学 模型 的 方法 获得 所 研究 问题 的 解 。 

本 书 有 两 个 目标 , 其 一 是 系统 地 介绍 基于 MATLAB 语言 的 应 用 数学 问题 求解 方法 , 这 里 涉 
及 的 内 容 涵 盖 理 工科 学 生 本 科 或 研究 生 期 间 所 接触 到 的 几乎 所 有 数学 分 支 , 而 深度 与 广度 远 远 
超过 相关 数学 课程 的 内 容 。 对 于 非 数 学 专业 的 读者 来 说 ,通过 系统 地 学 习 本 书 的 方法 和 思路 , 求 
解 应 用 数学 问题 的 能 力 会 有 质 的 提升 .本 书 的 另 一 个 目标 是 作为 实用 数学 问题 求解 手册 供 研究 
者 参考 .读者 在 实际 研究 工作 中 遇 到 数学 问题 的 时 候 , 完全 可 以 套用 本 书 的 相关 内 容 和 语句 直 
接 求 解 , 这 无 疑 对 读者 会 有 巨大 的 帮助 。 

自 本 书 第 一 版 于 2004 年 出 版 以 来 ,作者 在 教学 研究 中 又 有 了 很 多 新 的 想法 , 同时 得 到 了 很 
多 读者 的 反馈 信息 ,为 本 书 出 版 新 版 增添 了 新 的 素材 ,本 书 第 二 版 在 写作 风格 和 格局 上 沿用 
一 版 成 功 的 套路 , 仍然 根据 系统 求解 数学 问题 的 需要 ,组 织 MATLAB 语言 求解 的 材料 , 由 浅 
深 地 系统 介绍 数学 问题 的 求解 方法 ,侧重 点 仍然 放 在 基于 MATLAB 的 数学 问题 求解 上 。 除 
MATLAB 语 言 版 本 上 的 更 新 外 ,本 版 进一步 充实 ` 完 善 了 很 多 第 一 版 的 原 有 内 容 ; 另外 添加 
多 重 数值 积分 、 差 分 方程 递 推 求解 ,分形 线性 矩阵 不 等 式 、 多 目标 规划 动态 规划 、 和 矩阵 方程 
和 矩阵 微分 方程 求解 切换 微分 方程 与 随机 微分 方程 求解 ,特殊 函数 、 主 成 分 分 析 .Monte Carlo 
法 、 径 向 基 神 经 网 络 , 粒 子 群 优化 等 诸多 新 的 主题 ,分数 阶 微 积分 学 一 节 融 入 了 作者 许多 新 前 
究 成 果 , 所 以 本 版 的 内 容 更 充实 、 更 全 面 。 

本 书 的 英文 版 Solving Applied Mathematical Problems with MATLAB 将 由 CRC 出 版 社 
2008 年 出 版 ,而 本 书 第 二 版 的 内 容 略 多 于 英文 版 的 内 容 。 本 书 配备 的 习题 参考 解答 是 配合 英文 
版 编写 的 , 可 以 作为 本 书 的 习题 参考 .本 书 还 配备 了 中 、 英 文 版 的 教学 课件 可 供 直接 使 用 。 

在 本 书 新 版 写作 过 程 中 仍 得 到 师长 .朋友 和 学 生 的 支持 和 建议 ,特别 感谢 东北 大 学 徐 心 和 
教授 .新 加 坡 国立 大 学 葛 树 志 教 授 . 首 都 师范 大 学 赵 春 娜 博士 等 .在 写作 过 程 中 和 同事 潘 峰 博 
士 . 石 海滨 博士 \ 陈 大 力 博士 \ 胡 清河 博士 \ 庞 哈 利 教授 、 张 雪 峰 副教授 、 王 非 博 士 等 的 有 益 讨论 
也 为 本 版 最 终 成 型 起 了 重大 作用 。 另 外 ,学 生 鄂 大 志 、 张 玲 敏 . 能 鲁 . 董 雯 彬 、 彭 军 ` 罗 映 等 为 本 书 
的 勘误 .代码 验证 和 辅助 教学 课件 开发 等 起 了 重要 作用 , 在 此 表示 深 深 的 感谢 。 


了 


这 二 收 HNA> 洲 


作者 
2008 年 7 月 


第 一 版 前 言 


The MathWorks 公司 推出 的 MATLAB 语 言 一 直 是 国际 科学 界 应 用 和 影响 最 广泛 的 
三 大 计算 机 数学 语言 之 一 。 从 某 种 意义 上 讲 , 在 纯 数 学 以 外 的 领域 中 ,MATLAB 语言 有 着 其 他 
两 种 计算 机 数学 语言 Mathematica 和 Maple 无 法 比拟 的 优势 和 适用 面 。 在 很 多 领域 ,MATLAB 
语言 是 科学 研究 者 首选 的 计算 机 数学 语言 ,目前 关于 MATLAB 语言 和 应 用 的 书籍 在 国际 上 数 
以 千 计 ,但 从 其 覆盖 面 和 应 用 水 平 来 说 ,往往 难以 达到 日 益 增长 的 MATLAB 语 言 使 用 者 的 要 
求 。 国 内 外 出 版 的 著作 从 涵盖 面 及 深度 与 广度 上 缺乏 高 层次 ` 全 面 系统 介绍 高 等 应 用 数学 问题 
各 个 分 支 的 计算 机 求解 的 书籍 !。 本 书 试图 填补 这 个 空白 , 在 更 高 层次 上 系统 介绍 MATLAB 语 
言 在 高 等 应 用 数学 各 个 分 支 中 的 应 用 ,包含 的 应 用 数学 分 支 为 微 积分 、 线 性 代数 、 积 分 变换 和 复 
变 函 数 、 非 线性 方程 与 最 优化 、 常 微分 方程 与 偏 微分 方程 .数据 插值 与 函数 逼近 、 概 率 论 与 数理 
统计 以 及 新 的 非 传统 方法 , 如 模糊 逻辑 与 模糊 推理 、 神 经 网 络 、. 遗 传 算法 .小波 分 析 、 粗 糙 集 及 分 
数 阶 微 积分 学 等 。 本 书 不 同 于 现 有 的 类 似 于 MATLAB 手册 的 著作 ,不 是 MATLAB 有 什么 内 容 
就 介绍 什么 内 容 , 而 是 根据 系统 求解 数学 问题 的 需要 ,组 织 MATLAB 语言 求解 的 材料 , 由 浅 入 
深 地 介绍 数学 问题 的 求解 方法 。 本 书 比 作者 所 见识 到 的 国内 外 任何 一 部 基于 MATLAB 语言 的 
应 用 数学 著作 都 要 全 面 、 系 统 。 

由 于 工作 性 质 , 作者 接触 过 众多 非 数学 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 ,博士 生 , 感觉 大 多 数学 生 缺 
乏 对 应 用 数学 问题 的 较 全 面 了 解 , 他 们 对 什么 问题 能 用 数学 描述 ,什么 样 的 数学 问题 能 求解 不 
清楚 , 以 至 于 在 学 习 与 研究 中 走 了 很 多 弯路 .作者 坚信 , 通过 阅读 本 书 可 以 使 读者 的 数学 能 力 ， 
尤其 是 数学 问题 求解 能 力 上 一 个 很 大 的 台阶 .即使 读者 在 阅读 本 书 时 对 有 些 数 学 公式 理解 得 不 
太 透 彻 ,只 要 学 习 本 书 的 MATLAB 求解 方法 , 也 能 容易 地 求解 类 似 的 数学 问题 ,本 书 的 重要 目 
标 是 让 数学 基础 不 深厚 的 读者 同样 能 轻易 地 利用 计算 机 解决 较 高 深 的 应 用 数学 问题 。 
本 书 是 为 东北 大 学 自动 化 专业 新 课程 “MATLAB 与 数学 运算 ”编写 的 教材 , 但 内 容 完全 脱 
离 了 自动 化 专业 的 背景 ,同样 适用 于 其 他 理工 科 专 业 的 本 科 生 、 研 究 生 教学 。 本 书 的 大 部 分 内 容 
在 东北 大 学 自动 化 专业 本 科 生 以 及 全 校 研 究 生 选修 课 中 讲授 过 , 受到 普遍 欢迎 .由 于 MATLAB 
语言 在 很 多 理工 科 专 业 的 后 续 课 程 中 有 很 大 作用 ,建议 有 条 件 的 学 校 也 开设 相应 的 课程 ,使 学 
生 能 认识 和 掌握 该 语言 ,提高 应 用 数学 问题 求解 的 水 平 . 为 此 ,本 书 配 有 全 套 的 、 适 用 于 计算 机 
辅助 教学 的 CAI 课 件 材料 。 
作者 从 1988 年 开始 系统 地 使 用 MATLAB 语言 进行 程序 设计 与 科学 研究 ,积累 了 丰富 的 
第 一 手 经 验 ,也 了 解 MATLAB 语 言 的 最 新 动态 .作者 用 MATLAB 语 言 编 写 的 程序 曾 作 为 英 
Rapid Data 软件 公 司 的 商品 在 国际 范围 内 发 行 ,新 近 编 写 的 几 个 通用 程序 在 The MathWorks 
公司 的 网 站 上 可 以 下 载 , 其 中 反馈 系统 分 析 与 设计 程序 CtrlILAB 长 期 高 居 控 制 类 软件 的 榜首 ， 


1 由 对 The MathWorks 图 书 网 站 列 出 的 全 部 相关 书目 及 目录 的 分 析 得 出 的 结论 。 
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已 经 用 于 国际 上 很 多 高 校 的 实际 教学 。 

多 年 来 ,作者 一 直 在 试图 以 最 实用 的 方式 将 MATLAB 语 言 介绍 给 国内 的 读者 ,并 在 清华 大 
学 出 版 社 出 版 了 四 部 有 关 MATLAB 语言 及 其 应 用 方面 的 著作 ,受到 了 国内 外 广大 中 文 读者 的 
普遍 欢迎 .其 中 ,1996 年 出 版 的 《控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 MATLAB 语言 与 应 用 》 一 书 被 
公认 为 国内 关于 MATLAB 语言 方面 书籍 中 出 版 最 早 、 影 响 最 广 的 著作 ,被 国内 期 刊 文章 引用 近 
干 次 。 

本 书 合作 者 陈 阳泉 博士 现在 美国 Utah 州立 大 学 任教 , 任 自 组 织 与 先进 智能 控制 中 心 执 
行 负责 人 、IEEE 学 会 高 级 会 员 , 在 先进 智能 控制 分数 阶 系统 理论 及 设计 、 机 器 人 导航 与 控 
制 等 领域 均 有 很 深 的 造 诈 和 学 术 影 响 ,2002 年 与 本 人 合作 在 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 《基于 
MATLAB/Simulink 的 系统 仿真 技术 与 应 用 》 在 中 文 读者 中 有 很 大 影响 ,并 被 广 为 引 用 。 

本 书 主要 介绍 目前 最 新 的 MATLAB 7.0 版 , 即 MATLAB Release 14, 但 相应 的 内 容 对 
MATLAB 及 相关 工具 箱 的 版 本 依赖 程度 不 高 ,所 以 这 里 介绍 的 算法 函数 绝 大 部 分 均 可 以 在 
MATLAB 6.x 甚 至 更 早期 版 本 下 正常 运行 .同时 , 考虑 到 在 将 来 很 长 一 段 时 间 内 两 个 版 本 可 能 
并 存 ,所 以 在 很 多 地 方 也 将 介绍 MATLAB 6.x 的 解法 。 

本 书 从 使 用 者 的 角度 出 发 , 并 结合 作者 十 数 年 的 实际 编程 经 验 和 丰富 的 教学 经 验 , 系统 地 
介绍 MATLAB 语 言 的 编程 技术 及 其 在 科学 运算 中 的 应 用 , 书 中 融合 了 作者 的 许多 编程 思想 和 
第 一 手 材 料 , 内 容 精 心 剪裁 , 相信 仍然 会 受到 读者 的 欢迎 。 

作者 的 一 些 同事 、 同 行 和 朋友 也 先后 给 予 作者 许多 建议 和 支持 ,包括 东北 大 学 信息 学 院 的 
徐 心 和 教授 、 东 北大 学 信息 学 院 院 长 王 福 利 教授 、 北 京 交通 大 学 机 电学 院 院 长 朱 衡 君 教授 等 ,还 
有 在 互联 网 上 交流 的 众多 知名 的 和 不 知名 的 同行 与 朋友 。 本 书 部 分 内 容 由 博士 生 张 雪 峰 、 潘 峰 
编写 , 部 分 辅助 程序 与 模型 由 硕士 生 陈 大 力 同学 编写 , 计算 机 辅助 教学 材料 由 硕士 生 刘 莹 莹 同 
学 开发 ,在 此 表示 深 深 的 谢意 。 

本 书 的 出 版 得 到 了 清华 大 学 出 版 社 欧 振 旭 编辑 细心 的 加 工 ,得 到 清华 大 学 出 版 社 蔡 鸿 程 主 
编 的 关怀 , 本 书 的 出 版 还 得 到 了 美国 The MathWorks 公司 图 书 计 划 的 支持 , 在 此 表示 谢意 , 并 
特别 感谢 Noami Fernandez 女士 .Courtney Esposito 先生 为 作者 提供 的 各 种 帮助 , 感谢 大 连 威 
尔 思 德 科技 发 展 有 限 公 司 王 龙 飞 先生 为 教学 网 站 MATLAB 大 观 园 提供 的 各 种 帮助 。 

由 于 作者 水 平 所 限 , 书 中 的 缺点 和 错误 在 所 难免 ,欢迎 读者 批评 指教 。 


说 以 此 书 献 给 我 的 妻子 杨 军 和 女儿 薛 杨 。 在 编写 本 书 时 花费 了 大 量 本 该 陪伴 她 们 的 业余 时 
间 , 没有 她 们 一 如 既往 的 鼓励 ,支持 和 理解 , 本 书 不 可 能 顺利 完成 。 


薛 定 宇 
2004 年 7 月 6 日 于 沈阳 东北 大 学 
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第 1 章 计算 机 数学 语言 概述 


1.1 数学 问题 计算 机 求解 概述 


数学 问题 是 科学 研究 中 不 可 避免 的 问题 .研究 者 通常 将 自己 研究 的 问题 用 数学 建 模 的 方法 
建立 起 数学 模型 ,然后 通过 求解 数学 模型 的 方法 获得 所 研究 问题 的 解 .建立 数学 模型 需要 所 研 
究 领 域 的 专业 知识 ,而 有 了 数学 模型 则 可 以 采用 本 书 介绍 的 通用 数值 方法 或 解析 方法 去 直接 求 
解 ,本 章 将 首先 对 计算 机 数学 语言 给 出 简单 介绍 ,通过 实例 介绍 为 什么 需要 学 习 计 算 机 数学 语 
言 ,然后 介绍 计算 机 数学 语言 和 数学 工具 发 展 简况 .本 章 最 后 将 介绍 本 书 的 框架 , 列 出 涉及 的 数 
学 分 支 并 进行 概述 。 
1.1.1 为 什么 要 学 习 计 算 机 数学 语言 

求解 数学 问题 时 手工 推导 当然 是 有 用 的 ,但 并 不 是 所 有 的 问题 都 是 能 手工 推导 的 , 故 需要 
由 计算 机 来 完成 相应 的 任务 。 用 计算 机 求解 的 方式 也 有 两 种 ,其 一 是 用 成 型 的 数值 分 析 算 法 、 数 
值 软件 包 与 手工 编程 相 结合 的 求解 方法 .其 二 是 采用 国际 上 有 影响 力 的 专门 计算 机 语言 来 求 
解 问题 ,这 类 语言 包括 MATLAB、Mathematica 思 .Maple 回 等 ,本 书 统一 称 之 为 “计算 机 数学 语 
言 ”顾名思义 ,用 数值 方法 只 能 求解 数值 计算 的 问题 , 至 于 像 公 式 推导 等 数学 问题 , 例如 求解 
3 十 bz 十 c= 二 0 方程 的 解 ,在 b,c 不 是 给 定数 值 时 ,数值 分 析 的 方式 是 没有 用 的 ,必须 使 用 计算 
机 数学 语言 来 求解 。 

本 书 将 涉及 的 问题 求解 方法 称 为 “数学 运算 ”, 以 区 别 于 传统 意义 下 的 “数学 计算 ”, 因为 后 
者 往往 对 应 于 数学 问题 的 数值 求解 方法 。 本 书 将 介绍 的 内 容 还 尽 可 能 地 包括 解析 求解 方法 , 如 
果 解 析 解 不 存在 则 将 介绍 数值 解 方法 。 

在 系统 介绍 本 书 的 内 容 之 前 , 先 介绍 几 个 例子 ,读者 可 以 思考 其 中 提出 的 问题 , 从 中 体会 学 
习 本 书 的 必要 性 .相应 的 MATLAB 语句 后 面 还 将 详细 介绍 。 
例 1-1 考虑 一 个 “奥数 ”题目 :19931993 最 后 一 位 数 是 什么 ?如 果 不 借助 计算 机 工具 ,数学 家 能 知道 的 
就 只 有 这 么 多 了 。 事 实 上 ,这样 的 解 在 现实 生活 中 没有 任何 意义 和 价值 (因为 一 个 很 昂贵 的 物品 人 们 
不 会 纠结 其 售 价 的 个 位 数 是 1 还 是 9), 人 们 更 感 兴趣 的 是 这 个 数 有 多 少 位 ,其 最 高 位 是 几 , 每 位 数 是 
什么 等 这些 问 题 的 求解 数学 家 是 无 能 为 力 的 ,只 能 借助 于 专用 的 计算 机 工具 求解 ,借助 计算 机 数学 
语言 可 以 直接 得 出 该 数 的 精确 值 8280304.…593, 共 有 6576 位 数 ,该 数 可 以 充满 本 书 的 两 页 多 。 
例 1-2 大 学 的 高 等 数学 课程 介绍 了 微分 与 积分 的 概念 和 数学 推导 方法 ,实际 应 用 中 也 可 能 遇 到 高 阶 
导数 的 问题 ,已 知 f(z) = sinz/(z2 二 47 十 3) 这 样 的 简单 函数 ,如 何 求解 出 d4j(z)/dz4? 当然 ,用 手 
工 推导 是 可 行 的 ,由 高 等 数学 的 知识 先 得 出 df (t)/dz, 对 结果 求 导 得 出 二 阶 导数 ,对 结果 再 求 导 得 出 
三 阶 导 数 ,继续 进一步 求 导 就 能 求 出 所 需 的 d4f(z)/dz4, 重复 此 方法 还 能 求 出 更 高 阶 的 导数 。 这 个 过 
程 比较 机 械 , 适合 用 计算 机 实现 ,用 现 有 的 计算 机 数学 语言 可 以 由 一 行 语句 求解 问题 。 


>> syms xi f-sin(x)/(x*2+4#x+3); y=diff(f,x,4) 包 描 述 原 函 数 并 直接 求 导 


ek 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


上 述 语句 得 出 的 结果 为 
t sinz T 十 4)cosZ iT 十 sinz sinz T 十 CosT 
dt i 27 + 4 _ (22+ 4)? si 和 (2z 十 4 
dz4 22+47+3 。 (z2 十 47 十 3) (z2 十 47 十 3)3 (z2 十 47 十 3)2 (z2 十 47 十 3)4 
T 十 4)cosT 十 sinz T 十 sinz sinz 
a8 (07+4 os+4 sing (27 + 4)" si | i 
(z2 十 47 十 3)3 (z2 十 47 十 3)5 (z2 十 47 十 3)4 (z2 十 47 十 3)3 


显然 , 若 依赖 手工 推导 ,得 出 这 样 的 结果 需要 很 繁杂 、 细 致 的 工作 , 稍 有 不 愤 就 可 能 得 出 错误 的 
结果 ,所 以 应 该 将 这 样 的 问题 推 给 计算 机 去 求解 。 实 践 表 明 , 利 用 著名 的 MATLAB 语言 ,在 4s 内 就 
可 以 精确 地 求 出 dlo0 jj(z)/dzlo0。 

例 1-3 在 许多 学 科 的 实际 应 用 中 经 常 需 要 求 出 多 项 式 方程 的 根 。 著 名 的 Abel-Ruffini 定 理 已 经 有 了 
定论 ,五 次 或 以 上 的 多 项 式 方程 没有 通用 的 解析 解法 ,但 在 实际 应 用 中 经 常 需要 求解 高 次 代数 方程 
的 根 , 故 可 以 采用 数值 方法 求解 ,如 使 用 林 士 证 -Bairstrow 算法 ,这 是 数值 分 析 中 最 常见 的 方法 。 

考虑 多 项 式 方程 135 135 1215 729 ，729 
56 十 9s5 十 本 和 了 浅 击 16 52 十 < 64 a | 

用 林 士 诺 -Bairstrow 算 法 得 出 的 结果 是 s1,2 = 一 1.5056 土 j0.0032, s3,4 二 一 1.5000 士 j0.0065， 
55,6 二 一 1.4944 土 j0.0032。 将 si 代入 原始 方程 , 则 可 容易 计算 出 方程 左 侧 为 一 8.7041 x 10-14 一 
jl.8353x10- 巧 。 虽 然 这 个 例子 误差 不 大 ,毕竟 对 这 类 问题 来 说 ,数值 方法 可 能 导致 错误 的 结论 。 采 用 
计算 机 数学 语言 能 得 出 更 精确 的 结果 , 即 所 有 的 根 均 为 一 3/2。 下 面 列 出 的 是 本 例 使 用 的 MATLAB 
求解 语句 

>> p=[1 9 135/4 135/2 1215/16 729/16 729/64] ; xl=roots(P) % 表 示 多 项 式 并 求 数 值 解 

Pp1l=poly2sym(p); x2=solve(p1) % 直 接 求 解析 解 
例 1-4 线性 代数 课程 中 介绍 了 求解 矩阵 行列 式 的 方法 ,例如 用 代数 余子 式 的 方法 可 以 将 一 个 见 阶 矩 
阵 的 行列 式 问题 化 简 成 nn 个 n 一 1 阶 行列 式 问题 ,而 n 一 1 阶 的 又 可 以 化 简 为 n 一 2 阶 的 问题 ,这 样 用 
递归 的 方法 可 以 最 终 化 简 成 一 阶 和 矩阵 的 行列 式 求解 问题 ,而 该 问题 是 有 解析 解 的 ,就 是 该 一 阶 和 矩阵 
本 身 ,所 以 数学 家 可 以 得 出 结论 ,任意 阶 矩 阵 的 行列 式 都 可 以 直接 求解 出 解析 解 。 

事实 上 ,这 样 的 结论 忽略 了 计算 复杂 度 问 题 ,这 样 的 算法 计算 量 很 大 ,高 达 (n 一 1)(n 十 1)!+n, 例 
如 n 二 25 时 ,运算 次 数 为 9.679x1027, 相 当 于 在 每 秒 12.54 亿 亿 次 的 神威 太湖 之 光 (2017 年 世界 上 最 
快 的 超级 计算 机 ) 上 204 年 的 计算 量 ,虽然 用 代数 余子 式 的 方法 可 以 求解 ,但 求解 是 不 现实 的 。 其 实 
在 某 些 领 域 中 甚至 需要 求解 成 百 上 千 阶 矩阵 的 问题 ,所 以 用 代数 余子 式 的 方法 是 不 可 行 的 。 

数值 分 析 中 提供 了 求解 行列 式 问题 的 各 种 算法 ,但 传统 的 方法 对 某 些 矩阵 有 时 会 得 出 错误 的 结 
果 , 特 别 是 接近 奇异 的 矩阵 。 考虑 Hilbert 矩阵 


1 1/2 Da fn 
_|y2 1 4 2 ln+D 
yn st nt 


并 假设 n = 80, 用 数值 分 析 方法 或 软件 很 容易 得 出 det( 百 ) = 0 的 不 精确 结果 ,从 而 导致 矩阵 奇异 这 
样 的 错误 结论 。 事 实 上 , 用 计算 机 数学 语言 MATLAB 很 容易 在 1.79s 内 得 出 该 行列 式 的 精确 解 为 
1 


det(H ~ 1.00979Xx10-3790 
et(H) = 05003010140009347787886767841019251 .O0000 各 


全 部 3789 位 , 因 排 版 的 限制 省 咯 了 中 间 的 数字 
求解 一 般 高 阶 算 阵 求 逆 问 题 需要 计算 机 数学 语言 ,对 特殊 的 矩阵 问题 更 需要 这 样 的 语言 ,以 免 
得 出 错误 的 结果 。 本 例 采用 的 MATLAB 语句 为 五 =sym(hilb(80)); det(H)。 
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例 1-5 考虑 著名 的 非 线性 微分 方程 一 Van der Pol 方 程 y 十 J( 访 一 1)y 十 y= 二 0。 当 J 很 大 时 ,例如 
人 二 1000, 传统 的 数值 分 析 方法 求解 可 能 有 问题 ,需要 用 专用 的 刚性 方程 求解 算法 进行 求解 , 而 不 能 
利用 数值 分 析 类 课程 中 介绍 的 定 步 长 Runge-Kutta 算 法 求解 ,利用 MATLAB 语言 ,只 需 下 面 两 行 
语句 即 可 求解 该 方程 ,并 用 图 形 显示 方程 的 结果 。 


如 果 一 阶 微分 方程 可 以 写成 y(t) = 一 0.1y(t) 十 0.2y(t 一 30)/[1 十 y(t 一 30)], 这 样 的 方程 称 为 
延迟 微分 方程 ,一 般 的 数值 分 析 教 材 和 软件 包 中 均 不 提供 这 种 方程 的 数值 解法 ,所 以 只 能 采用 计算 
机 数学 语言 ,如 MATLAB 中 的 延迟 微分 方程 求解 函数 dde23() 或 图 形 化 建 模仿 真 工具 Simulink 来 
求解 这 样 的 问题 。 在 本 书后 面相 应 的 内 容 中 将 介绍 此 方程 的 解法 。 

例 1-6 考虑 最 优化 问题 ,假设 线性 规划 问题 的 数学 描述 如 下 
min (-221 一 72 一 473 一 374 一 Z5) 
| 2za 十 zs 十 474 十 275<54 
Zs.t. 


371+472+573—24—T5<62 
ZT1,72>0,73>3.32,74>0.678,75>2.57 


因为 上 述 问 题 是 有 约束 问题 ,不 能 用 高 等 数学 中 令 目 标 函 数 导 数 为 0, 得 出 若干 方程 再 用 求解 方 
程 的 方式 求解 最 优化 问题 ,而 必须 用 线性 规划 中 介绍 的 算法 来 求解 ,例如 使 用 如 下 代码 


得 出 所 需 的 最 优 解 ri = 19.7850, za = 0,za = 3.3200, x4 = 11.3850, zs = 2.5700。 

这 样 的 求解 借助 数值 分 析 或 最 优化 方法 等 课程 介绍 的 数值 算法 可 以 容易 地 实现 。 但 如 果 再 添 
加 约束 ,例如 需要 得 出 该 最 优化 问题 的 整数 解 , 原来 的 问题 就 变 成 了 整数 规划 问题 。 很 少 有 相关 书 
籍 、 软 件 能 直接 求解 这 样 的 问题 。 而 利用 计算 机 数学 语言 可 以 求 出 该 整数 规划 问题 的 解 为 zi = 19， 
= 0 m= = ,t= 6。 

例 1-7 许多 课程 要 用 到 的 高 等 应 用 数学 分 支 , 如 积分 变换 、 复 变 函 数 、 微 分 方程 .数据 插值 与 拟 合 、 概 
率 论 与 数理 统计 、 数 值 分 析 等 ,课程 考试 之 后 您 还 记得 其 中 问题 的 求解 方法 吗 ? 

例 1-8 现代 科学 技术 在 其 发 展 过 程 中 ,催生 了 若干 新 的 数学 分 支 , 如 模糊 集合 与 粗糙 集合 \ 人 工 神经 
网 络 等 , 如 果 不 借 助 于 计算 机 工具 ,要 想 利用 其 中 任何 一 个 分 支 去 解决 实际 问题 都 是 个 耗 时 并 困难 
的 任务 。 因 为 首先 要 了 解 相关 领域 的 来 龙 去 脉 , 弄 清算 法 并 将 算法 用 计算 机 语言 正确 地 实现 。 然 而 ， 
利用 这 些 新 分 支 的 数学 工具 解决 某 些 特定 的 数学 问题 却 是 较 容易 的 ,因为 可 以 借助 前 人 已 经 开发 好 
的 工具 和 框架 。 

很 多 专门 的 课程 ,如 电路 ,电子 技术 、 电 力 电子 技术 、 电 机 与 拖 动 、 自 动 控制 原理 等 ,在 介绍 
原理 与 方法 时 一 般 采 用 简单 的 例子 , 刻意 回避 高 阶 的 或 复杂 的 例子 。 究 其 原因 ,是 当时 缺少 高 水 
平 计算 机 数学 语言 甚至 是 数值 分 析 技术 的 支持 ,所 以 在 这 些 课程 中 很 多 方法 不 一 定 适合 于 复杂 
的 问题 求解 。 在 实际 研究 中 遇 到 稍 复杂 一 点 的 问题 时 ,只 靠 手工 推导 的 方法 是 得 不 出 精确 结果 
的 ,所 以 需要 特殊 的 专业 软件 或 语言 来 解决 问题 ,而 计算 机 数学 语言 ,如 MATLAB 语言 ,通常 可 
以 较 好 地 解决 相关 问题 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 解决 数学 问题 用 手工 推导 的 方法 虽然 有 时 可 行 , 但 对 很 多 复杂 问 
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题 不 现实 或 不 可 靠 ,用 传统 数值 分 析 课程 甚至 成 型 的 软件 包 得 出 的 结果 有 时 也 是 错误 的 , 故 需 
要 学 习 计算 机 数学 语言 , 以 更 好 地 解决 以 后 学 习 和 研究 中 遇 到 的 问题 。 
1.1.2 数学 问题 的 解析 解 与 数值 解 


现代 科学 与 工程 的 进展 离 不 开 数 学 。 数 学 家 们 感 兴趣 的 问题 和 其 他 科学 家 、 工 程 技术 人 员 
所 关注 的 问题 是 不 同 的 。 数 学 家 往往 对 数学 问题 的 解析 解 ,或 称 闭 式 解 (closed-form solution) 
和 解 的 存在 性 、 唯 一 性 的 严格 证 明 感 兴趣 , 而 工程 技术 人 员 一 般 对 解 是 多 少 , 有 多 少 解 等 问题 更 
关心 。 换 句 话说 ,能 用 某 种 方法 获得 问题 的 解 则 是 工程 技术 人 员 更 关心 的 问题 。 而 获得 这 样 解 的 
最 直接 方法 就 是 通过 数值 解法 技术 。 

数学 问题 解析 解 不 存在 的 情况 是 非常 常见 的 -例如 ， 定 积分 -专人 e-" dz 在 上 限 为 有 穷 时 
就 没有 解析 解数 学 家 可 以 发 明 新 的 函数 erf(a) 去 定义 这 样 的 解 ,但 解 的 值 到 底 多 大 却 不 是 一 
目 了 然 的 .所 以 ,在 这 样 的 情况 下 , 要 想 获得 积分 的 值 ,就 必须 采用 数值 解 技术 。 

再 例如 , 圆周率 的 值 本 身 就 没有 解析 解 ,中 国 古 代 的 数学 家 、 天 文学 家 祖冲之 (429-500) 
早 在 公元 480 年 就 算 定 了 该 值 在 3.1415926 和 3.1415927 之 间 。 在 一 般 科学 与 工程 应 用 中 , 取 这 
样 的 值 就 能 保证 较 高 的 精度 , 而 对 于 粗略 估算 来 说 , 使 用 公元 前 20 世 纪 古 埃及 人 的 3.16045 或 
公元 前 250 年 (? ) 阿 基 米 德 ( 前 287- 前 212) 的 3.1418 都 未 尝 不 可 ,而 没有 必要 非 去 追求 不 存在 
的 解析 解 不 可 。 所 以 在 这 样 的 问题 上 , 数值 解法 的 优势 就 显示 出 来 了 。 

数学 问题 的 数值 解法 已 经 成 功 地 应 用 于 各 个 领域 .例如 ,在 力学 领域 ,常用 有 限 元 法 求解 偏 
微分 方程 ;在 航空 、 航 天 与 自动 控制 领域 ,经 常用 到 数值 线性 代数 与 常 微分 方程 的 数值 解法 等 解 
决 实际 问题 ;在 工程 与 非 工 程 系统 的 计算 机 仿真 中 ,核心 问题 的 求解 也 需要 用 到 各 种 差分 方程 、 
常 微分 方程 的 数值 解法 ; 在 高 科技 的 数字 信号 处 理 领域 ,离散 的 快速 Fourier 变换 (FFT) 已 经 成 
为 其 不 可 或 缺 的 工具 。 在 科学 工程 研究 中 能 掌握 一 个 或 多 个 实用 的 计算 工具 ,无疑 会 为 研究 者 
提供 解决 实际 问题 的 强 有 力 手段 。 


1.1.3 数学 运算 问题 软件 包 发 展 概述 


数字 计算 机 的 出 现 给 数值 计算 技术 的 研究 注入 了 新 的 活力 。 在 数值 计算 技术 的 早期 发 展 
中 ,出 现 了 一 些 著 名 的 数学 软件 包 , 如 美国 的 基于 特征 值 的 软件 包 EISPACK [&, 4 和 线性 代数 
软件 包 LINPACK 回 , 英国 牛津 数值 算法 研究 组 (Numerical Algorithm Group, NAG) 开 发 的 
NAG 软件 包 回 及 享有 盛誉 的 著作 (文献 四) 中 给 出 的 程序 集 ( 这 里 称 Numerical Recipes 软 件 
包 ) 等 ,这 些 都 是 在 国际 上 广泛 流行 的 .有 着 较 高 声望 的 软件 包 。 

美国 的 EISPACK 和 LINPACK 是 基于 算 阵 特征 值 和 奇异 值 解决 线性 代数 问题 的 专用 软件 
包 。 限 于 当时 的 计算 机 发 展 状况 ,这 些 软件 包 大 都 是 由 Fortran 语 言 编写 的 源 程 序 组 成 的 .例如 ， 
若 想 求 出 入 阶 实 和 矩阵 和 的 全 部 特征 值 ( 用 WR, Wi 数组 分 别 表示 其 实 部 和 虚 部 ) 和 对 应 的 特征 
向 量 和 矩阵 Z, 则 EISPACK 软件 包 给 出 的 子 程序 建议 调用 路 径 为 
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由 上 面 的 叙述 可 以 看 出 ,要 求 取 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 , 首先 要 给 一 些 数 组 和 变量 依据 
EISPACK 的 格式 作出 定义 和 赋值 , 并 编写 出 主 程序 , 再 经 过 编译 和 连接 过 程 ,形成 可 执行 文件 ， 
最 后 才能 得 出 所 需 的 结果 。 

NAG 软件 包 和 Numerical Recipes 软件 包 则 包括 了 各 种 各 样 数 学 问题 的 数值 解法 ,二 者 中 
NAG 的 功能 尤其 强大 ,NAG 的 子 程序 都 是 以 字母 加 数字 编号 的 形式 命名 的 , 非 专业 人 员 很 难 
匡 到 适合 自己 问题 的 子 程序 , 更 不 用 说 能 保证 以 正确 的 格式 去 调用 这 些 子 程序 了 。 这 些 程序 包 
使 用 起 来 极其 复杂 ,每 个 函数 有 很 多 变 元 , 很 难保 证 一 般 使 用 者 不 出 错 。 

Numerical Recipes 软 件 包 是 一 个 在 国际 上 广泛 应 用 的 软件 包 , 子 程序 有 C、Fortran 和 
Pascal 等 版 本 ,适合 于 科学 研究 者 和 工程 技术 人 员 直 接应 用 .该 书 的 程序 包 由 200 多 个 高 效 、 实 
的 子 程序 构成 ,这 些 子 程序 一 般 有 较 好 的 数值 特性 , 比较 可 靠 ,为 各 国 的 研究 者 所 信赖 。 

具有 Fortran 和 CC 等 高 级 计算 机 语言 知识 的 读者 可 能 已 经 注意 到 ,如果 用 它们 去 进行 程序 
设计 ,尤其 当 涉 及 和 矩阵 运算 或 画图 时 ,编程 会 很 麻烦 .例如 , 若 想 求解 一 个 线性 代数 方程 ,用 户 得 
首先 去 编写 一 个 主 程序 , 然后 编写 一 个 子 程序 去 读 入 各 个 矩阵 的 元 素 , 之 后 再 编写 一 个 子 程序 ， 
求解 相应 的 方程 (如 使 用 Gauss 消去 法 ), 最 后 输出 计算 结果 .如果 选 择 的 计算 子 程序 不 是 很 可 
靠 , 则 所 得 的 计算 结果 往往 会 出 现 问题 .如 果 没有 标准 的 子 程序 可 以 调用 , 则 用 户 往往 要 将 自己 
编 好 的 子 程序 逐条 地 输入 计算 机 ,然后 进行 调试 ,最 后 进行 计算 .这 样 一 个 简单 的 问题 往往 需要 
用 户 编写 100 条 左右 的 源 程序 ,输入 与 调试 程序 也 是 很 费事 的 , 并 无 法 保证 所 输入 的 程序 完全 
可 靠 。 求 解 线性 方程 组 这 样 一 个 简单 的 功能 需要 100 条 源 程 序 , 其 他 复杂 的 功能 往往 要 求 有 更 
多 条 语句 , 如 采用 双 步 QR 法 求 取 矩阵 特征 值 的 子 程序 则 需要 500 多 条 源 程序 , 其 中 任何 一 条 语 
句 有 毛病 , 甚至 调用 不 当 ( 如 数组 维 数 不 匹配 都 可 能 导致 错误 结果 的 出 现 。 

尽管 如 此 , 数学 软件 包 仍 在 继续 发 展 , 其 发 展 方向 是 采用 国际 上 最 先进 的 数值 算法 , 提供 更 
高 效 、 更 稳定 、 更 快速 ,更 可 靠 的 数学 软件 包 。 例 如 ,在 线性 代数 计算 领域 ,LAPACK 加 已 经 成 为 
当前 最 有 影响 的 软件 包 , 但 它们 的 目的 似乎 已 经 不 再 为 一 般 用 户 提供 解决 问题 的 方法 , 而 是 为 
数学 软件 提供 底层 的 支持 。 新 版 的 MATLAB 语言 以 及 自由 软件 Scilab 回 等 著名 的 计算 机 数学 
语言 已 经 放弃 了 一 直 使 用 的 LINPACK 和 EISPACK, 而 采用 LAPACK 为 其 底层 支持 软件 包 。 

一 些 数 学 的 专门 分 支 也 出 现 了 相关 的 数学 程序 库 , 支持 Fortran、C+ 十 等 语言 直接 调 
与 编程 , MATLAB 可 以 通过 特殊 接口 的 形式 直接 调用 这 些 程序 .在 互联 网 上 同样 有 大 量 的 
MATLAB 语 言 和 其 他 计算 机 数学 语言 的 数学 工具 箱 ,所 以 遇 到 典型 问题 的 数学 求解 时 , 可 以 直 
接 利用 相关 的 工具 箱 来 求解 , 因为 其 中 大 部 分 工具 箱 毕 竟 还 是 在 相应 领域 有 影响 的 专家 编写 
的 ,得 出 的 结果 往往 比 外 行 自己 查阅 书籍 论文 编写 底层 程序 的 可 信和 度 要 高 得 多 。 

1.1.4 常规 计算 机 语言 的 局 限 性 


人 们 有 时 习惯 用 其 他 计算 机 语言 (如 C 和 Fortran ) 解 决 科学 计算 问题 .毋庸 置疑 ,这 些 计 算 
机 语言 在 数学 与 工程 问题 求解 中 起 过 很 大 的 作用 ,而 且 它们 曾经 是 实现 MATLAB 这 类 高 级 语 
言 的 底层 计算 机 语言 。 然 而 ,对 于 一 般 科 学 研究 者 来 说 ,利用 C 这 类 语言 去 求解 数学 问题 是 远 远 
不 够 的 ,首先 ,一 般 程 序 设计 者 无 法 编写 出 符号 运算 和 公式 推导 类 程序 ,只 能 编写 数值 计算 程 
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序 ;其 次 ,数值 分 析 类 教科 书 中 介绍 的 数值 算法 往往 不 是 求解 实际 数学 问题 的 最 好 方法 ;除了 上 
述 局 限 性 外 ,采用 底层 计算 机 语言 编程 , 由 于 程序 元 长 难以 验证 ,即使 得 出 结果 也 不 敢 相 信 与 依 
赖 该 结果 。 所 以 应 该 采用 更 可 靠 , 更 简洁 的 专门 计算 机 数学 语言 来 进行 科学 研究 , 因为 这 样 可 
以 将 研究 者 从 烦琐 的 底层 编程 中 解放 出 来 ,更 好 地 把 握 要 求解 的 问题 ,避免 “只 见 树木 .不 见 森 
林 ” 的 现象 ,这 无 疑 是 受到 更 多 研究 者 认可 的 解决 问题 方式 。 

例 1-9 已 知 Fibonacci 序 列 的 前 两 个 元 素 为 ai = a2 二 1, 随 后 的 元 素 可 以 由 Qk 二 Qk-1 十 Qk-2， 
万 二 3,4,… 递 推 地 计算 出 来 。 试 用 计算 机 列 出 该 序列 的 前 100 项 。 

解 C 语 言 在 编写 程序 之 前 需要 首先 给 变量 选择 数据 类 型 ,因为 此 问题 需要 的 是 整数 ,所 以 很 自然 地 
会 选择 int 或 long 来 表示 序列 的 元 素 ,车 选择 数据 类 型 为 int, 则 可 以 编写 出 如 下 CC 程序 


只 用 了 上 面 几 条 语句 ,问题 就 看 似 轻易 地 被 解决 了 。 然 而 该 程序 是 错误 的 1 运行 该 程序 会 发 现 ， 
该 序列 显示 到 第 24 项 突然 会 出 现 负数 ,而 再 显示 下 几 项 会 发 现时 正 时 负 。 显 然 , 上 面 的 程序 出 了 问 
题 ,问题 出 在 int 整 型 变量 的 选择 上 , 因为 该 数据 类 型 能 表示 数值 的 范围 为 (一 32767,32767), 超出 此 
范围 则 会 导致 错误 的 结果 。 即 使 采用 long 整 型 数据 定义 ,也 只 能 保留 31 位 二 进 制 数值 , 即 保留 九 位 
十 进 制 有 效 数字 ,超过 这 个 数 仍然 返回 负 值 。 可见, 采用 C 语 言 ,如 果 某 些 细节 考虑 不 周 , 则 可 能 得 出 
完全 错误 的 结论 。 故 可 以 说 C 这 类 语言 得 出 的 结果 有 时 不 大 令 人 信服 。 用 MATLAB 语言 则 不 必 考 
虑 这 些 烦琐 的 问题 ,可 以 直接 编写 下 面 的 底层 程序 。 


另外 ,由 于 long 整 型 数据 只 能 保持 9 位 有 效 数字 ,而 double 型 只 能 保留 15 位 有 效 数字 ,如 果 得 
出 的 结果 超出 此 范围 , 则 精度 将 存在 局 限 性 。 采 用 MATLAB 的 符号 运算 则 可 以 避免 这 类 问题 ,只 需 
将 第 一 个 语句 修改 成 a=sym([1,1]) 就 可 以 得 出 aioo 的 值 为 354224848179261915075, 甚至 用 类 似 
的 语句 能 在 24s 内 得 出 as000 的 全 部 1045 位 有 效 数 字 , 该 结果 是 采用 任何 数值 计算 语言 无 法 得 出 的 。 


例 1-10 试 编写 出 两 个 给 阵 4 和 召 相 乘 的 Q 语 言 通用 程序 。 
解 如 果 信 为 mx 了 矩阵 , 妞 为 了 X 叹 短 阵 , 则 由 线性 代数 理论 , 可 以 得 出 C 矩阵 , 其 元 素 为 


p 
01 = airbey, LS 
k=1 


分 析 上 面 的 算 法 ,容易 编写 出 〇 语言 程序 ,其 核心 部 分 为 三 重 循环 结构 


看 起 来 这 样 一 个 通用 程序 通过 这 几 条 语句 就 解决 了 。 事 实 不 然 ,这 个 程序 有 个 致命 的 漏洞 ,就 是 
没 考虑 两 个 矩阵 是 不 是 可 来 。 如 果 自给 阵 的 列 数 等 于 妃 和 矩阵 的 行 数 , 则 两 个 短 阵 可 来 ,所 以 很 自然 
地 想到 应 该 加 一 个 判定 语句 

if A 的 列 数 不 等 于 妃 的 行 数 ,给 出 错误 信息 

其 实 这 样 的 判定 可 能 引入 新 的 温 洞 ,因为 若 和 或 妃 为 标量 , 则 入 和 妃 无 条 件 可 来 ,而 增加 上 面 
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的 证 语句 反而 会 给 出 错误 信息 。 这 样 在 原来 的 基础 上 还 应 该 增加 判定 入 或 媚 是 否 为 标量 的 语句 。 

其 实 即使 考虑 了 上 面 所 有 的 内 容 ,程序 还 不 是 通用 的 程序 ,因为 并 未 考虑 矩阵 为 复数 甜 阵 的 情 
况 。 这 也 需要 特殊 的 语句 处 理 。 

从 这 个 例子 可 见 , 用 C 这 类 语言 处 理 某 类 标准 问题 时 需要 特别 细心 ,否则 难免 会 有 漏洞 ,致使 程 
序 出 现 错误 ,或 其 通用 性 受到 限制 ,甚至 可 能 得 出 有 误导 性 的 结果 。 在 MATLAB 语言 中 则 没有 必要 
考虑 这 样 的 琐碎 问题 ,因为 人 和 媚 短 阵 的 积 由 C= 4* 媚 直接 求 取 , 若 可 乘 则 得 出 正确 结果 ,如 不 可 
来 则 给 出 出 现 问 题 的 原因 。 


当然 ,在 实时 性 与 实时 控制 等 领域 , C 语言 也 有 它 的 优势 .虽然 MATLAB 的 代码 也 可 以 自 

动 翻译 成 C 语言 程序 ,但 这 不 是 本 书 叙 述 的 范围 。 
1.2 计算 机 数学 语言 简介 

1.2.1 计算 机 数学 语言 的 出 现 

MATLAB 语言 为 数学 问题 的 计算 机 求解 ,特别 是 控制 系统 的 仿真 和 CAD 发展 起 到 了 巨大 
的 推动 作用 .1978 年 美国 New Mexico 大 学 计算 机 科学 系 的 主任 Cleve Moler 教 授 认 为 用 当时 
最 先进 的 EISPACK 和 LINPACK 软 件 包 求解 线性 代数 问题 过 程 过 于 烦琐 , 所 以 构思 一 个 名 为 
MATLAB(MATrix LABoratory, 即 矩阵 实验 室 ) 的 交互 式 计算 机 语言 。 该 语言 一 开始 为 免费 版 
本 ,1984 年 The MathWWorks 公司 ( 现 名 MathWorks 公司 ) 成 立 , 并 推出 了 1.0 版 。 该 语言 的 出 现 
正 赶 上 控制 界 基 于 状态 空间 的 控制 理论 蓬勃 发 展 的 阶段 ,所 以 很 快 就 引起 了 控制 界 学 者 的 关 
注 , 出 现 了 用 MATLAB 语 言 编写 的 控制 系统 工具 箱 , 在 控制 界 产生 了 巨大 的 影响 , 成 为 控制 界 
的 标准 计算 机 语言 。 后 来 由 于 控制 界 及 相关 领域 提出 的 各 种 各 样 要 求 ,MATLAB 语言 得 到 了 持 
续 发 展 , 使 得 其 功能 越 来 越 强 大 .可 以 说 ,MATLAB 语言 是 由 计算 数学 专家 首创 的 ,但 是 由 控制 
界 学 者 “ 捧 红 ”的 新 型 计算 机 语言 目前 大 部 分 工具 箱 都 是 面向 自动 控制 和 相关 学 科 的 ,但 随 
着 MATLAB 语言 的 不 断 发 展 ,目前 也 在 其 他 领域 广泛 使 用 。 稍 后 出 现 的 Mathematica 及 Maple 
等 语言 也 是 当前 应 用 广泛 的 计算 机 数学 语言 。 

此 外 ,法 国 国 家 计算 机 科学 与 控制 研究 院 INRIA 开发 的 自由 软件 Scilab 也 可 以 部 分 解决 常 
的 数学 问题 ,其 最 显著 的 特色 是 完全 免费 且 源 代码 全 部 公开 ,但 在 求解 数学 问题 的 功能 上 尚 
无 法 和 MATLAB 等 计算 机 数学 语言 媲美 。 

1.2.2 有 代表 性 的 计算 机 数学 语言 

目前 在 国际 上 有 三 种 计算 机 数学 语言 最 有 影响 : MathWorks 公 司 的 MATLAB 语 言 、 
Wolfram Research 公司 的 Mathematica 语 言 和 Waterloo Maplesoft 公司 的 Maple 语 言 。 这 三 种 
语言 各 有 特色 , 其 中 MATLAB 长 于 数值 运算 , 其 程序 结构 类 似 于 其 他 计算 机 语言 , 因而 编程 
很 方便 -Mathematica 和 Maple 有 强大 的 解析 运算 和 数学 公式 推导 、 定 理 证 明 的 功能 ,相应 的 
数值 计算 能 力 比 MATLAB 要 弱 , 这 两 种 语言 更 适合 于 纯 数 学 领域 的 计算 机 求解 .此 外 , 德 
MuPAD [9 也 是 较 好 的 计算 机 数学 语言 。 

和 Mathematica 及 Maple 相 比 ,MATLAB 语 言 的 数值 运算 功能 是 很 出 色 的 。 除 此 之 外 ,更 
有 一 个 另 两 种 语言 不 可 替代 的 优势 ,就 是 MATLAB 语 言 对 各 种 各 样 领域 均 有 专业 领域 专家 
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编写 的 工具 箱 , 可 以 高 效 \ 可 靠 地 解决 各 种 各 样 的 问题 .早期 MATLAB 版 本 的 符号 运算 工具 箱 
利用 Maple 作为 其 符号 运算 引擎 ,能 直接 求解 常用 的 符号 运算 问题 .另外 ,MATLAB 提供 了 对 
Maple 全 部 函数 的 接口 ,无 须 安 装 Maple 就 可 以 调用 Maple 所 有 的 数学 函数 , 这 大 大 地 增强 了 
MATLAB 的 符号 运算 功能 , 使 之 在 这 方面 的 功能 也 不 逊色 于 Mathematica 和 Maple。 新 版 本 的 
MATLAB 符 号 运算 工具 箱 采 用 MuPAD 为 其 符号 运算 引擎 ,有 些 符号 运算 的 能 力 较 以 前 版 本 
有 改善 ,也 有 很 多 功能 不 如 早期 版 本 , 本 书 将 针对 具体 问题 建议 采用 合适 的 MATLAB 版 本 。 

本 书 采用 MATLAB 语 言 为 主要 计算 机 数学 语言 , 系统 地 介绍 其 在 数学 及 一 般 科 学 运算 问 
题 求解 中 的 应 用 .掌握 了 该 语言 将 提高 读者 求解 数学 问题 的 能 力 , 提 高 数学 水 平 , 拓 广 知识 面 ， 
使 得 原来 看 起 来 无 从 下 手 的 高 深 应 用 数学 问题 的 实际 求解 变 得 轻而易举 。 


1.3 关于 本 书 及 相关 内 容 


本 书 相 应 的 课程 是 一 门 新 型 的 课程 ,此 前 一 些 高 校 陆续 开 出 了 相应 课程 , 如 “数学 实验 ” 课 
程 简略 介绍 了 计算 机 数学 语言 在 一 些 应 用 数学 分 支 中 的 最 基本 的 分 析 方 法 ,但 缺乏 如 何 利 用 实 
用 的 计算 机 数学 语言 系统 、 深 入 地 与 各 个 数学 分 支 的 数学 问题 求解 有 机 结合 。 另 一 门 相关 的 课 
程 “<MATLAB 语 言及 应 用 ”更 侧重 于 MATLAB 语言 的 编程 内 容 , 对 数学 问题 求解 介绍 也 不 全 
面 .从 作者 本 人 多 年 一 线 教学 经 验 看 ,如果 能 找 出 一 种 中 间 途 径 , 既 介绍 MATLAB 编 程 的 基本 
方法 , 又 能 全 面 系统 地 介绍 其 在 应 用 数学 各 个 分 支 的 问题 求解 中 的 应 用 ,无 疑 将 会 对 读者 大 有 
神 益 , 这 就 是 编写 本 书 的 初衷 。 

本 书 的 前 几 版 在 本 科 生 、 研 究 生 实际 教学 中 已 经 使 用 十 余年 ,配备 了 较 全 面 的 交互 性 计算 
辅助 教学 材料 , 本 书 相应 的 课程 “现代 科学 运算 一 MATLAB 语言 与 应 用 ”目前 为 辽宁 省 精 
品 资源 共享 课程 ,相关 的 全 程 授课 视频 与 资源 在 下 面 网 站 可 以 搜索 出 来 。 

http://sharecourse.upln.cn/pdt/sharecourse/index.html 
全 新 录制 的 授课 视频 可 以 在 中 国 大 学 MOOC 网 站 搜索 。 


http://www.icourses.cn/imooc/ 
1.3.1 本 书 框架 设计 及 内 容 安排 
本 书 各 章 的 安排 如 下 : 


第 1 章 计 算 机 数学 语言 概述 ,介绍 学 习 本 课程 的 必要 性 及 本 课程 与 其 他 课程 之 间 的 关系 。 

第 2 章 “MATLAB 语 言 程序 设计 基础 ”, 以 比较 简洁 的 形式 对 MATLAB 语言 编程 .科学 给 
图 等 方面 进行 介绍 , 为 学 习 本 课程 打下 必要 的 基础 。 

第 3 章 “ 微 积分 问题 的 计算 机 求解 ”包括 极限 和 基本 微 积分 问题 的 解析 解法 、 场 论 与 计算 、 
函数 的 级 数 展开 与 逼近 、 级 数 求 和 与 序列 求 积 \ 无 穷 级 数 的 收敛 性 判定 .曲线 积分 和 曲面 积分 、 
数值 微分 、 数 值 积分 ,其 中 ,解析 解 部 分 基本 涵盖 了 高 等 数学 课程 的 全 部 计算 内 容 。 

第 4 章 “ 线 性 代数 问题 的 计算 机 求解 ”, 包 括 和 矩阵 基本 分 析 、 和 矩阵 基本 变换 、 线 性 方程 组 的 计 
算 机 求解 .矩阵 函数 的 求解 等 , 这 部 分 远 比 传统 线性 代数 课程 的 内 容 更 广泛 。 

第 5 章 “ 积 分 变换 与 复 变 函数 问题 的 计算 机 求解 ,包括 Laplace 变 换 ,Fourier 变 换 .z 变 
换 及 反 变 换 问题 等 问题 的 计算 机 直接 推导 及 数值 求解 方法 , 复 变 函 数 的 留 数 、 部 分 分 式 展 开 计 


第 1 章 计算 机 数学 语言 概述 
算 .还 介绍 差分 方程 解析 与 数值 求解 方法 、 复 平面 映射 等 内 容 。 


9 。 
第 6 章 “ 代 数 方程 与 最 优化 问题 的 计算 机 求解 ,包括 非 线性 方程 的 解析 解 与 数值 解 ,无 约 
规划 和 动态 规划 问题 求解 等 新 内 容 。 


束 最 优化 有 约束 最 优化 、 整 数 规划 等 内 容 。 本 章 还 引入 了 线性 矩阵 不 等 式 问题 的 求解 .多 目标 


第 7 章 “ 微 分 方程 问题 的 计算 机 求解 ”, 包 括 微分 方程 的 解析 解法 、 常 微分 方程 数值 解 概述 、 
滤波 器 设计 等 。 


常 微 分 方程 组 初 值 问题 的 MATLAB 求 解 ,特殊 微分 方程 与 延迟 微分 方程 的 求解 . 边 值 问题 的 求 
解 、 偏 微分 方程 求解 入 门 , 还 将 介绍 基于 Simulink 框图 的 微分 方程 数值 解 方法 。 


第 8 章 “ 数 据 插值 与 函数 逼近 问题 的 计算 机 求解 ,包括 插值 与 数据 拟 合 \ 样 条 插值 函数 及 


基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 ,曲线 拟 合 与 平滑 ,特殊 函数 计算 \ 数 字 信号 处 理 、 滤 波 技术 与 


第 9 章 “ 概 率 论 与 数理 统计 问题 的 计算 机 求解 ”包括 概 率 分 布 与 随机 数 生成 .统计 量 分 析 、 
数理 统计 方法 、 统 计 假设 检验 ,方差 分析 和 主 成 分 分 析 等 。 


本 寺 


的 应 


第 10 章 “数学 问题 的 非 传 统 解法 ”, 包 括 模糊 逻辑 与 模糊 推理 、 人 工 神经 网 络 在 数据 拟 合 中 
的 应 用 、 全 局 优化 算法 在 最 优化 求解 中 的 应 用 、 小 波 理论 在 数据 处 理 
MATLAB 语言 提供 的 了 


用 、 粗 糙 集 理论 与 应 
内 容 看 似 在 介绍 数学 ,但 最 终 目的 是 期 望 读者 在 理解 相关 数学 领域 最 基本 概念 的 前 提 
下 , 绕 开 纯 数 学 和 底层 烦琐 的 推导 过 程 , 直接 由 计算 机 数学 语言 得 出 数学 问题 的 解 ,。 所 以 学 习 本 

程 也 打下 一 个 较 好 的 基础 。 


及 分 数 阶 微 积分 理论 与 计算 等 ,这 里 给 出 相关 领域 的 入 门 知识 ,读者 可 以 由 此 为 起 点 ,利用 
[ 具 直 接 求 解 相关 的 问题 。 
课程 将 使 读者 提高 数学 素养 , 掌握 解决 实际 科学 运算 问题 的 方法 , 为 下 一 步 学 习 寺 


1.3.2 MATLAB 语 言 学 习 方 法 与 资源 


实践 其 他 课 


学 好 MATLAB 语言 ,可 以 将 30 字 的 学 习 准 则 作为 座右铭 , 即 “ 要 带 着 问题 学 , 活 学 活用 ,学 
用 结合 ,急用 先 学 ,立竿见影 , 在 用 字 上 狠 下 功夫 ”。 学 习 MATLAB 的 一 个 关键 环节 是 “ 
本 书 系 统 深入 地 介绍 了 MATLAB 语言 在 各 个 应 


用 数学 分 支 中 的 应 用 ,然而 ,再 厚 的 一 本 


也 不 可 能 包括 所 有 的 内 容 和 解答 ,用 户 在 学 习 使 用 MATLAB 语言 时 应 该 充分 地 利 上 


各 种 资源 。 
肋 信息 可 


由 该 窗口 


例如 ,MathWorks 公司 网 站 http://www.mathworks.com 上 免费 提供 了 全 套 MATLAB 语 言及 
工具 箱 手册 的 HTML 版 和 PDF 版 电子 文档 ,和 本 书 相关 的 手册 参见 文献 [11-21]。 
MathWorks 公司 的 网 站 还 提供 了 File Exchange 子 网 站 , 公布 用 户 开 发 


此 外 ,强大 的 用 户 组 能 为 MATLAB 语言 的 学 习 与 应 用 提供 各 种 帮助 
帮助 系统 是 MATLAB 提 供 的 重要 帮助 手段 ,读者 应 该 学 
其 中 


得 出 。 


4 各 种 实 
户 也 互 


> 


程序 进 


[以 由 MATLAB 命令 窗口 的 Help 菜单 获得 , 该 菜 和 


会 灵活 使 
的 Using the Desktop 菜单 项 将 打开 联机 帮助 窗口 ,如 图 


将 打开 如 图 1-1(Ca) 所 示 的 菜 章 
[ER 命令 查询 某 关 键 词 , 获得 帮助 信息 。 


和 白 
1-1(b) 所 示 。 帮 助 信息 可 以 
以 在 MATLAB 命 令 窗 口 下 输入 中 瑞 或 B68 命令 直接 显示 帮助 信息 .还 可 以 使 
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Help 


Ei 
电 ene + 


Documentation Fi Search Documentation 
Examples 

Request Support 
Support Web Site 
Training 

Check for Updates 

Get Product Trial 
Licensing > 


Terms of Use 


Patents 


About MATLAB 
(a) Help 菜 单 (b) 联机 帮助 信息 窗口 
1-1 联机 帮助 信息 查询 


1.3.3 本 课程 与 其 他 相关 课程 的 关系 


本 书 对 应 的 课程 不 是 数值 分 析 类 课程 的 MATLAB 版 本 介绍 ,应 该 理解 成 是 从 更 高 层次 、 采 
用 更 有 效 的 方法 ,解决 实际 中 可 能 遇 到 的 数学 问题 的 方法 论 。 数 值 分 析 课 程 更 侧重 于 介绍 经 典 
的 算法 ,侧重 于 介绍 原始 的 ,能 充分 显示 问题 来 龙 去 脉 的 算法 , 而 在 实际 问题 求解 中 这 些 方法 通 
常 是 不 适用 的 , 甚至 是 根本 不 使 用 的 。 例 如 ,在 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 时 , 数值 分 析 课 程 最 侧 
重 介绍 的 是 四 阶 定 步 长 Raunge-Kutta 算 法 ,但 从 实际 求解 的 实践 来 看 ,采用 定 步 长 算法 是 有 问 
题 的 .其 一 , 由 于 算法 不 如 变 步 长 算法 高 效 ,有 时 在 求解 中 可 能 花费 难以 接受 的 时 间 ; 其 二 , 也 是 
更 重要 的 , 定 步 长 算法 在 求解 过 程 中 对 解 的 正确 性 没有 检测 环节 , 在 求解 过 程 中 出 现 误差 也 无 
从 知晓 , 故 得 出 的 结果 可 靠 性 存在 问题 , 而 采用 变 步 长 算法 能 根据 误差 自动 选择 计算 步 长 , 保证 
求解 的 正确 性 。 另 外 很 多 内 容 , 如 在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 是 延迟 微分 方程 微分 代数 方程 等 的 求 
解 在 传统 数值 分 析 课 程 中 也 是 不 介绍 的 。 

高 等 数学 和 各 类 应 用 数学 的 计算 问题 均 可 以 由 介绍 的 方法 直接 求解 ,但 这 并 不 意味 高 等 数 
学 类 课程 的 理论 不 重要 。 读 者 可 以 在 学 好 高 等 数学 、 应 用 数学 理论 的 基础 上 更 好 地 理解 问题 ,更 
容易 地 解决 问题 。 


1.3.4 数学 问题 三 步 求解 方法 概述 

作者 倡导 了 一 种 数学 问题 的 三 步 求解 方法 四 ,这 三 个 步骤 分 别 是 “是 什么 ”““ 如 何 描述 ”和 
“求解 ”。 在 “是 什么 ”步骤 中 ,侧重 于 数学 问题 的 物理 解释 和 含义 。 即 使 学 生 没有 学 习 过 相关 的 
数学 分 支 ,也 可 能 通过 简单 的 语言 叙述 大 致 理解 要 求解 问题 的 物理 含义 ,在 “如 何 描述 ” 步 又 
中 ,用 户 应 该 知道 如 何 将 数学 问题 用 MATLAB 描述 出 来 .在 “求解 ”步骤 中 ,用户 应 该 知道 调用 
哪个 MATLAB 函数 将 原始 数学 问题 直接 求解 出 来 .如 果 有 现成 的 MATLAB 函数 , 则 应 该 调用 
相应 函数 直接 求解 出 问题 ,如 果 没 有 现成 函数 , 则 编写 出 通用 程序 来 求解 出 问题 。 
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例 1-11 用 例 1-6 中 的 线性 规划 问题 求解 来 演示 三 步 求 解 方法 。 


min 一 2z1 一 Z2 一 473 — 374— I5 
272+73+474+275<54 
Tst. 4 3r1t+472+5r3—r4—Ts<62 
ZT1,72>0, 3>3.32, 24>0.678, zs5>2.57 


解 有 的 读者 很 可 能 没有 系统 地 学 习 过 最 优化 等 相关 的 课程 。 不 过 不 要 紧 ,即使 没有 学 习 过 相关 的 理 
论 知识 ,也 可 以 通过 下 面 的 三 步 求解 方法 得 出 问题 的 解 。 
(1)“ 是 什么 ”。 本 书 中 先 理解 每 个 数学 问题 的 物理 含义 。 在 这 个 具体 问题 中 ,读者 可 以 将 原始 问 
题 从 字面 上 理解 为 :在 满足 下 面 联 立 不 等 式 约束 
| 272 十 za 十 4z4 十 2z5 < 54 
3z1 十 47o 十 573 一 Z4 一 7Z5 么 62 
ZT1, T2 > 0, T3 > 3.32, T4 > 0.678，z5 > 2.57 
的 前 提 下 ,怎么 发 现 一 组 决策 变量 zi 的 值 ,能 使 得 目标 函数 f(z) = 一 271 一 za2 一 473 一 374 一 Zz5 的 
值 为 最 小 。 所 以 ,即使 没有 学 习 过 最 优化 课程 的 读者 也 不 难 从 字面 上 理解 该 问题 的 数学 公式 。 
(2)“ 如 何 描述 ”。 读 者 将 学 会 如 何 将 数学 问题 用 MATLAB 函数 描述 出 来 ,在 例 1-6 的 代码 中 ， 
用 下 面 的 方法 建立 一 个 变量 P 来 描述 整个 数学 问题 。 


(3)“ 求 解 "。 调 用 线性 规划 专门 求解 函数 1inprog() 直接 求解 问题 ,得 出 问题 的 解 。 
“>> xlinprog(P) % 调 用 linprog() 函数 示 解 数学 门 题 


从 表面 上 看 ,本 书 涉及 大 量 的 数学 公式 ,有 些 甚 至 看 起 来 很 深奥 ,即使 读者 的 数学 基础 不 是 
很 好 , 也 不 要 害怕 , 因为 本 书 的 目标 不 是 讲解 数学 问题 的 底层 细节 , 本 书 的 最 终 目标 是 帮助 读者 
在 大 概 理解 该 问题 物理 含义 的 前 提 下 , 绕 开 底层 烦琐 的 数学 求解 方法 , 将 问题 用 计算 机 能 理解 
的 格式 推 给 计算 机 , 直接 得 出 问题 可 靠 的 解 。 借 助 计算 机 能 提供 的 强大 工具 ,求解 实际 应 用 数学 
问题 的 能 力 完全 可 以 远 超 不 会 或 不 擅 用 计算 机 工具 的 一 流 数学 家 .期 望 通过 学 习 本 书 的 内 容 ， 
读者 能 显著 地 提高 应 用 数学 问题 的 实际 求解 水 平 。 
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在 机 器 上 安装 MATLAB 语言 环境 , 并 和 输入 demo 命令 ,由 给 出 的 菜单 系统 和 对 话 框 原型 演示 程 
序 , 领 略 MATLAB 语言 在 求解 数学 问题 方面 的 能 力 与 方法 。 

考虑 19931993 的 例题 。 用 O@ 语 言 常用 的 数据 结构 有 可 能 表示 该 数据 吗 ?如 果 不 能 , 试 利用 
MATLAB 计算 该 结果 。( 提 示 : 应 该 用 sym(1993) 表示 1993。) 

人 们 到 底 能 记 住 圆周 率 下 的 前 多 少 位 ? 试 试 vpa(pi,50) 命令 ,让 计算 机 帮助 “记忆 ”, 将 50 再 
换 成 更 大 的 数 试 试 ,科学 运算 问题 靠 记忆 是 不 靠 谱 的 ,即使 记得 住 Ti, 还 能 记得 住 Vr, TE 吗 ? 
可 以 再 试 试 vpa(sym(pi)"(1/15) ,500) ,能 猜 出 来 该 命令 计算 的 是 什么 吗 ? 

假设 已 知 广义 Lyapunov 方程 如 下 


四 下 再 16 4 1 1 2 3 
3 5 7| 天 十 三 1|9 3 1|=|4 5 6 
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试 利 用 lookfor lyapunov 命 令 查询 和 关键 词 lyapunov 有 关 的 函数 名 ,并 用 doc 或 help 命令 
获得 相关 函数 的 进一步 调用 信息 ,观察 是 否 能 得 出 该 方程 的 解 , 并 检验 得 出 解 的 精度 。 

(5) 利用 联机 帮助 命令 doc sym/diff 查询 符号 运算 工具 箱 中 的 求 导 函 数 diff(), 在 了 解 所 提供 
帮助 信息 的 基础 上 试 着 求解 例 1-2 中 给 出 的 问题 ,并 和 该 例 比较 得 出 的 结果 。 另 外 , 试 通过 积分 
运算 还 原 回 原 函 数 。 


参考 文献 


]] Wolfram S. The Mathematica book, fifth edition. Champaign: Wolfram Media, 2003. 

2 Monagan M B,Geddes K O, Heal K M, Labahn G, Vorkoetter S M, McCarron J, DeMarco P. 
Maple 11 advanced programming guide, second edition. Waterloo: Maplesoft,2007. 

3] Garbow B S, Boyle J M, Dongarra J J, Moler C B. Matrix eigensystem routines — EISPACK 
guide extension. Lecture notes in computer sciences, Vol.51. New York: Springer-Verlag, 1977. 
4 Smith B T, Boyle J M, Dongarra J J, Moler C B. Matrix eigensystem routines 一 EISPACK 
guide, second edition. Lecture notes in computer sciences. New York: Springer-Verlag, 1976. 

5] Dongarra J J,Bunsh J R, Molor C B. LINPACK user's guide. Philadelphia: Society of Industrial 
and Applied Mathematics, 1979. 

6] Numerical Algorithm Group. NAG FORTRAN library manual, 1982. 

Press W H,Flannery B P,Teukolsky S A,Vitterling W T. Numerical recipes, the art of scientific 
computing. Cambridge: Cambridge University Press, 1986. 

8] Anderson E, Bai Z, Bischof C, et al. LAPACK users’ guide. Philadelphia: SIAM Press, 1999. 
9] Gomez C, Bunks C,Chancelier J-P, Delebecque F. Engineering and scientific computing with 


Scilab. New York: Springer, 1999. 
Majewski M. MuPAD pro computing essentials, second edition. Berlin: Springer, 2004. 


The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 
The MathWorks Inc. 


MATLAB getting started. 

MATLAB mathematics. 

MATLAB graphics. 

MATLAB symbolic toolbox user’s manual. 
MATLAB optimization toolbox user's manual. 
MATLAB splines toolbox user’s manual. 
MATLAB statistics toolbox user's manual. 
MATLAB fuzzy logic toolbox user's manual. 
MATLAB neural network toolbox user’s manual. 
MATLAB genetic algorithm and direct search toolbox user’s manual. 
MATLAB wavelet toolbox user’s manual. 


Xue D Y. Mathematics education made more practical with MATLAB. Presentation at the 
First MathWorks Asian Research Faculty Summit, Tokyo, Japan, November, 2014. 


第 2 章 MATLAB 语 言 程序 设计 基础 


MATLAB 语 言 是 当前 国际 上 自动 控制 领域 的 首选 计算 机 语言 ,也 是 很 多 理工 科 专 业 最 适 
合 的 计算 机 数学 语言 ,本 书 以 MATLAB 语 言 为 主要 计算 机 语言 , 系统 、 全 面 地 介绍 在 数学 运算 
问题 中 MATLAB 语 言 的 应 用 ,掌握 该 语言 不 但 有 助 于 更 深入 地 理解 和 掌握 数学 问题 的 求解 思 
路 ,提高 求解 数学 问题 的 能 力 , 而 且 还 可 以 充分 利用 该 语言 进行 有 目的 的 编程 , 在 其 他 专业 课程 
的 学 习 中 得 到 积极 的 帮助 。 

和 其 他 程序 设计 语言 相 比 , MATLAB 语 言 有 如 下 的 优势 : 

(1) 简洁 高 效 性 .MATLAB 程序 设计 语言 集成 度 高 ,语句 简洁 ,往往 用 C/C++ 十 等 程序 设 
计 语言 编写 的 数 百 条 语句 ,用 MATLAB 语言 一 条 语句 就 能 解决 问题 ,其 程序 可 靠 性 高 .易于 维 
护 ,可 以 大 大 提高 解决 问题 的 效率 和 水 平 。 

(2) 科学 运算 功能 .MATLAB 语言 以 矩阵 为 基本 单元 , 可 以 直接 用 于 矩阵 运算 。 另 外 , 最 优 
化 问题 ,数值 微 积分 问题 微分 方程 数值 解 问题 ,数据 处 理 问 题 等 都 能 直接 用 MATLAB 求 解 。 

(3) 绘图 功能 .MATLAB 语 言 可 以 用 最 直观 的 语句 将 实验 数据 或 计算 结果 用 图 形 的 方式 
显示 出 来 ,并 可 以 将 以 往 难以 显示 出 来 的 隐 函 数 直接 用 曲线 绘制 出 来 .MATLAB 语 言 还 允许 用 
户 用 可 视 的 方式 编写 图 形 用 户 界面 ,其 难 易 程度 和 Visual Basic 相仿, 这 使 得 用 户 可 以 很 容易 地 
利用 该 语言 编写 通用 程序 。 
(4) 庞大 的 工具 箱 与 模块 集 .MATLAB 是 被 控制 界 的 学 者 “ 捧 红 ” 的 ,是 控制 界 通用 的 计 
算 机 语言 ,在 应 用 数学 及 控制 领域 几乎 所 有 的 研究 方向 均 有 自己 的 工具 箱 , 而 且 由 专业 领域 内 
知名 专家 编写 ,可 信 度 比较 高 . 随 着 MATLAB 的 日 益 普及 ,在 其 他 工程 领域 也 出 现 了 工具 箱 , 这 
也 大 大 促进 了 MATLAB 语 言 在 诸多 领域 的 应 用 。 

(5) 强大 的 动态 系统 仿真 功能 .Simulink 提 供 的 面向 框图 的 仿真 及 概念 性 仿真 功能 ,使 得 

户 能 容易 地 建立 复杂 系统 模型 ,准确 地 对 其 进行 仿真 分 析 。Simulink 的 概念 性 仿真 模块 集 允 
许 用 户 在 一 个 框架 下 对 含有 控制 环节 、 机 械 环 节 和 电子 、 电 机 环节 的 机 电 一 体 化 系统 进行 建 模 
与 仿真 ,这 是 目前 其 他 计算 机 语言 无 法 做 到 的 。 
本 章 2.1 节 将 介绍 MATLAB 语 言 编 程 的 最 基本 内 容 , 包 括 数据 结构 、 基 本 语句 结构 和 重要 
冒号 表达 式 与 子 和 矩阵 提取 方法 .2.2 节 将 介绍 MATLAB 语 言 中 矩阵 的 基本 数学 运算 ,包括 代 
数 运算 、 罗 辑 运 算 、 比 较 运 算 及 简单 的 离散 数学 运算 函数 .2.3 节 将 介绍 MATLAB 语言 的 基本 编 
程 结构 , 如 循环 语句 结构 、 条 件 转 移 结构 、 开 关 结 构 和 试探 结构 , 介绍 各 种 结构 在 程序 设计 中 的 
应 用 。2.4 节 介绍 MATLAB 语 言 编 程 中 最 重要 的 程序 结构 一 一 M 函数 的 结构 与 程序 编写 技巧 。 
2.5 节 、2.6 节 将 分 别 介绍 基于 MATLAB 语 言 的 二 维 、 三 维 图 形 绘制 的 方法 , 如 各 种 二 维 曲线 绘 
制 \ 隐 函数 的 曲线 绘制 ,三 维 图 形 绘 制 及 视角 设置 等 ,并 将 介绍 图 形 修饰 方法 ,2.7 节 还 将 给 出 四 
维 图 形 的 绘制 方法 ,包括 基于 时 间 的 三 维 动画 和 体 视 化 方法 。 
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限于 本 书 的 篇 幅 , 本章 只 能 介绍 MATLAB 语 言 最 基础 的 入 门 知识 .初步 掌握 该 语言 的 基本 
功能 ,就 能 更 好 地 理解 和 使 用 该 语言 研究 数学 问题 求解 的 内 容 , 还 可 以 为 其 他 相关 后 续 课程 的 
学 习 打 下 良好 的 基础 。 


2.1 MATLAB 程 序 设计 语言 基础 


2.1.1 MATLAB 语 言 的 变量 与 常量 


MATLAB 语 言 变量 名 应 该 由 一 个 字母 引导 , 后 面 可 以 跟 字 母 、 数 字 、 下 画 线 等 .例如 ， 
MYvar12,MY_Var12 和 MyVar12_ 均 为 有 效 的 变量 名 ,而 12MyVar 和 _MyVar12 为 无 效 的 变量 名 。 
在 MATLAB 中 变量 名 是 区 分 大 小 写 的 ,也 就 是 说 ,Abc 和 ABc 两 个 变量 名 表达 的 是 不 同 的 变 
量 ,在 使 用 MATLAB 语 言 编 程 时 一 定 要 注意 .在 MATLAB 语言 中 还 为 特定 常数 保留 了 一 些 名 
称 ,虽然 这 些 常 量 都 可 以 重新 赋值 ,但 建议 在 编程 时 应 尽量 避免 对 其 重新 赋值 。 

(1) eps。 机 器 的 浮 点 运算 误差 限 。PC 上 eps 的 默认 值 为 2.2204x10-16, 若 某 个 量 的 绝对 值 
小 于 eps, 则 可 以 认为 这 个 量 为 0。 

(2) 和 j。 若 i 或 j 量 不 被 改写 , 则 它们 表示 纯 虚 数量 j = V=I. 但 在 MATLAB 程序 编写 
过 程 中 经 常 可 能 改写 这 两 个 变量 , 如 在 循环 过 程 中 常用 它们 表示 循环 变量 , 所 以 应 该 确认 使 用 
这 两 个 变量 时 没有 被 改写 ,如 果 想 恢复 该 变量 , 则 可 以 用 语句 有 BoE 如 到 设置 。 

(3) Inf。 无 穷 大 量 +eo 的 MATLAB 表示 ,也 可 以 写成 inf。 同 样 地 ,一 co 可 以 表示 为 -Inf。 
在 MATLAB 程序 执行 时 ,即使 遇 到 了 以 0 为 除数 的 运算 , 也 不 会 终止 程序 的 运行 , 而 只 给 出 一 
个 “ 除 0? 和 警告 ,并 将 结果 赋 成 Inf, 这 样 的 定义 方式 符合 IEEE 的 标准 .从 数值 运算 编程 角度 看 ， 
这 样 的 实现 形式 明显 优 于 C 这 样 的 非 专业 语言 。 

(4) NaN。 不 定式 (not a number), 通 常 由 0/0 运 算 、Inf/Inf、0*Inf 及 其 他 可 能 的 运算 得 
出 。NaN 是 一 个 很 奇特 的 量 , 如 NaN 与 Inf 的 乘积 仍 为 NaN。 

(5) pi。 圆 周 率 z 的 双 精 度 浮 点 表示 。 

(6) lasterr 和 1lastwarn。 存 放 最 新 一 次 的 错误 或 警告 信息 .此 变量 为 字符 串 型 , 如果 在 本 
次 执行 过 程 中 没 出 现 过 错误 或 警告 , 则 此 变量 为 空 字符 串 。 

2.1.2 数据 结构 


(1) 数值 型 数据 。 强 大 方便 的 数值 运算 功能 是 MATLAB 语言 最 显著 的 特色 。 为 保证 较 高 
的 计算 精度 ,MATLAB 语 言 中 最 常用 的 数值 量 为 双 精 度 浮 点 数 , 占 8 个 字 节 (64 位 ), 遵 从 IEEE 
记 数 法 , 有 11 个 指数 位 ,52 位 尾数 及 一 个 符号 位 , 值 域 的 近似 范围 为 一 1.7x10308 ~ 1.7x10308， 
其 MATLAB 表示 为 double() .考虑 到 一 些 特殊 的 应 用 ,比如 图 像 处 理 , MATLAB 语 言 还 引入 
了 无 符号 的 8 位 整形 数据 类 型 ,其 MATLAB 表示 为 uint8(), 其 值 域 为 0 ~ 255, 这样 可 以 大 大 
地 节省 MATLAB 的 存储 空间 ,提高 处 理 速度 ,此 外 ,在 MATLAB 中 还 可 以 使 用 其 他 的 数据 类 
型 ,如 int8() 、int16() 、int32() 、uint16() .uint32() 等 ,每 一 个 类 型 后 面 的 数字 表示 其 位 数 ， 
其 含义 不 难 理解 。 

(2) 符号 型 数据 .MATLAB 还 定义 了 “符号 ”型 变量 , 以 区 别 于 常规 的 数值 型 变量 , 可 
以 用 于 公式 推导 和 数学 问题 的 解析 解法 ,进行 解析 运算 前 需要 首先 将 采用 的 变量 声明 为 符 
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号 变量 , 这 需要 用 syms 命令 来 实现 .该 语句 具体 的 用 法 为 Bn3 var2J3st vazepz6pa, 其 中 ， 
var_list 给 出 需要 声明 的 变量 列表 , 可 以 同时 声明 多 个 变量 ,中 间 用 空格 分 隔 , 而 不 能 用 逗号 
等 分 隔 。 如 果 需 要 ,还 可 以 进一步 声明 变量 的 类 型 var_props, 可 以 使 用 的 类 型 为 positive， 
real 等 ,如 果 需 要 将 a,b 均 定义 为 符号 变量 , 则 可 以 用 syms a 8 语句 声明 , 该 命令 还 支持 对 符 
号 变量 具体 形式 的 设 定 , 如 syms a real。 
符号 变量 的 类 型 可 以 由 assumptions() 函数 读 出 ,例如 , 若 用 syms a real 语句 声明 变量 
a, 则 assumptions(a) 将 返回 a in R-。 
符号 型 数值 可 以 通过 变 精度 算法 函数 vpa() 以 任意 指定 的 精度 显示 出 来 .该 函数 的 调用 格 
式 为 ha(4) ,或 Wpa(4,7) ,其 中 ,4 为 需要 显示 的 表达 式 或 矩阵 ,mn 为 指定 的 有 效 数字 位 数 ,前 
者 以 默认 的 32 位 十 进 制 位 数 显示 结果 。 
例 2-1 在 表示 数值 上 符号 型 数值 与 双 精 度数 值 有 什么 区 别 呢 ? 考虑 1/3 这 个 量 。 双 精度 数据 结构 是 
不 能 存储 1/3 的 ,只 能 存储 成 0.333333333333333, 后 面 的 各 位 都 被 截断 了 ,而 符号 型 的 sym(1/3) 全 
程 存储 和 参与 运算 的 都 是 1/3, 没有 误差 。 
例 2-2 试 显示 出 圆周 率 开 的 前 300 位 有 效 数 字 。 
解 使 用 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 vpa() 函数 可 以 接任 意 精度 显示 符号 变量 的 值 , 故 题 中 要 求 的 结 
果 可 以 用 下 面 语句 立即 显示 出 来 
>> vpa(pi,300) % 显 示 圆 周 率 zx 的 前 300 位 ,还 可 以 选择 更 多 的 位 数 ,如 3000 或 30000 
这 样 可 以 显示 出 Tt 的 值 为 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749 
44592307816406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359 
40812848111745028410270193852110555964462294895493038196442881097566593344612847564823 
378678316527120190914564856692346034861045432664821339360726024914127。 若 不 指定 位 数 n， 
则 vpa(pi) 命令 将 得 出 结果 为 x 二 3.1415926535897932384626433832795。 
如 果 想 得 出 e 的 前 100 位 数 , 可 以 尝试 vpa(exp(1) ,100) 命令 ,不 过 该 命令 会 先 在 双 精 度 框架 
下 得 出 e, 再 显示 其 前 100 位 ,所 以 显示 的 结果 是 不 精确 的 ,正确 的 方法 是 应 该 在 符号 型 运算 的 框架 
下 计算 e, 使 用 的 语句 应 该 为 Vpa(exp(sym(1)) ,100) 。 
符号 变量 的 属性 还 可 以 由 assume() 与 assumeAlso() 函数 进一步 设置 .例如 , 若 z 为 实数 ， 
且 -1 入 z<5, 则 可 以 用 下 面 的 MATLAB 语句 直接 设 定 
>> syns x real; assume(x>=-1); assumeAlso(x<5); % 设 定 一 1&<z<5 
例 2-3 试 声明 一 个 不 超过 3000 的 正 整 数 型 符号 ,使 其 为 13 的 倍数 。 
解 可 以 计算 出 3000/13 比 230 稍 大 ,这 样 可 以 给 出 下 面 的 MATLAB 命令 声 明正 整数 上 
>> syms kl; assume(k1,'integer'); assumeAlso(k1<=230); % 计 算 上 界 
assumeAlso(k1>0); k=13*k1 % 声 明 变量 的 下 界 , 且 指定 整数 变量 上 为 13 的 信 数 
如 果 在 MATLAB 工作 空间 中 己 有 a 变量 , 则 原则 上 可 以 通过 加 =syz(@) 将 其 转换 成 符号 
变量 ,不 过 有 时 应 该 做 特殊 的 处 理 , 这 里 将 通过 下 面 的 例子 做 出 演示 。 
例 2-4 试用 符号 型 数据 结构 表示 数值 12345678901234567890。 
解 这 个 问题 看 似 很 简单 ,可 以 给 出 命令 4=sym(12345678901234567890) 直接 输入 ,不 过 你 可 能 
对 得 出 的 结果 感到 困惑 不 解 , 因为 得 到 的 是 4 = 12345678901234567168, 显然 这 不 是 你 期 望 的 。 从 
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MATLAB 的 执行 机 制 看 , 该 语句 首先 将 数据 转换 成 双 精 度 结构 , 然后 再 转换 成 符号 变量 , 从 而 出 现 
偏差 ,所 以 ,在 数据 类 型 转换 时 应 该 格外 注意 。 正 确 的 解决 方法 是 用 字符 串 表 示 多 位 的 数字 , 然后 再 
用 sym() 函数 转换 。 下 面 的 语句 可 以 原封 不 动 地 输入 50 位 整数 。 

~ >> B=syn('12345678901234567890123456789012345678901234567890') | 


(3) 其 他 数据 结构 .MATLAB 还 支持 下 面 的 数据 结构 : 

@ 字 符 串 型 数据 .MATLAB 支持 字符 串 变量 , 可 以 用 它 来 存储 相关 的 信息 .和 CC 语言 等 程 
序 设计 语言 不 同 , MATLAB 字符 串 是 用 单 引 号 括 起 来 的 , 而 不 是 用 双 引 号 。 

@ 多 维 数 组 .三 维 数组 是 一 般 矩 阵 的 直接 拓展 ,可 以 这 样 理 解 , 三 维 数组 可 以 直接 用 于 彩色 
数字 图 像 的 描述 , 在 控制 系统 的 分 析 上 也 可 以 直接 用 于 多 变量 系统 的 表示 上 。 在 实际 编程 中 还 
可 以 使 用 维 数 更 高 的 数组 。 

@ 单 元 数组 ,单元 数组 是 矩阵 的 直接 扩展 , 其 存储 格式 类 似 于 普通 的 矩阵 , 而 矩阵 的 每 
个 元 素 不 是 数值 ,可 以 认为 能 存储 任意 类 型 的 信息 , 这样 每 个 元 素 称 为 “单元 ”(cell), 例 如， 
A{i, 让 可 以 表示 单元 数组 4 的 第 i 行 、 第 j 列 的 内 容 。 

@@ 类 与 对 象 .MATLAB 允许 用 户 自己 编写 包含 各 种 复杂 信息 的 变量 , 亦 即 类 变量 , 该 变量 
可 以 包含 各 种 下 级 的 信息 ,还 可 以 重新 对 类 定义 其 计算 ,这 在 很 多 领域 都 特别 有 用 ,后 面 遇 到 的 
时 候 将 通过 例子 介绍 相关 的 编程 方法 。 

2.1.3 MATLAB 的 基本 语句 结构 


MATLAB 的 语句 有 两 种 最 基本 的 结构 一 一 直接 赋值 结构 和 函数 调用 结构 。 

(1) 直接 赋值 语句 ,直接 赋值 语句 的 基本 结构 为 巍 硬 委 晤 二 赋 伍 当 尖 只 ,这 一 过 程 把 等 号 
右边 的 表达 式 直接 赋 给 左边 的 赋值 变量 ,并 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 ,如 果 赋 值 表达 式 后 面 
没有 分 号 , 则 将 在 MATLAB 命 令 窗口 中 显示 表达 式 的 运算 结果 。 若 不 想 显示 运算 结果 , 则 应 该 
在 赋值 语句 的 末尾 加 一 个 分 号 。 如 果 省 略 了 赋值 变量 和 等 号 , 则 表达 式 运算 的 结果 将 赋 给 保留 
变量 ans。 所 以 说 , 保留 变量 ans 将 永远 存放 最 近 一 次 无 赋值 变量 语句 的 运算 结果 。 


例 2-5 试 在 MATLAB 工 作 空间 中 输入 天 阵 [1 2 3 
4 5 6 
公 委 是 


Ms 


解 在 MATLAB 语言 中 表示 一 个 矩阵 是 很 容易 的 事 , 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 将 该 矩阵 直接 输 
入 到 工作 空间 中 
“>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0] “矩阵 的 直接 输入 语 自 
该 语句 将 答 阵 赋 给 变量 4, 同 时 ,在 命令 窗口 中 按照 下 面 的 格式 显示 该 矩阵 。 为 阅读 方便 ,本 书 
后 续 内 容 将 不 再 给 出 MATLAB 格式 的 显示 ,而 直接 给 出 数学 格式 的 显示 。 其 中 的 >> 为 MATLAB 
的 提示 符 , 由 机 器 自动 给 出 ,在 提示 符 下 可 以 输入 各 种 各 样 的 MATLAB 命令 。 和 矩阵 的 内 容 由 方 括号 
括 起 来 的 部 分 表示 ,在 方 括号 中 的 分 号 表示 短 阵 的 换行 ,过 号 或 空格 表示 同一 行 矩 阵 元 素 间 的 分 隔 。 
给 出 了 上 面 的 命令 ,就 可 以 在 MATLAB 的 工作 空间 中 建立 一 个 4 变量 了 。 如 果 不 想 显示 中 间 结 果 ， 
则 应 该 在 语句 末尾 加 一 个 分 号 ,如 
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例 2-6 试 在 MATLAB 环境 中 输入 复数 矩阵 
1+9j 2+8j 3 二 
B=|4+6j 5+5 6+ 导 
7+3j 8+3j 0+j 


解 复数 天 阵 的 输入 同样 也 是 很 简单 的 ,在 MATLAB 环境 中 定义 了 两 个 记号 1 和 j, 可 以 用 来 直接 输 
入 复数 矩阵 ,这样 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 对 复数 矩阵 直接 进行 赋值 
”>> B=[1+91,2+8i,3+7j; 4+6j 5+5i1,6+4i; 7+3i,8+2j 1i]  %j 最 好 表示 成 1i1, 不 建议 用 1 
(2) 函数 调用 语句 ,函数 调用 的 基本 结构 为 
其 中 , 函数 名 的 要 求 和 变量 名 的 要 求 是 一 致 的 ,一 般 函 数 名 应 该 对 应 在 MATLAB 路 径 下 的 
一 个 文件 ,例如 , 函数 名 my_fun 应 该 对 应 于 my_fun.m 文 件 .当然 ,还 有 一 些 函数 名 需 对 应 于 
MATLAB 内 核 中 的 内 核 函 数 (built-in function), 如 inv() 函数 等 。 
返回 变量 列表 和 输入 变量 列表 均 可 以 由 若干 个 变量 名 组 成 ,它们 之 间 应 该 分 别 用 逗号 分 
隔 。 返 回 变量 还 允许 用 空格 分 隔 , 例如 [US V]=svd( 瑟 ), 该 函数 对 给 定 的 天 矩 阵 进行 奇异 
值 分 解 ,所 得 的 结果 由 也 ,S,V 这 三 个 变量 返回 。 
2.1.4 冒号 表达 式 与 子 和 矩阵 提取 


冒号 表达 式 是 MATLAB 中 很 有 用 的 表达 式 ,在 向 量 生 成 , 子 窍 阵 提 取 等 很 多 方面 都 是 特别 
重要 的 。 冒 号 表达 式 的 格式 为 SRS 53, 该 函数 将 生成 一 个 行 向 量 w, 其 中 ,sl 为 向 量 的 起 始 
值 , s? 为 步 距 , 该 向 量 将 从 si 出 发 ,每 隔 步 距 sz 取 一 个 点 ,直至 不 超过 ss 的 最 大 值 就 可 以 构成 一 
个 向 量 。 若 省 略 s2, 则 步 距 取 默 认 值 1。 
例 2-7 试探 不 同 的 步 距 , 从 te [0, 可 区 间 取 出 一 些 点 构成 向 量 。 
解 先 试 一 下 步 距 0.2, 这 样 可 以 用 下 面 的 语句 生成 一 个 向 量 


该 语句 将 生成 行 向 量 v1 = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1,1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3]。 
下 面 还 将 尝试 冒号 表达 式 不 同 的 写法 ,并 得 出 如 下 的 结果 


这 样 产生 的 vo 向 量 为 ] x 0 空 矩 阵 ,v3 = [0,1,2,3],v4 = [3.1416, 2.1416, 1.1416, 0.1416]。 

提取 子 矩 阵 的 具体 方法 是 大 二 和 弹 , 其 中 ,vi 向 量 表示 子 矩阵 要 保留 的 行 号 构成 的 向 
量 ,v2 表示 要 保留 的 列 号 构成 的 向 量 , 这样 从 4 和 矩 阵 中 提取 有 关 的 行 和 列 , 就 可 以 构成 子 矩阵 
召 了 。 若 ui 为 :, 则 表示 要 提取 所 有 的 行 ,v2 亦 有 相应 的 处 理 结果 .关键 词 end 表示 最 后 一 行 (或 
列 ,取决 于 其 位 置 ) 。 


例 2-8 下 面 将 列 出 若干 命令 ,并 加 以 解释 ,读者 可 以 自己 由 测试 给 阵 体 会 这 些 子 瑜 阵 提 取 语 句 。 


上 述 的 语句 将 生成 下 面 的 各 个 答 阵 


二 电 a “1 
B=|} 2 3].B=|t 4 4| ,B=le ss 
I 0 
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2.2 基本 数学 运算 
2.2.1 和 矩阵 的 代数 运算 


如 果 一 个 矩阵 4 有 交行 ,mm 列 元 素 , 则 称 A 和 矩阵 为 n x m 和 矩阵 ; 若 n = mm, 则 矩阵 4 又 称 为 
方 阵 .MATLAB 语言 中 定义 了 下 面 各 种 矩阵 的 基本 代数 运算 : 

(1) 矩 阵 转 置 ,在 数学 公式 中 一 般 把 一 个 和 矩阵 的 转 置 记 作 4T, 假设 A 甜 阵 为 一 个 nx m 
矩阵, 则 其 转 置 算 了 泗 妃 的 元 素 定义 为 bji = aij, i = 14… ,nj 二 1… ,my 故 刀 为 m xn 算 
阵 , 如 果 委 矩 阵 含有 复数 元 素 , 则 对 之 进行 转 置 时 ,其 转 置 甜 阵 妃 的 元 素 定义 为 bj; = a$, i = 
1,… ,nj 二 1,… ,m, 亦 即 首先 对 各 个 元 素 进 行 转 置 ,然后 再 逐 项 求 取 其 共 轿 复数 值 .这 种 
转 置 方 式 又 称 为 Hermite 转 置 ,其 数学 记号 为 B = A*。MATLAB 中 用 赔 则 可 以 求 出 A 矩阵 的 
Hermite 转 置 ,矩阵 的 转 置 则 可 以 由 克昌 求 出 。 

(2) 加 减法 运算 .假设 在 MATLAB 工作 空 间 下 有 两 个 算 阵 A 和 B, 则 可 以 由 C2B 
和 同 于 网 国 网 命令 执行 矩阵 加 减法 , 若 A,B 的 维 数 相同 , 则 自动 地 将 A,B 的 相应 元 素 相 加 
减 ,从 而 得 出 正确 的 结果 ,并 赋 给 C 变量 。 若 二 者 之 一 为 标量 , 则 应 该 将 其 遍 加 ( 减 ) 于 另 一 个 和 矩 
阵 。 在 其 他 情况 下 ,MATLAB 将 自动 地 给 出 错误 信息 , 提示 用 户 两 个 矩阵 的 维 数 不 匹 配 。 

(3) 矩阵 乘法 。 假 设 有 两 个 矩阵 4 和 瑟 ,其 中 ,4 矩阵 的 列 数 与 吾 矩 阵 的 行 数 相等 ,或 
其 一 为 标量 , 则 称 4, 殖 矩阵 是 可 乘 的 ,或 称 4 和 如 矩阵 的 维 数 是 相 容 的 。 假设 A 为 n x m 
和 矩 阵 , 而 BB 为 m x 7 和 矩阵, 则 C = AB 为 n x7r 和 矩阵 ,其 各 个 元 素 为 ci; = 下 wx, 其 中 ， 


ti=1,2,. 2 MAmLAB 语 言 中 两 个 矩阵 的 乘法 由 [EE 训 直接 求 出 ， 且 这 里 
:不 第 要 指定 4 和 加 箱 阵 的 维 数 。 车 丸和 马 矩 阵 的 维 数 相 容 , 则 可 以 准确 无 误 地 获得 乘积 矩 
阵 C; 如 果 二 者 的 维 数 不 相 容 , 则 将 给 出 错误 信息 , 通知 用 户 两 个 矩阵 不 可 乘 。 

(4) 矩阵 的 左 除 -MATLAB 中 用 “\ ”运算 符号 表示 两 个 矩阵 的 左 除 , A\B 为 方程 4X = B 
解 下 。 若 4 为 非 奇 异 方 阵 , 则 环 = A-1B. 如 果 委 算 阵 不 是 方 阵 ,也 可 以 求 出 芭 二 ANB, 这 时 
将 使 用 最 小 二 乘 解 法 来 求 取 AX = 巨 中 的 头 和 矩阵 。 

(5) 矩阵 的 右 除 -MATLAB 中 定义 了 “/” 符 号 ,用 于 表示 两 个 矩阵 的 右 除 , 相当 于 求 方 
程 和 4 = B 的 解 。4 为 非 奇 异 方 阵 时 B/A 为 BA-1, 但 在 计算 方法 上 存在 差异 ,更 精确 地 ， 
有 BAA=CANNB'Y 

(6) 矩阵 翻转 .MATLAB 提供 了 一 些 和 矩阵 翻转 处 理 的 特殊 命令 ,如 BESTSRIEGZ) 命令 将 
逢 阵 和 4 进行 左右 翻转 再 赋 给 妃 , 亦 即 biy 一 aint1-7, 市 四 E39 下 命令 将 A 甜 阵 进行 上 下 
翻转 并 将 结果 赋 给 C, 亦 即 ci = am+1_ij- 固 =F6E90(A 将 4 矩阵 逆 时 针 旋 转 90。 后 赋 给 万 
亦 即 dij = ojm+l-i 函 数 匡 全 60 到 遇 台 还 可 以 旋转 该 和 矩阵 90K? 。 

(7) 矩阵 乘 方 运算 。 一 个 矩阵 的 乘 方 运算 可 以 在 数学 上 表述 成 4h* ,而 前 提 条 件 是 要 求 4 算 
阵 为 方 阵 。 如 果 z 为 正 整数 , 则 乘 方 表达 式 4” 的 结果 可 以 将 A 和 矩阵 自 乘 + 次 得 出 .如 果 z 为 负 
整数 , 则 可 以 将 4 矩阵 自 乘 一 z 次 ,然后 对 结果 进行 求 逆 运 算 就 可 以 得 出 该 乘 方 结果 .如果 z 是 
一 个 分 数 , 例如 z = n/m, 其 中 ,n 和 m 均 为 整数 , 则 相当 于 将 和 A 和 矩阵 自 乘 n 次 ,然后 对 结果 再 开 
m 次 方 .在 MATLAB 中 统一 表示 成 EA 守 。 
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(8) 点 运算 .MATLAB 中 定义 了 一 种 特殊 的 运算 , 即 所 谓 的 点 运算 。 两 个 矩阵 之 间 的 点 运 
算是 它们 对 应 元 素 的 直接 运算 。 例 如,C=4.* 刀 表示 4 和 召 和 矩阵 的 相应 元 素 之 间 直 接 进行 乘 
法 运算 ,然后 将 结果 赋 给 CC 矩阵, 即 ,cij = ijbi5* 这 种 点 乘积 运算 又 称 为 Hadamard 乘 积 。 注 意 ， 
点 乘积 运算 要 求 A 和 马 矩 阵 的 维 数 相同 ,可 以 看 出 ,这 种 运算 和 普通 乘法 运算 是 不 同 的 。 

点 运算 在 MATLAB 中 起 着 很 重要 的 作用 。 例 如 , 当 z 是 一 个 向 量 时 , 则 求 取 数 值 [z 引 时 不 
能 直接 写成 2*5, 而 必须 写成 z. ”5。 在 进行 矩阵 的 点 运算 时 , 同样 要 求 运算 的 两 个 矩阵 的 维 数 
一 致 ,或 其 中 一 个 变量 为 标量 其 实 一 些 特殊 的 函数 , 如 sin() 也 是 由 点 运算 的 形式 进行 的 , 因 
为 它 要 对 矩阵 的 每 个 元 素 求 取 正弦 值 。 

矩阵 点 运算 不 只 可 以 用 于 点 乘积 运算 ,还 可 以 用 于 其 他 运算 的 场合 .例如 对 前 面 给 出 的 A 
和 矩 阵 作 =A.“A 运算 , 则 新 矩阵 的 第 (i,j) 元 素 为 bi = a2y ,这 样 可 以 得 出 下 面 的 结果 

>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0]; B=A.~A 对 应 元 素 单 独 运算 可 以 求 点 乘 方 
该 语句 将 计算 并 生成 如 下 的 矩阵 
1 4 好 


时 | 名 
加 = 区 55 5 = 256 3125 46656 


公 攻 好 823543 16777216 1 
例 2-9 重新 考虑 例 2-5 中 的 入 矩阵 , 试 求 出 其 全 部 三 次 方 根 并 检验 结果 。 
解 由 "运算 可 以 容易 地 得 出 原 和 矩阵 的 一 个 三 次 方 根 
>> A=[1,2,3; 4,5,6; 7,8,0]; C=A~(1/3)，e=norm(A-C~3) % 求 三 次 方 根 并 检验 
具体 表示 如 下 ,经 检验 误差 为 e= 1.0145x10-14 ,比较 精 确 。 
0.77179 十 j0.6538 ”0.48688 一 j0.015916 0.17642 一 j0.2887 


0.88854 一 j0.072574 “1.4473 十 j0.47937 0.52327 一 j0.49591 
0.46846 一 j0.64647 0.66929 一 j0.6748 1.3379 + j].0488 


事实 上 ,和 珑 阵 的 三 次 方 根 应 该 有 三 个 结果 , 而 上 面 只 得 出 其 中 的 一 个 。 对 该 方 根 进行 两 次 旋转 ， 
即 计算 Cei2r/3 和 Cei4r/3, 则 将 得 出 另外 两 个 根 ,经 检验 得 出 的 根 是 正确 的 。 
>> jl=exp(sqrt(-1)*2*+pi/3); Al=C+j1，A2=C+j1>~2 通过 旋转 求 另 外 两 个 根 
el=norm(A-Al1~3) ，e2=norm(A-A2>~3) % 矩阵 方 根 的 直接 检验 
这 样 可 以 得 出 另外 两 个 根 如 下 ,误差 都 是 10-14 级 别 。 
| 一 0.9521 十 j0.34149 ”一 0.22966 十 j0.42961 0.16181 十 | 


本 三 


41 = | -0.38142 十 j0.80579 ”一 1.1388 十 j1.0137 0.16784 十 j0.70112 


0.32563 十 j0.72893 0.24974 十 j0.91702 ”一 1.5772 十 j0.63425 


A2 = | —0.50712 — j0.73321 一 0.3085 一 j1.4931 一 0.69111 一 j0.20521 
一 0.79409 一 j0.082464 一 0.91904 一 j0.24222 0.23934 一 j1.6831 


还 可 以 考虑 在 符号 运算 的 框架 下 计算 已 知 矩 阵 的 立方 根 ,精度 将 达到 7.2211x10-39。 
>> A=sym([1,2,3; 4,5,6; 7,8,0]); C=A~(sym(1/3)); C=vpa(C); norm(C~3-A) % 高 精度 解 


2.2.2 和 矩阵 的 逻辑 运算 

早期 版 本 的 MATLAB 语 言 并 没有 定义 专门 的 逻辑 变量 .在 MATLAB 语 言 中 ,如 果 一 个 数 
的 值 为 0, 则 可 以 认为 它 为 逻辑 0, 否则 为 逻辑 1。 新 版 本 支持 逻辑 变量 , 且 上 面 的 定义 仍 有 效 。 假 
设 矩 阵 A 和 BB 均 为 n x m 和 矩阵 , 则 在 MATLAB 下 定义 了 如 下 的 逻辑 运算 : 


0.18031 —j0.99529 0.25722 一 j0.41369 一 0.33823 一 | 
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(1) 矩阵 的 与 运算 .在 MATLAB 下 用 & 号 表示 算 阵 的 与 运算 .例如 , A & 表示 和 矩阵 和 A 和 
妃 相 应 元 素 的 与 运算 . 若 两 个 矩阵 相应 元 素 均 非 零 则 该 结果 元 素 的 值 为 1 否则 , 该 元 素 为 0。 
(2) 矩阵 的 或 运算 .在 MATLAB 下 用 A1B 号 表示 秆 了 泗 A,B 的 或 运算 ,如 果 两 个 矩阵 相应 
元 素 存在 非 零 值 , 则 该 结果 元 素 的 值 为 1. 否 则 , 该 元 素 为 0。 
(3) 矩阵 的 非 运算 .在 MATLAB 下 用 号 表示 和 托 阵 的 非 运算 。 若 和 矩阵 元 素 为 0, 则 结果 为 1， 
否则 为 0。 
(4) 矩阵 的 异 或 运算 .MATLAB 下 和 矩阵 和 A 和 成 的 异 或 运算 可 以 表示 成 xor(A,B)。 若 相 
应 的 两 个 数 一 个 为 0, 一 个 非 零 , 则 结果 为 1, 否则 为 0。 
2.2.3 和 矩阵 的 比较 运算 
MATLAB 语 言 定义 了 各 种 比较 关系 ,如 C=A>B, 当 A 和 B 和 矩阵 满足 aiy > bij 时 ,cij = 
1, 否则 ci = 0。MATLAB 语 言 还 支持 等 于 关系 ,用 == 表 示 , 大 于 等 于 关系 ,用 >= 表 示 , 还 支持 
不 等 于 “= 关系 ,其 意义 是 很 明显 的 ,可 以 直接 使 用 。 
例 2-10 MATLAB 还 提供 了 一 些 特殊 的 函数 ,在 编程 中 也 是 很 实用 的 。 其 中 ,find() 函数 可 以 查询 
出 满足 某 关 系 的 数组 下 标 。 例 如 , 若 想 查 出 矩阵 4 中 数值 大 于 或 等 于 5 的 元 素 的 下 标 , 则 可 以 直接 给 
出 如 下 命令 
>> A=[1,2,3; 4 5,6; 7,8 0]; i=find(A>=5)' 以 找 出 短 阵 元 素 大 于 等 于 5 的 单 下 标 
这 样 找 出 的 下 标 = 二 [3,5,6,8]。 可 以 看 出 ,该 函数 相当 于 先 将 整个 入 矩阵 按 列 重 新 排列 构成 新 
的 列 向 量 , 然后 再 判断 哪些 元 素 大 于 或 等 于 5, 返回 其 下 标 。 类 似 地 ,find(isnan(4)) 函数 将 查 出 A 
变量 中 为 NaN 的 各 元 素 的 下 标 。 还 可 以 用 下 面 的 格式 同时 返回 行 和 列 坐标 
>> [i,j]=find(A>=5) % 找 出 元 素 大 于 5 的 行列 位 置 双 下 标 
这 样 得 出 的 双 下 标 向 量 分 别 为 2 = [3,2,3,2]T,j = [1,2,2,3]T, 其 (i,j) 对 元 素 满足 预期 条 件 。 
此 外 ,al1() 和 any() 函数 也 是 很 实用 的 查询 函数 
>> al=all(A>=5) ，a2=any (A>=5) 以 观察 并 理解 得 出 的 两 个 向 量 
前 一 个 命令 当 44 矩阵 的 某 列 元 素 全 都 大 于 或 等 于 5 时 , 相应 元 素 为 1, 和 否则 为 0。 而 后 者 在 某 列 
中 含有 大 于 或 等 于 5 时 , 相应 元 素 为 1, 否 则 为 0。 故而 得 出 的 向 量 分 别 为 al = [0,0,0],a2 = [1,1,1]。 
例如 若 想 判 定 一 个 矩阵 入 是 否 元 素 均 大 于 或 等 于 5, 则 可 以 简单 地 写成 al1(A(:)>=5)。 


2.2.4 解析 结果 的 化 简 与 变换 

符号 运算 工具 箱 可 以 用 于 推导 数学 公式 ,但 其 结果 往往 不 是 最 简 形式 , 或 不 是 用 户 期 望 的 
格式 ,所 以 需要 对 结果 进行 化 简 处 理 .MATLAB 中 最 常用 的 化 简 函数 是 simplify() 函数 , 该 函 
数 的 调用 格式 为 BEsimnplafy(sjj, 将 自动 对 表达 式 s 尝 试 各 种 化 简 函 数 ,最 终 得 出 计算 机 认为 
最 简 的 结果 s。 早 期 版 本 的 化 简 函数 simple() 已 不 能 使 用 。 

除了 simplify() 函数 外 ,还 有 其 他 专门 的 化 简 函 数 , 如 collect() 函数 可 以 合并 同类 项 ， 
expand() 可 以 展开 多 项 式 ,factor() 可 以 进行 因 式 分 解 ,numden() 可 以 提取 多 项 式 的 分 子 和 
分 母 等 。 这 些 函 数 的 信息 与 调用 格式 可 以 由 help 命令 得 出 。 
例 2-11 假设 已 知 含有 因 式 的 多 项 式 PP(s) = (s 十 3)2(s2 十 3s 十 2)(s3 十 12s2 十 48s 十 64), 试 用 各 种 
化 简 函 数 对 之 进行 处 理 ,并 理解 得 出 的 变换 结果 。 
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解 首先 应 该 定义 符号 变量 s, 这 样 就 可 以 表示 该 多 项 式 了 。 有 了 多 项 式 , 则 先 尝 试 得 到 MATLAB 认 
为 的 最 简 形 式 。 


这 里 ,化 简 后 的 多 项 式 为 = (s 十 3)2(s 十 4)3(s2 十 3s 十 2)。 该 多 项 式 展开 后 的 结果 为 
P= s' +21s° + 185s5 十 883s4 十 2454s3 + 3944s? + 3360s 十 1152 
袁 数 factor() 可 以 得 出 多 项 式 的 各 个 因 式 并 由 prod() 乘 起 来 , P 为 因 式 分 解 的 结果 
己 =[s+3,s 十 3,s 十 2,s 十 1,s 十 4s 十 4,s 十 种 ， P= (s+1)(s+2)(s+3)2(s+4)3 
符号 运算 工具 箱 中 有 一 个 很 有 用 的 变量 替换 函数 subs() ,其 调用 格式 为 


其 中 , j 为 原 表 达 式 。 该 函数 的 目的 是 将 其 中 的 zl 蔡 换 成 z, 生成 新 的 表达 式 广 .后 一 种 格式 表 
示 可 以 一 次 性 替换 多 个 变量 。 

符号 运算 工具 箱 的 结果 可 以 通过 latex() 函数 转换 成 科学 排版 语言 ITEX 能 支持 的 字符 
串 ,该 字符 串 可 以 直接 嵌入 区 IE 区 文档 四 ,得 出 更 好 的 科学 排版 效果 。 
例 2-12 考虑 例 2-11 中 给 出 的 多 项 式 P(s), 试 用 s = (z 一 1)/(z 十 1) 对 原 式 进行 双 线 性 变换 ,化 简 得 
出 的 结果 并 得 出 其 ITEX 排版 格式 。 
解 下 面 语句 可 以 直接 完成 双 线 性 变换 ,并 得 出 结果 的 最 简 表 达 式 


该 语句 将 得 出 如 下 的 字符 串 


而 该 字符 串 在 JIATEX 排版 语言 下 可 以 显示 为 
中 四 = (2z 十 二 2 区) (5z 十 3)3 
(z+1) 
对 于 非 科 技 文献 排版 工具 ,如 Microsoft Word 等 , 则 没有 直接 的 转换 程序 。 
2.2.5 基本 离散 数学 运算 


MATLAB 语 言 还 提供 了 一 组 简单 的 数据 变换 和 基本 离散 数学 计算 函数 ,如 表 2-1 所 示 。 下 
面 将 演示 其 中 若干 函数 的 应 用 。 读 者 还 可 以 自己 选 定 和 矩阵 对 其 他 函数 实际 调用 ,观察 得 出 的 结 
果 , 以便 更 好 地 体会 这 些 函 数 。 
例 2-13 考虑 一 组 数据 一 0.2765, 0.5772, 1.4597,2.1091,1.191, 一 1.6187, 试 用 不 同 的 取 整 方法 观察 所 
得 出 的 结果 ,并 进一步 理解 取 整 函数 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 将 数据 用 向 量 表示 , 调用 取 整 函数 则 得 出 如 下 的 结果 


采用 不 同 的 取 整 函数 将 得 出 
V1=[-1,0,1,2,1,—2], v=[0,1,2,3,2,—1], v3=[0,1,1,2,1,—2], v= [0,0,1,2,1,—1] 
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表 2-1 基本 数据 变换 和 离散 数学 函数 表 


函数 名 调用 格式 函数 说 明 
floor() n=floor (2) 将 工 中 元 素 按 一 oo 方向 取 整 , 即 取 不 足 整数 ,得 出 ni, 数 学 上 记 作 n= [z] 
ceil() n=ceil(z) 将 z 中 元 素 按 十 oo 方向 取 整 , 即 取 过 剩 整数 ,得 出 nn 
round() m=round(z) ”将 z 中 元 素 按 最 近 的 整数 取 整 , 亦 即 四 舍 五 入 ,得 出 ne 
fix() n=fix(z) 将 z 中 元 素 按 离 0 近 的 方向 取 整 ,得 出 ne 
rat() [tn,d]=rat(z) ”将 z 中 元 素 变 换 成 最 简 有 理 数 ,n 和 过 分 别 为 分 子 和 分 母 矩阵 
rem() B=rem(A,C) ”A 和 中 元 素 对 C 中 元 素 求 模 得 出 的 余数 
gcd() k=gcd(n,m) ” 求 取 两 个 整数 nn 和 m 的 最 大 公约 数 
lcm() k=lcm(n,m) 。 求 取 两 个 整数 n 和 m 的 最 小 公 倍数 
factor() ”w=factor(n) ”对 n 进 行 质 因数 分 解 ,其 各 个 质 因数 由 向 量 v 返 回 
isprime() ”v1 二 isprime(v) ”判定 向 量 v 中 的 各 个 整数 值 是 否 为 质数 ,若是 则 wi 向 量 相应 的 值 置 1, 否则 为 0 
perms() V=perms(v) ”对 向 量 v 的 元 素 全 排列 ,结果 由 和 矩阵 V 返回 ,其 中 ,wv 向 量 的 长 度 不 能 超过 10 


例 2-14 假设 3 x 3 的 Hilbert 算 阵 可 以 由 A=hilb(3) 定义 , 试 对 其 进行 有 理 数 变换 。 
解 用 下 面 的 语句 可 以 进行 所 需 变换 ,并 得 出 所 需 结 果 
>> A=hilb(3); [n,d]=rat(A) % 矩阵 的 有 理 变 换 , 提取 分 子 与 分 母 矩 阵 


这 时 得 出 的 两 个 整数 矩阵 分 别 为 Wk! :i 
n=|11 1|,d=|234 
于 345 


例 2-15 试 求 1856120,1483720 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 , 并 得 出 最 小 公 倍 数 的 质 因数 分 解 。 
解 由 于 数值 较 大 ,不 适合 用 MATLAB 的 数值 形式 显示 , 所 以 有 必要 将 其 转换 成 符号 变量 ,并 由 下 面 
的 语句 直接 解 出 所 需 的 结果 

>> m=sym(1856120); n=sym(1483720); gcd(m,n) lcm(m,n), factor(lcm(n,m)) 
亦 即 其 最 大 公约 数 为 1960, 最 小 公 倍数 为 1405082840。 其 最 小 公 倍 数 的 质 因数 分 解 可 以 由 下 面 的 语 
句 求 出 为 (2)3(5)(7)2(757)(947)。 

这 里 使 用 的 gcd() 和 1cm() 函数 只 能 用 于 求解 两 个 整数 或 多 项 式 的 相应 运算 。 如 果 想 求 多 

个 数 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 , 则 可 以 嵌 套 使 用 这 些 函 数 , 如 医 EGGgEgcagGim .这 两 个 函 
数 还 能 处 理 多 项 式 ,得 出 最 大 公约 式 与 最 小 公 倍 式 。 
例 2-16 试 列 出 1~1000 之 间 的 全 部 质数 。 
解 用 下 面 的 语句 就 可 以 立即 求 出 所 有 满足 条 件 的 质数 。 这 里 以 表 2-2 的 形式 给 出 可 读 性 更 好 的 结 
果 。 在 实际 求解 过 程 中 ,用 isprime(4) 测 出 每 个 整数 是 否 为 质数 ,最 后 用 下 标 提取 的 方式 将 这 些 质 
数 提取 出 来 。 该 结构 比较 特殊 ,起 的 作用 是 将 向 量 isprime(4) 中 下 标 为 1 的 那些 位 保留 下 来 。 更 简 
单 地 ,由 Prime(1000) 命令 就 可 以 直接 列 出 这 些 质数 。 

>> A=1:1000; B=A(isprime(A)) 注意 ,这 也 是 一 种 子 和 矩阵 提取 方法 


例 2-17 假设 有 5 个 人 (编号 1~5) 站 成 一 横 排 照 合影 , 请 列 出 所 有 的 排列 形式 。 
解 这 是 一 个 标准 的 全 排列 (permutation) 问题 , 因为 人 们 不 光 感 兴趣 有 多 少 种 排列 方式 , 还 想 知 道 
具体 有 哪些 可 能 的 排列 方式 可 以 给 出 下 面 的 求解 语句 ,返回 的 书 矩 阵 为 120 x 5 矩阵 , 列 出 所 有 的 
排列 方式 ,其 中 每 一 行 就 是 一 种 排列 方式 , 且 120 二 51。 
>> P=perms(1:5)，size(P) % 得 出 全 排列 并 计算 有 多 少 种 排列 方式 
如 果 这 些 人 的 标识 为 'a'w'e', 则 可 以 使 用 命令 P=perms('abcde')。 
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表 2-2 1000 以 内 的 质数 表 


2 19 47 79 109 151 191 229 269 311 353 397 439 479 523 577 617 659 709 757 811 857 907 953 
3 23 53 83 113 157 193 233 271 313 359 401 443 487 541 587 619 661 719 761 821 859 911 967 
5 29 59 89 127 163 197 239 277 317 367 409 449 491 547 593 631 673 727 769 823 863 919 971 
7 31 61 97 131 167 199 241 281 331 373 419 457 499 557 599 641 677 733 773 827 877 929 977 
11 37 67 101 137 173 211 251 283 337 379 421 461 503 563 601 643 683 739 787 829 881 937 983 
13 41 71 103 139 179 223 257 293 347 383 431 463 509 569 607 647 691 743 797 839 883 941 991 
17 43 73 107 149 181 227 263 307 349 389 433 467 521 571 613 653 701 751 809 853 887 947 997 


2.3 MATLAB 语 言 的 流程 结构 


作为 一 种 程序 设计 语言 , MATLAB 提供 了 循环 语句 结构 .条 件 语 句 结构 .开关 语句 结构 以 
及 与 众 不 同 的 试探 语句 。 本 节 将 介绍 各 种 语句 结构 。 
2.3.1 循环 结构 

循环 结构 可 以 由 for 或 mhile 语 句 引导 ,用 end 语 句 结束 ,在 这 两 个 语句 之 间 的 部 分 称 为 
循环 体 , 这 两 种 语句 结构 的 使 用 方法 不 尽 相 同 : 

(1) For 语 句 的 一 般 结构 for i 二 v， 循 环 结构 体 ，end . 

在 for 循环 结构 中 ,w 为 一 个 向 量 ,循环 变量 i 每 次 从 wv 向量 中 取 一 个 数值 ,执行 一 次 循环 体 
的 内 容 , 如 此 下 去 ,直至 执行 完 v 向量 中 所 有 的 分 量 ,将 自动 结束 循环 体 的 执行 。 由 此 可 见 , 这 样 
的 格式 比 C 语 言 的 相应 格式 灵活 得 多 。 如 果 wv 是 矩阵 , 则 每 次 i 取 一 个 列 向 量 。 

(2) While 循环 语句 的 基本 结构 wbile (条 件 式 )， 循 环 结构 体 ，end 。 

while 循环 中 的 条 件 式 是 一 个 逻辑 表达 式 , 若 其 值 为 真 ( 非 零 ) 则 将 自动 执行 循环 体 的 结 
构 , 执行 完 后 再 判定 “条 件 式 ” 的 真 伪 , 为 真 则 仍然 执行 结构 体 , 否则 将 退出 循环 体 结构 。 

while 与 for 循环 结构 是 不 同 的 ,下 面 将 通过 例子 演示 它们 的 区 别 及 适用 场合 。 
例 2.18 用 循环 结构 求解 3 一品 i 
解 利用 循环 语句 中 的 for 结构 和 thile 结构 ,可 以 按 下 面 的 语句 分 别 编程 ,并 得 出 相同 的 结果 ， 即 
381 = 82 = 5050。 
Sy 而 for i=1:100，sl=sl+i; end，s1 愉 两 种 不 同 的 循环 结构 

s2=0; i=1; while (i<=100), s2=s2+i; i=i+1; end，s2 
其 中 ,for 结构 的 编程 稍 简 单 些 ,事实 上 , 前面 的 求 和 用 sum(1:100) 就 能 够 得 出 所 需 的 结果 ,这 样 做 
借助 了 MATLAB 的 sum() 函数 对 整个 向 量 进行 直接 操作 , 故 程序 更 简单 了 。 
例 2-19 求 出 满足 8 二 演 i> 10000 的 最 小 m 值 。 
解 这 样 的 问题 用 for 符 环 结构 就 不 便 求解 ,而 应 该 用 bile 结构 来 求 出 所 需 的 由 值 。 具 体 的 语句 如 
下 ,得 出 的 结果 为 s 二 10011,m = 141, 该 结果 也 可 以 通过 sum(1:m) 命令 检验 
>> s=0; m=0; while (s<=10000)，m=m+1; s=s+m; end,，s, m % 和 大 于 10000 时 终止 循环 


循环 语句 在 MATLAB 语 言 中 是 可 以 嵌 套 使 用 的 ,也 可 以 在 for 下 使 用 wbile, 或 相反 使 
“另外 , 在 循环 语句 中 如 果 使 用 break 语句 , 则 可 以 结束 上 一 层 的 循环 结构 。 
在 MATLAB 程 序 中 , 循环 结构 的 执行 速度 较 慢 。 所 以 在 实际 编程 过 程 中 ,如 果 能 对 整个 矩 
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阵 进行 运算 时 ,尽量 不 要 采用 循环 结构 ,这样 可 以 提高 代码 的 效率 .下 面 将 通过 例子 演示 循环 与 
向 量化 编程 的 区 别 。 

10000000 了 和 
例 2.20 末 角 人数 水 和 问题 5 > 【二 二 二) 。 


i=1 


解 用 循环 语句 和 向 量化 方式 的 执行 时 间 分 别 可 以 用 tic，toc 命 令 测 出 , 可见 对 这 个 问题 来 说 ,向 
量化 所 需 的 时 间 相 当 于 循环 结构 的 一 半 以 下 , 故 用 向 量化 的 方法 可 以 节省 时 间 。 


2.3.2 条 件 转 移 结构 


条 件 转移 结构 是 一 般 程序 设计 语言 都 支持 的 结构 .MATLAB 下 的 最 基本 的 转移 结构 是 
if …， end 型 的 ,也 可 以 和 else 语句 和 elseif 语句 扩展 转移 语句 ,其 一 般 结 构 为 : 


例 2-21 用 for 循环 和 证 语句 的 形式 求解 例 2-19 的 问题 。 

解 例 2-19 中 提 及 只 用 for 循环 结构 不 便于 实现 求 出 和 式 大 于 10000 的 最 小 i 值 ,利用 该 结构 必须 配 

合 证 语句 结构 才能 实现 

>> s=0; for i=1:10000, s=sti; if s>10000, break; end, end 
可 见 , 这 样 的 结构 较 烦 琐 , 不 如 直接 使 用 While 结构 直观 、 方 便 。 


2.3.3 开关 结构 
开关 语句 的 基本 结构 为 : 


其 中 ,开关 语句 的 关键 是 对 “开关 表达 式 ” 值 的 判断 , 当 开 关 表 达 式 的 值 等 于 某 个 case 语句 后 
面 的 条 件 时 ,程序 将 转移 到 该 组 语句 中 执行 ,执行 完成 后 程序 转 出 开关 体 继续 向 下 执行 。 
在 使 用 开关 语句 结构 时 应 该 注意 下 面 几 点 : 
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(1) 当 开 关 表 达 式 的 值 等 于 表达 式 1 时 ,将 执行 语句 段 1, 执行 完 语 句 段 1 后 将 转 出 开关 体 ， 
而 无 须 像 C 语 言 那样 在 下 一 个 case 语句 前 加 break 语句, 本 结构 与 C 语 言 是 不 同 的 。 

(2) 当 需 要 在 开关 表达 式 满足 若干 个 表达 式 之 一 时 执行 某 一 程序 段 , 则 应 该 把 这 样 的 一 些 
表达 式 用 大 括号 括 起 来 ,中 间 用 逗号 分 隔 。 事 实 上 , 这 种 结构 是 MATLAB 语言 定义 的 单元 结构 。 

(3) 当前 面 枚 举 的 各 个 表达 式 均 不 满足 时 , 则 将 执行 otherwise 语句 后 面 的 语句 段 , 此 语 
句 等 价 于 C 语 言 中 的 default 语句 。 

(4) 程序 的 执行 结果 和 各 个 case 语 句 的 次 序 是 无 关 的 ,当然 这 也 不 是 绝对 的 , 当 两 
个 case 语 句 中 包含 同样 的 条 件 时 ,执行 结果 则 和 这 两 个 语句 的 顺序 有 关 。 

(5) 在 case 语 句 引导 的 各 个 表达 式 中 ,不 要 用 重复 的 表达 式 , 否则 列 在 后 面 的 开关 通路 将 
永远 也 不 能 执行 。 
2.3.4 试探 结构 

MATLAB 语 言 提供 了 一 种 新 的 试探 式 语句 结构 ,其 调用 格式 如 下 

try， 语 句 段 1，catch， 语 句 段 2，end 

本 语句 结构 首先 试探 性 地 执行 语句 段 1, 如 果 在 此 段 语句 执行 过 程 中 出 现 错误 , 则 将 错误 信息 赋 
给 保留 的 lasterr 变量 , 并 终止 这 段 语句 的 执行 , 转 而 执行 语句 段 2 中 的 语句 ,这 种 新 的 语句 结 
构 是 C 等 语言 中 所 没有 的 。 试 探 性 结构 在 实际 编程 中 还 是 很 实用 的 ,例如 可 以 将 一 段 不 保险 但 
速度 快 的 算法 放 到 try 段 落 中 , 而 将 一 个 保险 的 程序 放 到 catch 段 落 中 ,这 样 就 能 保证 原始 问 
题 的 求解 更 加 可 靠 , 且 可 能 使 程序 高 速 执行 。 该 结构 的 另外 一 种 应 用 是 ,在 编写 通用 程序 时 , 某 
算法 可 能 出 现 失效 的 现象 , 这 时 在 catch 语句 段 说 明 错误 的 原因 。 


2.4 函数 编写 与 调试 


MATLAB 下 提供 了 两 种 源 程序 文件 格式 。 其 中 一 种 是 普通 的 ASCII 码 构成 的 文件 ,在 这 
样 的 文件 中 包含 一 族 由 MATLAB 语 言 所 支持 的 语句 , 它 类 似 于 DOS 下 的 批 处 理 文件 ,这 种 文 
件 称 作 M 脚本 文件 (M-script, 本 书 中 将 其 简称 为 M 文 件 ), 它 的 执行 方式 很 简单 ,用 户 只 需 在 
MATLAB 的 提示 符 >> 下 输入 该 M 文 件 的 文件 名 , 这 样 MATLAB 就 会 自动 执行 该 M 文 件 中 的 
各 条 语句 。.M 文 件 只 能 对 MATLAB 工作 空间 中 的 数据 进行 处 理 ,文件 中 所 有 语句 的 执行 结果 

完全 返回 到 工作 空间 中 。M 文件 格式 适用 于 用 户 所 需要 立即 得 到 结果 的 小 规模 运算 。 

例 2-22 考虑 一 个 实际 的 例子 。 在 例 2-19 中 编写 一 个 简单 的 程序 ,可 以 求 出 和 式 大 于 10000 的 最 小 
m, 所 以 若 想 分 别 求 出 大 于 20000, 30000 的 mi 值 ,分 别 改变 程序 的 限制 值 10000, 将 其 设置 成 20000， 
30000 就 可 以 满足 要 求 ,但 这 样 做 还 是 很 繁杂 的 。 如 果 能 建立 一 种 机 制 ,或 建立 一 个 程序 模块 ,给 它 输 
入 20000 的 值 就 能 返回 满足 它 的 mi 值 ,无 疑 这 样 的 要 求 是 很 合理 的 。 

在 实际 的 MATLAB 程序 设计 中 ,前 面 的 一 种 修改 程序 本 身 的 方法 为 M 文 件 的 方法 , 而 后 一 种 
方法 为 函数 的 基本 功能 。 后 面 将 继续 介绍 函数 的 编写 与 应 用 。 


文件 名 的 命名 规则 与 变量 名 一 致 ,必须 由 字母 引导 , 且 现在 的 版 本 区 分 大 小 写 * 这 里 有 
两 点 必须 引起 注意 :为 了 避免 以 后 的 麻烦 甚至 MATLAB 函数 冲突 ,建议 在 拟 起 函数 名 之 前 先 
础 ich 命令 查 一 下 有 无 此 名 字 的 函数 ,如 果 有 则 需要 重新 起 名 。 此 外 ,应 该 尽量 避免 起 过 于 简 
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单 的 名 字 , 如 i.m, A.m 等 ,因为 起 这 样 的 名 字 可 能 和 以 后 用 的 变量 名 冲突 。 
M 函 数 格式 是 MATLAB 程 序 设 计 的 主流 , 在 实际 编程 中 , 不 建议 使 用 M 脚本 文件 格式 编 
程 .本 节 将 着 重 介 绍 MATLAB 函数 的 编写 方法 与 技巧 。 


2.4.1 MATLAB 语 言 函数 的 基本 结构 
MATLAB 的 M 函数 是 由 function 语句 引导 的 ,其 基本 结构 如 下 : 


这 里 输入 和 返回 变量 的 实际 个 数 分 别 由 nargin 和 nargout 两 个 MATLAB 保留 变量 来 给 
出 ,只 要 进入 该 函数 , MATLAB 就 将 自动 生成 这 两 个 变量 。 

返回 变量 如 果 多 于 一 个 , 则 应 该 用 方 括号 将 它们 括 起 来 , 否则 可 以 省 去 方 括号 。 多 个 输入 变 
量 或 返回 变量 之 间 用 去 号 分 隔 。 注 释 语句 段 的 每 行 语 句 都 应 该 由 百 分 号 % 引导, 百 分 号 后 面 的 
内 容 不 执行 ,只 起 注释 作用 .用户 采用 help 命令 则 可 以 显示 出 注释 语句 段 的 内 容 。 此 外 ,从 规范 
编程 的 角度 看 ,输入 变量 的 个 数 与 类 型 检测 也 是 必要 的 .如 果 输 入 或 返回 变量 格式 不 正确 , 则 应 
该 给 出 相应 的 提示 。 

从 系统 的 角度 来 说 , MATLAB 函数 是 一 个 变量 处 理 单元 , 它 从 主 调 函数 接收 输入 变量 , 对 
之 进行 处 理 后 ,将 结果 返回 到 主 调 函数 中 .除了 输入 和 输出 变量 外 , 其 他 在 函数 内 部 产生 的 所 有 
变量 都 是 局 部 变量 , 在 函数 调用 结束 后 这 些 变量 均 将 消失 。 这 里 将 通过 下 面 的 例子 来 演示 函数 
编程 的 格式 与 方法 。 


例 2-23 先 考 虑 例 2-22 中 要 求 的 M 函 数 实现 。 根 据 要 求 ,可 以 选择 实际 的 输入 变量 为 人 ,返回 的 变量 
为 m 和 s, 其 中 ,s 为 m 项 的 和 ,这 样 就 可 以 编写 出 该 函数 为 


编写 了 函数 ,就 可 以 将 其 存 为 findsum.m 文 件 ,这 样 就 可 以 在 MATLAB 环境 中 对 不 同 的 大 值 
调用 该 函数 了 。 例 如 , 若 想 求 出 大 于 145323 的 最 小 m 值 , 则 可 以 得 出 如 下 命令 ,这 时 得 出 的 结果 为 
m1 = 539, s1 一 145530。 


可 见 ,这 样 的 调用 格式 很 灵活 ,无 须 修改 程序 本 身 就 可 以 很 容易 地 调用 函数 ,得 出 所 需 的 结果 ， 
所 以 建议 采用 这 样 的 方法 进行 编程。 
例 2-24 假设 想 编写 一 个 函 孝 生成 nx m 阶 的 Hilbert 和 矩阵, 它 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 值 为 hj 一 
1/(i 十 j 一 1)。 想 在 编写 的 函数 中 实现 下 面 几 点 : 

(1) 如 果 只 给 出 一 个 输入 参数 , 则 会 自动 生成 一 个 方 阵 , 即 令 1n 二 no; 

(2) 在 函数 中 给 出 合适 的 帮助 信息 ,包括 基本 功能 、 调 用 方式 和 参数 说 明 ; 

(3) 检测 输入 和 返回 变量 的 个 数 ,如 果 有 错误 则 给 出 错误 信息 。 
解 其 实在 编写 程序 时 详细 给 出 注释 语 自 , 养 成 一 个 好 的 习惯 ,无 论 对 程序 设计 者 还 是 对 程序 的 维 
护 者 、 使 用 者 都 是 大 有 神 益 的 。 根 据 上 面 的 要 求 ,可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 myhilb() ,文件 名 为 
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myhilb.m, 并 应 该 放 到 MATLAB 的 路 径 下 (注释 语句 中 用 数学 形式 描述 数学 符号 ,与 正文 一 致 )。 


在 这 段 程序 中 ,由 % 引导 的 部 分 是 注释 语句 ,通常 用 来 给 出 一 段 说 明 性 的 文字 来 解释 程序 段落 
的 功能 和 变量 含义 等 。 由 前 面 的 第 (1) 点 要 求 ,首先 测试 输入 的 参数 个 数 , 如 果 个 数 为 1( 即 nargin 的 
值 为 1), 则 将 矩阵 的 列 数码 赋 成 见 的 值 , 从 而 产生 一 个 方 阵 。 如 果 输 入 或 返回 变量 个 数 不 正 确 , 则 函 
数 前 面 的 语句 将 自动 检测 ,并 显示 出 错误 信息 。 后 面 的 双重 for 循环 语句 依据 前 面 给 出 算法 来 生成 
一 个 Hilbert 答 阵 。 给 出 如 下 命令 


此 坊 数 的 联机 帮助 信息 可 以 显示 如 下 


注意 ,这 里 只 显示 了 程序 及 调用 方法 ,而 没有 把 该 函数 中 有 关 作 者 的 信息 显示 出 来 ,对照 前 面 的 
函数 可 以 立即 发 现 ,因为 在 作者 信息 的 前 面 给 出 了 一 个 空 行 ,所 以 可 以 容易 地 得 出 结论 ,如 果 想 使 一 
段 信息 可 以 用 help 命令 显示 出 来 ,在 它 前 面 不 应 该 加 空 行 ,即使 想 在 help 中 显示 一 个 空 行 ,这 个 空 
行 也 应 该 由 % 来 引导 。 

有 了 函数 之 后 ,可 以 采用 下 面 的 各 种 方法 来 调用 它 ,并 产生 出 所 需 的 结果 。 


这 样 可 以 得 出 


记 0.5 -0.33333 i Dy i 
4 | 05 0.33333 0.25 |12 V3 14 1/5 
1 一 |0.33333 0.25 02 15 “2 一 | 3 Wa Ys: 1/6 
0.25 0.2 ”0.16667 1/4 1/5 1/6 1/7 


例 2-25 MATLAB 函数 是 可 以 递归 调用 的 , 亦 即 在 函数 的 内 部 可 以 调用 函数 自身 。 试 用 递归 调用 的 
方式 编写 一 个 求 阶乘 叫 的 函数 。 

解 考虑 求 阶 来 nl 的 例子 。 由 阶 来 定义 可 见 n! 二 n(n 一 1)!, 这 样 ,n 的 阶 来 可 以 由 n 一 1 的 阶 来 求 出 ， 
而 nn 一 1 的 阶 笠 可 以 由 n 一 2 的 阶乘 求 出 ,依次 类 推 ,直到 计算 到 已 知 的 1!1 二 0! = 1, 从 而 能 建立 起 递 
归 调 用 的 关系 。 为 了 节省 篇 幅 起 见 ,这 里 咯 去 了 注释 行 段落 。 
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可 以 看 出 ,该 函数 首先 判定 nn 是 否 为 非 负 整数 ,如 果 不 是 则 给 出 错误 信息 ,如 果 是 , 则 在 nn > 1 
时 递归 调用 该 程序 自身 , 若 n 二 1 或 0 时 则 直接 返回 1。 由 my_fact(11) 格式 调用 该 函数 则 立即 可 
以 得 出 阶乘 11! = 39916800。 其 实 MATLAB 提供 了 求 取 阶 乘 的 函数 factorial(), 其 核心 算法 为 
prod(1:n), 从 结构 上 更 简单 .直观 ,速度 也 更 快 。 
例 2-26 试 比较 递归 算法 和 循环 算法 在 Fibonacci 序 列 中 应 用 的 优 劣 。 
解 递归 算法 无 疑 是 解决 一 类 问题 的 有 效 算法 ,但 不 宜 滥用。 现在 考虑 一 个 反例 ,考虑 Fibonacci 序 
列 ,Ql = aa 二 1, 第 项 (及 二 3,4,…) 可 以 写成 ak 二 Qk_1 十 Qk_2, 这 样 很 自然 想到 使 用 递归 调用 算 
法 编写 相应 的 函数 ,该 函数 设置 大 = 1,2 时 出 口 为 1, 这 样 函数 清单 如 下 


该 函数 中 略 去 了 检测 大 是 否 为 正 整数 的 语句 。 如 果 想 得 到 第 40 项 , 则 需要 给 出 如 下 的 语句 ,同时 
测 出 运行 该 函数 所 运行 的 时 间 为 5.36s,MATLAB 早期 版 本 耗 时 将 比 新 版 本 多 得 多 。 


如 果 用 递归 方法 求 k 二 42 的 运算 时 间 将 达到 14.02s, 求 解 太 = 50 问题 则 需 数 小 时 的 时 间 ,计算 
量 呈 几何 级 数 增长 。 现 在 改 用 循环 语句 结构 求解 上 = 100 时 的 项 , 耗 时 仅 0.0002s。 


可 见 ,一 般 循 环 方法 用 极 短 的 时 间 就 能 算出 来 递归 调用 不 可 能 解决 的 问题 ,所 以 在 实际 应 用 
时 应 该 注意 不 能 滥用 递归 调用 格式 。 进 一 步 观察 结果 可 见 , 由 于 该 序列 的 值 过 大 ,用 上 述 的 双 精 
度 算法 并 不 能 得 出 整个 序列 的 精确 结果 ,所 以 应 该 采用 符号 运算 数据 类 型 ,例如 将 a=[1,1] 修改 成 
a 二 sym([1,1]), 这样 可 以 得 出 数值 解难 以 达到 的 精度 ,如 alo0 二 354224848179261915075。 


2.4.2 可 变 输入 输出 个 数 的 处 理 


下 面 将 介绍 单元 数组 的 一 个 重要 应 用 一 一 如 何 建立 起 无 限 个 输入 或 返回 变量 的 函数 调 
格式 。 应 该 指出 的 是 ,当前 很 多 MATLAB 语 言 函 数 均 采用 本 方法 编写 。 


例 2-27 在 MATLAB 下 多 项 式 有 两 种 表示 方法 ,其 一 是 利用 符号 表达 式 来 表示 ;其 二 是 数值 方法 ,将 
多 项 式 系数 按 s 的 降 圭 次 序 构造 成 向 量 。 现 在 考虑 后 一 种 方式 MATLAB 提供 的 conv() 函数 可 以 
用 来 求 两 个 多 项 式 的 乘积 对 于 多 个 多 项 式 的 连 乘 , 则 不 能 直接 使 用 此 函数 ,而 需要 用 该 函数 嵌 套 使 
用 ,这 样 在 计算 多 个 多 项 式 连 乘 时 相当 麻烦 。 试 编写 一 个 MATLAB 函数 ,使 得 它 能 直接 处 理 任意 多 
个 多 项 式 的 连 来 积 问题 。 

解 可 以 用 单元 数组 的 形式 来 编写 一 个 函数 convs() ,专门 解决 多 个 多 项 式 连 乘 的 问题 。 


这 时 ,所 有 的 输入 变量 列表 由 单元 变量 varargin 表 示 , 实际 调用 语句 的 第 i 个 变 元 存储 在 
Varargin{i} 中。 相应 地 ,如 有 需要 ,也 可 以 将 返回 变量 列表 用 一 个 单元 变量 varargout 表示 。 该 表 
示 理 论 上 可 以 处 理 任 意 多 个 多 项 式 的 连 乘 问题 。 例 如 可 以 用 下 面 的 格式 调用 该 函数 
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”GG=convs (P,Q,F, [1,1], [1,3], [1,1]) % 新 总 数 能 处 理 任意 个 多 项 式 的 连 乘积 | 
可 以 得 出 
D=E=[1,6,19,36, 45, 44, 35,30]7, G=[1, 11, 56, 176, 376, 578, 678, 648, 527, 315, 90]™ 


2.4.3 匿名 函数 与 inline 函 数 


有 时 为 了 描述 某 个 数学 函数 的 方便 , 可 以 用 匿名 函数 来 直接 编写 该 数学 函数 ,形式 相当 于 
前 面 介绍 的 M 函 数 ,但 无 须 编写 一 个 真正 的 M 文 件 .匿名 函数 的 基本 格式 为 
” ”f=Q( 变 量 列表 ) 函数 计算 表达 式 ,例如 ,f=@(z,Wsin(z.%2y.52) 

此 外 ,该 函数 还 允许 直接 使 用 MATLAB 工作 空间 中 的 变量 .例如 , 若 在 MATLAB 工作 空 
间 内 已 经 定义 了 a,b 变 量 , 则 匿名 函数 可 以 用 f=@(z,y)axz."2+bxy.2 的 格式 定义 数学 关系 
式 f(z,y) = az2 + by?, 这 样 无 须 将 a,b 作 为 附加 参数 在 输入 变量 里 表示 出 来 ,所 以 使 得 数学 函 
数 的 定义 更 加 方便 .注意 ,在 匿名 函数 定义 时 ,a,5 的 值 以 当前 MATLAB 工 作 空间 中 的 数值 为 
准 ,在 定义 该 匿名 函数 后 ,a,b 的 值 再 发 生变 化 , 则 在 匿名 函数 中 的 值 将 不 随 着 改变 ; 如 果 确实 想 
让 匿名 函数 中 的 参数 随 着 a,b 的 值 变 化 , 则 应 该 在 它们 变化 后 重新 运行 匿名 函数 ,使 用 工作 空 
间 变量 时 这 一 点 要 格外 注意 , 以 免得 出 不 期 望 的 结果 。 

早期 版 本 中 的 inline() 函数 功能 类 似 于 匿名 函数 ,但 现在 看 来 其 使 用 不 方便 , 也 不 支 
持 MATLAB 工 作 空间 中 变量 的 直接 使 用 , 运行 效率 也 远 远 低 于 匿名 函数 ,所 以 这 里 只 给 
出 其 调用 格式 EGGURG 另类 网 全 本 菇 是 到 有] .例如 , f(z,y) = sin(z? + 风 ) 可 以 用 圈 

直接 定义 .除非 需要 运行 早期 版 本 中 的 相应 代码 , 不 建 

议 再 使 用 inline() 函数 ,建议 尽量 使 用 匿名 函数 。 


2.4.4 伪 代 码 与 代码 保密 处 理 


MATLAB 的 伪 代 码 (pseudo code) 技 术 的 目的 有 两 个 :一 是 能 提高 程序 的 执行 速度 , 因为 
采用 了 伪 代 码 技术 , MATLAB 将 .m 文 件 转换 成 能 立即 执行 的 代码 , 所 以 在 程序 实际 执行 时 ,省 
去 了 再 转换 的 过 程 , 从 而 能 使 得 程序 的 速度 加 快 .由 于 MATLAB 本 身 的 转换 过 程 也 很 快 ,所 以 
在 一 般 程序 执行 时 速度 加 快 的 效果 并 不 是 很 明显 ,然而 当 执 行 较 复杂 的 图 形 界面 程序 时 , 伪 代 
码 技术 的 应 用 便 能 很 明显 地 加 快 程序 执行 的 速度 。 二 是 伪 代 码 技术 能 把 可 读 的 ASCI[ 码 构成 
的 .ma 文 件 转换 成 一 种 二 进 制 代码 , 从 而 使 得 其 他 用 户 无 法 读 取 其 中 的 语句 , 从 而 对 源 代码 起 到 
某 种 保密 作用 。 

MATLAB 提 供 了 pcode 命令 米 将 了 文件 转换 成 伪 代码 文件 , 伪 代码 文件 后 级 名 为.p。 如 果 
想 把 某 文 件 mytestam 转 换 成 伪 代 码 文件 , 则 可 以 使 用 ES 命令 ;着想 让 生成 的 p 文 
件 也 位 于 和 原 .文件 相 同 的 目录 下 , 则 可 以 使 用 EGGASESGSSGEESEGDISE 合 令 .如 果 想 把 整个 
目录 下 的 四 文件 全 转换 为 文件 , 则 首先 用 cd 命令 进入 该 目录 ,然后 输入 本 本 出, 若 原文 
件 无 语法 错误 ,就 可 以 在 本 目录 下 将 本 文件 全 部 转换 为 .p 文 件 ; 若 存在 语法 错误 , 则 将 中 止 转 
换 , 并 给 出 错误 信息 .用户 可 以 通过 这 样 的 方法 发 现 自己 程序 中 存在 的 所 有 语法 错误 .如 果 同 时 
存在 同名 的 am 文件 和 .文件 , 则 了 文件 的 执行 优先 。 

用 户 一 定 要 在 安全 的 位 置 保留 :m 源 文件 ,不 能 轻易 删除 , 因为 .文件 是 不 可 着 的 。 
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2.5 二 维 图 形 绘 制 


图 形 绘制 与 可 视 化 是 MATLAB 语言 的 一 大 特色 .MATLAB 提供 了 一 系列 直观 ,简单 的 二 
维 图 形 和 三 维 图 形 绘制 命令 与 函数 , 可 以 将 实验 结果 和 仿真 结果 用 可 视 的 形式 显示 出 来 .本 节 
将 介绍 各 种 各 样 的 图 形 绘制 方法 。 
2.5.1 二 维 图 形 绘制 基本 语句 

假设 用 户 已 经 获得 了 一 些 实验 数据 ,例如 ,已 知 各 个 时 刻 t = 如,to,… ,tn 和 在 这 些 
时 刻 的 函数 值 y = ,yz,… ,yn; 则 可 以 将 这 些 数据 输入 到 MATLAB 环 境 中 ,构成 向 量 
t= 自 , 妇 ,如 和 2 = [yi1,y2,… ,yn]; 如 果 用 户 想 用 图 形 的 方式 表示 二 者 之 间 的 关系 , 则 给 
出 汰 5 全 列 即 可 绘制 二 维 图 形 . 可 以 看 出 , 该 函数 的 调用 是 相当 直观 的 这样 绘制 出 的 “ 曲 
线 ” 实 际 上 是 给 出 各 个 数值 点 间 的 折线 , 如 果 这 些 点 足够 密 , 则 看 起 来 就 是 曲线 了 , 故 以 后 将 称 
之 为 曲线 .在 实际 应 用 中 ,plot() 函数 的 调用 格式 还 可 以 进一步 扩展 : 

(1) t 仍 为 向 量 , 而 y 为 矩阵 给 出 如 下 , 则 将 在 同一 坐标 系 下 绘制 到 条 曲线 , 每 一 行 和 t 之 
间 的 关系 将 绘制 出 一 条 曲线 。 注 意 , 这 时 要 求 y 矩阵 的 列 数 应 该 等 于 上 的 长 度 。 


Wt Via ™* Wi 

Yl Y22 … Yon 
y= 各 网 

Yml Ym2 Ymn 


(2) t 和 yy 均 为 矩阵 , 且 假 设 t 和 yy 矩阵 的 行 和 列 数 均 相 同 , 则 将 绘制 出 t+ 和 矩 阵 每 行 和 wy 和 矩阵 
对 应 行 之 间 关 系 的 曲线 。 

(3) 假设 有 多 对 这 样 的 向 量 或 矩阵 , (1, ya) (t2, Yy2);…; (tm, ym); 则 可 以 用 下 面 的 语句 
直接 绘制 出 各 自 对 应 的 曲线 EGG。 

(4) 曲线 的 性 质 , 如 线 型 .粗细 ,颜色 等 ,还 可 以 使 用 下 面 的 命令 进行 指定 

Plot (ti ,1 ,选项 1, 妇 ,22 ,选项 2，… ,tm,ym ;选项 m) ) 
其 中 , “选项 ”可 以 按 表 2-3 中 说 明 的 形式 给 出 , 其 中 的 选项 可 以 进行 组 合 。 例 如 , 若 想 绘制 红色 
的 点 画 线 , 且 每 个 转折 点 上 用 五 角 星 表示 , 则 选项 可 以 使 用 'r-.pentagram' 组 合 形式 。 


表 2-3 MATLAB 绘 图 命令 的 各 种 选项 


曲线 线 型 曲线 颜色 标记 符号 
实 线 b 蓝 色 ny 蓝 绿 色 本 星 号 pentagram 疤 
'-— 虚线 g 绿色 i 黑色 点 号 o 圆圈 
点 线 'm 红 紫 色 b> 红色 wi 叉 号 'square 口 
= 点 画 线 vw 白色 有 黄色 v v 'diamond 4 
none 无 线 可 A "hexagram 六 
> p < 4 


绘制 完 二 维 图 形 后 ,还 可 以 用 grid on 命令 在 图 形 上 添加 网 格 线 ,用 grid off 命令 取消 网 
格 线 ; 另外 用 hold on 命令 可 以 保护 当前 的 坐标 系 , 使 得 以 后 再 使 用 plot () 函数 时 将 新 的 曲线 
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肢 印 在 原来 的 图 上 ,用 hold off 则 可 以 取消 保护 状态 ;用 户 可 以 使 用 title() 函数 在 绘制 的 图 
形 上 添加 标题 ,还 可 以 用 xlabel() .ylabe1() 函数 给 z,y 坐标 轴 添 加 标注 。 


例 2-28 试 绘制 出 显 函数 方程 y = sin(tanz) 一 tan(sinz) 在 ze [一 Ti 可 区 间 内 的 曲线 。 
解 解决 这 种 问题 的 最 简捷 方法 是 采用 下 面 的 语句 直接 绘制 


这 些 语句 可 以 绘制 出 该 函数 的 曲线 ,如 图 2-1(a) 所 示 。 


3 3 
a 2 
1 1 
0 0 
潭 -1 
一 2 
1 3 i 
(a) 默认 步 长 的 函数 曲线 (b) 重 选 步 长 后 曲线 


图 2-1 给 定 函 数 的 曲线 表示 


从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ,在 ZE (一 1.8, 一 1.2) 及 ZE (1.2,1.8) 两 个 子 区 间 内 图 形 较 粗 糙 , 应 该 全 
程 减 小 步 距 ,或 在 这 些 区 间 加 密 自 变量 选择 点 ,这 样 可 以 将 上 述 的 语句 修改 为 


这 样 将 得 出 如 图 3.1(b) 所 示 的 曲线 可见, 这样 得 出 的 曲线 在 快 变化 区 域内 表现 良好 。 
例 2.29 给 抽出 多 和 非 线性 特性 本 雪人 sn()， 轩 之 和 3 的 由 线 。 


解 当然 用 证 语句 可 以 很 容易 求 出 各 个 工 点 上 的 89 值 。 这 里 考虑 另外 一 种 有 效 的 实现 方法 。 如 果 构 造 

了 实 向 量 , 则 关系 表达 式 m>1.1 将 生成 一 个 和 严 一 样 长 的 向 量 ,在 满足 Ti >1.1 的 点 上 ,生成 向 量 的 

对 应 值 为 1, 否则 为 0, 根 据 这 样 的 想法 ,可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 分 段 函 数 的 曲线 ,如 图 2-2 所 示 。 

>> x=[-2:0.02:2]; y=1.1*sign(x).*(abs(x)>1.1) + Xx.*(abs(x)<=1.1); plot(x,y) 
15 


a = -3 0 0.5 下 有 二 2 


图 2-2 分 段 函数 曲线 绘制 
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在 这 样 的 分 段 模型 描述 中 ,注意 不 要 将 某 个 区 间 重 复 表示 。 例 如 , 不 能 将 给 出 的 语句 中 第 一 个 条 
件 表示 成 w>=1.1, 否 则 因为 第 二 项 中 也 有 zi 二 1.1 的 选项 ,将 使 得 Ti = 1.1 点 函数 求 取 重 复 ,得 出 错 
误 的 结果 。 

另外 ,由 于 plot() 函数 只 将 给 定点 用 直线 连接 起 来 ,分 段 线性 的 非 线性 曲线 可 以 由 有 限 的 几 个 
转折 点 来 表示 ,该 语句 能 得 出 和 图 2-2 完 全 一 致 的 结果 。 
> plot([-2,-1.1,1.1,2] ,[-1.1,-1.1,1.1,1.1]) 多 由 转折 点 坐标 绘制 折线 


在 MATLAB 绘 制 的 图 形 中 , 每 条 曲线 是 一 个 对 象 , 坐标 轴 是 一 个 对 象 , 而 图 形 窗 口 还 
是 一 个 对 象 ,每 个 对 象 都 有 不 同 的 属性 ,用 户 可 以 通过 set() 函数 设置 对 象 的 属性 ,还 可 以 
get() 函数 获得 对 象 的 某 个 属性 .这 两 个 语句 的 调用 格式 为 
”set (句柄,' 属性 名 1' ,属性 值 1,' 属性 名 2', 属性 值 2,…)，v=get (句柄 ,， 属性 名 ') 
2.5.2 多 纵 轴 曲 线 的 绘制 


假设 有 两 组 数据 , 如 果 它 们 幅 值 相差 比较 悬殊 ,尽管 可 以 将 它们 在 一 个 坐标 系 下 绘制 出 来 ， 
这 样 绘制 会 使 得 幅 值 小 的 曲线 可 读 性 较 差 ,这 时 可 以 考虑 使 用 plotyy() 函数 将 它们 绘制 出 来 。 
下 面 通过 例子 演示 这 样 的 曲线 绘制 方法 。 
例 2-30 试 将 1 = sinz 与 如 =0.01cosz 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 。 
解 直接 采用 下 面 语句 可 以 绘制 出 两 条 函数 曲线 ,如 图 2-3(a) 所 示 。 由 于 两 条 曲线 的 幅 值 相差 太 悬 
殊 ,yo 曲线 的 可 读 性 很 差 ,所 以 不 宜 采用 这 样 的 绘制 方法 
>> x=0:0.01:2*pi; yl=sin(X); 2-0.01#ycos(xX); plot(x,y1l,x,y2,——") 


上 0.005 


5 
0 1 2 人 4 上 6 0 1 2 3 4 5 6 


(a) 不 恰当 的 直接 绘制 结果 (b) 双 纵 轴 曲 线 的 绘制 
图 2-3 两 条 幅 值 悬殊 曲线 的 绘制 


一 0.01 


对 这 样 的 问题 应 该 采用 plotyy() 函数 绘制 出 双 纵 轴 曲 线 , 如 图 2.3(b) 所 示 。 
”>> plotyy(x,y1,x,y2) 和 如 果 两 组 数据 的 值 比较 悬殊 , 则 采用 双 纵 坐标 册 | 
在 某 些 特殊 的 应 用 中 可 能 还 需要 绘制 三 、 四 纵 轴 的 曲线 ,可 以 考虑 下 载 MathWorks 的 File 
Exchange 网 站 下 相应 的 实用 程序 ,如 plotyyy() 四 .plot4y() 四 等 ,利用 plotxx() 函数 还 可 以 
绘制 双 z 轴 的 曲线 图 。 
2.5.3 其 他 二 维 图 形 绘制 语句 
除了 标准 的 二 维 曲 线 绘制 之 外 , MATLAB 还 提供 了 具有 各 种 特殊 意义 的 图 形 绘制 函数 ,其 
常用 调用 格式 如 表 2-4 所 示 。 其 中 ,参数 z,y 分 别 表 示 横 、 纵 坐标 绘图 数据 ,c 表示 颜色 选项 , ym， 
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yM 表示 误差 图 的 上 下 限 向 量 。 当 然 , 随 着 输入 参数 个 数 及 类 型 的 不 同 , 各 个 函数 的 绘图 形式 也 
有 所 区 别 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 各 个 绘图 函数 的 效果 。 


表 2-4 MATLAB 提供 的 特殊 二 维 曲线 绘制 函数 


函数 名 意义 常用 调用 格式 函数 名 意义 常用 调用 格式 
bar() 二 维 条 形 图 bar(z,y) comet() 芷 星 状 轨迹 图 “comet(z,2) 
compass() 罗盘 图 compass (ZT,Yy) errorbar() ”误差 限 图 形 errorbar (T,Yy ,Ym, YM) 
feather() 羽毛 状 图 feather (ZT ,y) fill() 二 维 填充 函数 fill(z,y,c) 
hist() 直方 图 hist(y,n) loglog() 对 数 图 loglog(z,y) 
polar() 极 坐标 图 Polar(z ,2 quiver() 引力 线 图 quiver (Z,y) 
stairs() 阶梯 图 形 stairs (Zz,Yy) stem() 火柴 杆 图 stem(Z,y) 


semilogx() ”Zz- 半 对 数 图 。 semilogx (Zz,y) semilogy() ”YW- 半 对 数 图 semilogy (TZ,Y) 


例 2-31 试用 极 坐标 绘制 函数 polar() 绘制 出 p= 二 5sin(49/3) 和 p= 二 5sin(9/3) 的 极 坐标 曲线 。 

解 由 极 和 坐标 方程 的 数学 表达 式 可 以 立即 得 出 结论 ,这 两 个 函数 的 周期 均 为 6x, 所 以 若 想 绘制 极 坐标 
曲线 , 则 应 该 先 构造 一 个 9 向量 ,然后 求 出 p 向 量 ,调用 polar() 函数 就 可 以 立即 绘制 出 所 需 的 极 坐 
标 曲线 ,分 别 如 图 2-4(a)、《b) 所 示 。 


270 | 270 
(a) p= 5sin(49/3) (b) p= 5sin(b/3) 
图 2-4 极 坐标 曲线 


例 2-32 以 正弦 数据 为 例 , 试 在 同一 窗口 的 不 同 区域 用 不 同 的 绘图 方式 绘制 出 相应 的 曲线 。 
解 可 以 用 下 面 的 各 种 语句 绘制 出 如 图 2-5 所 示 的 曲线 。 其 中 ,subplot() 函数 可 以 将 图 形 窗口 分 为 
若干 块 ,在 某 一 块 内 绘制 图 形 。 在 函数 调用 时 ,第 一 个 2 表示 将 窗口 分 为 两 行 ,第 二 个 2 表示 将 窗口 分 
为 两 列 ,第 三 个 参数 指定 绘图 的 位 置 。 
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(a) stairs() 函数 绘制 的 阶梯 图 形 (b)stem() 函数 绘制 的 火柴 杆 图 形 
和 1 
0.5 0.5 
0 0 
08 -0.5 
ve 5 
1 2 4 6 10" 
(c)bar() 函数 的 条 形 图 (d)semilogx(), 横 坐标 为 对 数 


图 2-5 不 同 的 二 维 曲线 绘制 函数 
2.5.4 隐 函 数 绘制 及 应 用 


隐 函 数 即 满足 f(z,y) = 0 方程 的 z,y 之 间 的 关系 式 。 用 前 面 介绍 的 曲线 绘制 方法 显然 会 有 
题 。 例 如 ,很 多 隐 函 数 无 法 求 出 z,y 之 间 的 显 式 关 系 , 所 以 无 法 先 定义 一 个 xz 向 量 再 求 出 相应 
jy 向 量 , 从 而 不 能 采用 plot () 函数 来 绘制 曲线 .另外 ,即使 能 求 出 z,y 之 间 的 显 式 关系 ,但 不 
单 值 函 数 , 则 绘制 起 来 也 是 很 麻烦 的 .MATLAB 提供 的 ezplot () 函数 可 以 直接 绘制 隐 函 数 
曲线 ， 该 函数 的 调用 格式 为 C26 了 函数 表 玉 于》 ,其 中 ,“ 隐 函数 表达 式 ” 可 以 为 字符 串 \ 符 
号 表达 式 或 匿名 函数 。 下 面 将 通过 例子 演示 该 函数 的 使 用 方法 。 

例 2-33 试 绘制 出 隐 函 数 f(z,y) = z2sin(z 十 只 ) 十 y2ezfy 十 5cos(z2 十 ) 二 0 的 曲线 。 
解 从 给 出 的 函数 可 见 ,无 法 用 解析 的 方法 写 出 该 函数 ,所 以 不 能 用 前 面 给 出 的 plot() 函数 绘制 出 
该 函数 的 曲线 。 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 绘制 出 如 图 2-6(a) 所 示 的 隐 函 数 曲 线 
>> ezplot('x 2*sin(xty 2)+y 2*exp(x+y)+5*cos(x 2+y)') % 隐 函数 绘制 

上 面 的 语句 将 自动 选择 2 轴 的 范围 , 亦 即 函数 的 定义 域 ,如 果 想 改变 定义 域 ,由 下 面 的 语句 可 以 
绘制 出 如 图 2-6(b) 所 示 的 隐 函 数 曲线 。 
>> ezplot('x"2*sin(xty 2)+y“2*exp(X+y)+5*cos(x~2+y)',[-10 10]) % 淹 大 区 间 隐 坊 数 


a1 


和 


2.5.5 图 形 修饰 

MATLAB 提 供 了 强大 的 图 形 修饰 功能 , 其 编辑 窗口 如 图 2-7 所 示 , 其 工具 栏 允许 用 户 在 图 
形 上 添加 篆 头 文字 、 双 向 箭头 椭圆 、 方 框 等 新 的 标记 , 大 大 提高 了 图 形 修饰 的 功能 .此 外 还 可 
以 对 图 形 进行 局 部 放大 三 维 图 形 的 旋转 等 。 
图 形 编辑 主要 有 三 方面 的 内 容 , 图 形 窗口 左 侧 的 部 分 对 应 于 View 菜单 下 的 Figure Palette， 
其 中 用 户 可 以 选择 这 里 的 工具 在 图 形 上 添加 箭头 、 各 类 文字 及 椭圆 等 修饰 ,还 可 以 添加 二 维 、 


第 2 章 MATLAB 语言 程序 设计 基础 "35“。 


-6 -4 -2 0 2 4 6 Bo 二 0 5 10 
(a) 默认 尺度 绘制 的 曲线 (b) 扩大 定义 域 后 曲线 
图 2-6 隐 函 数 曲线 绘制 
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图 2-7 MATLAB 的 图 形 编辑 界面 
三 维 坐标 系 。 图 形 窗口 下 面 的 窗口 对 应 于 该 菜单 的 Property Editor, 允许 修改 选中 对 象 的 颜色 、 
线 型 .字体 等 属性 。 右 侧 的 窗口 对 应 于 View 菜单 的 Plot Browser, 允许 用 户 从 图 上 选择 图 形 元 
素 进行 编辑 , 还 允许 用 户 添 加 新 的 数据 ,在 现 有 的 图 形 上 又 印 新 的 图 形 .如果 选择 View 菜 单 下 
的 Plot Edit Toolbar, 将 给 出 图 形 编辑 工具 栏 , 如 图 2-8 所 示 。 
鱼 2|AA|B1| 去 等 国信 NXTODO| 攻 名 
绘图 工具 ”字体 设置 ” 文字 对 齐 。” 图 文 绘制 工具 ”绘制 形状 ”对 象 对 齐 

图 2-8 图 形 编辑 工具 栏 

图 形 窗口 的 工具 栏 提供 了 用 鼠标 选择 图 形 上 点 坐标 的 按钮 昵 ,可 以 用 鼠标 读 出 并 显示 曲线 
上 点 坐标 的 信息 , 该 功能 更 适合 于 数学 问题 图 解 方法 的 实现 。 单 击 工具 栏 的 图 形 旋转 按钮 加 , 则 
可 以 将 二 维 图 形 用 三 维 图 形 表示 ,如 图 2-9 所 示 。 

如 果 单 击 Text Box 工具, 则 用 鼠标 在 图 形 上 单 击 则 可 以 确定 文字 添加 的 位 置 , 然后 直接 输 
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X=—1.004 
Y= 0.92369 


-10 -10 
图 2-9 二 维 图 形 的 三 维 表示 

入 字符 串 即 可 。 字 符 串 可 以 用 普通 的 字母 和 文字 表示 ,也 可 以 用 JIWIEX 的 格式 描述 数学 公式 。 单 
击 Line、Arrow 工具 还 可 以 在 图 形 上 县 印 线段 和 箭头 等 。 

ITEX 是 一 个 著名 的 科学 文档 排版 系统 , MATLAB 支 持 的 只 是 其 中 一 个 子 集 , 这 里 简单 介 
绍 在 MATLAB 图 形 窗口 中 添加 IIPX 描述 的 数学 公式 的 方法 : 

(1) 特殊 符号 是 由 \ 引导 的 命令 定义 的 , MATLAB 支持 的 特殊 符号 在 表 2-5 中 给 出 。 

(2) 上 下 标 分 别 用 * 和 _ 表 示 , 例 如 a_2`*2+b_2`2=c_2`2 表 示 吧 十 如 = 哩 ,如 果 需 要 表示 
多 个 上 标 , 则 需要 用 大 括号 括 起 ,表示 段落 ,例如 a*Abc 命令 表示 a4bc, 其 中 ,4 为 上 标 。. 如 果 想 
将 Abc 均 表示 成 a 的 上 标 , 则 需要 给 出 命令 a*{Abc}。 

(3) 很 多 玖 TEX 常用 命令 是 MATLAB 图 形 窗口 下 不 支持 的 ,例如 显示 分 式 的 \frac 命令 ， 
所 以 在 排版 时 建议 采用 overpic 宏 包 , 在 图 形 上 县 印信 TEX 命令 ,得 到 最 好 的 排版 效果 ,并 使 得 图 
形 上 公式 的 字体 与 正文 保持 一 致 ,本 书 工具 包 提供 了 overpic() 函数 ,可 以 定位 肢 印 坐标 。 

JSTPX 科技 文献 排版 系统 是 当今 学 术 界 最 广泛 使 用 的 排版 系统 ,具有 Word 类 排版 系统 无 
可 比拟 的 优越 性 , 感 兴 趣 的 读者 可 以 进一步 阅读 文献 [1 等 。 
2.5.6 数据 文件 的 读 取 与 存储 


MATLAB 提 供 了 save 和 1oad 命 令 , 可 以 将 工作 空间 中 的 变量 存 入 指定 文件 ,或 从 文件 
将 数据 读 入 工作 空间 .在 MATLAB 命令 窗口 给 出 save 命令 , 则 将 当前 MATLAB 工 作 空间 中 
所 有 的 数据 直接 存 入 默认 的 matlab.mat 文件 ,该 文件 是 二 进 制 文件 , 只 能 用 load 命令 读 出 。 
如 果 想 将 工作 空间 中 的 4, B,C 以 默认 的 二 进 制 形式 存 入 mydat.mat 文 件 , 则 可 以 直接 给 出 
save mydat A 已 C 命令。 

如 果 想 将 这 三 个 变量 以 可 读 的 ASCII 码 ( 纯 文 本 文件 ) 存 入 mydat.dat 文件 , 则 需要 给 出 
save /ascii mydat.dat A 万 C 命令 。 

如 果 使 用 了 长 文件 名 或 路 径 名 , 则 采用 load 命令 会 出 现 问题 ,这 时 可 以 调用 load() 函数 
即 可 ,可 以 调用 爱 二 lead( 广 件 名 ) 将 文件 中 的 数据 读 入 关 变量 。 

MATLAB 还 支持 与 Excel 文 件 之 间 的 数据 交互 ,由 xlsread() 可 以 读 入 相关 数据 ,其 调 
格式 为 区 ES 区 作 约 攻击 ,其 中 “区 域 "为 所 需 的 矩形 区 域 标记 ,如 'B5:C67' 。 
例 2-34 Excel 文 件 census.xls 包 含 某 省 的 年 度 人 口 数 , 其 中 ,第 也 列 为 年 度 , 第 C 列 为 人 口 数 。 有 效 数 
据 从 第 五 行 到 第 67 行 。 试 将 年 度 信息 读 入 t 向 量 ,并 将 人 口 数 读 入 pp 向 量 。 
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表 2-5 图 形 窗口 下 可 以 直接 使 用 的 众 TEX 命令 表 


类 别 || 显示 ISTEX 命令 显示 。” ”IIEX 命令 显示 ”ITEX 命 令 显示 。 ”IATEX 命 令 
a \alpha B \beta 了 Ngamma 6 \delta 
E \epsilon 3 \varepsilon ¢ \zeta 7 \eta 
小 写 0 \theta 9 \vartheta L \iota Kk \kappa 
希腊 入 \lambda px Nmu v \nu 闪 \xi 
字符 o o x \pi mw  \varpi p \rho 
上 Niota 3 \kappa 0 \varrho o \sigma 
S \varsigma 多 \tau 也 \upsilon 中 \phi 
p \varphi 区 \chi » \psi w \omega 
大 写 T \Gamma A  \Delta © NTheta 人 A \Lanbda 
希腊 Ss Wi HH \pi 5 \Signa T \Upsilon 
字符  \Phi VT  \Ppsi Q \Onega 
N \aleph / \prime v \forall EE \exists 
党 用 | pg Nm Re \Re § \m 0 \partial 
数学 co \infty V  \nabla V \surd LZ \angle 
符号 - \neg 1 Nint 晶 \clubsuit @ Ndiamondsuit 
Q \heartsuit 机 \spadesuit 
-元 二 \pm : \cdot x \times 尝 Ndiv 
运算 o \circ . Nbullet U \cup n \cap 
符号 V  \vee 八  \wedge ®@ \otimes 田  \oplus 
关系 < \leq >  \geq 三 Nequiv ~ \sim 
数学 C  \subset D  \supset ~  \approx C  \subseteq 
符号 2 \supseteq € \in 3 \ni cc \propto 
| Nmid 1 \perp 
箭头 人 坟 MLeftarrow \uparrow 二 \Leftarrow 介 \Uparrow 
符号 a \rightarrow 4 Ndownarrow 一 \Rightarrow J \Downarrow 
他  \leftrightarrow 束 Nupdownarrow 


解 由 上 述 已 知 条 件 可 以 看 出 ,该 文件 的 有 效 数据 区 域 为 第 B,C 列 ,第 五 到 第 67 行 , 故 矩 形 数据 区 域 
可 以 表示 成 'B5:C67' ,由 下 面 语句 可 以 直接 将 所 需 数据 读 入 MATLAB 工作 空间 ,这 样 用 列 向 量 提 


取 的 方法 则 可 以 得 出 所 需 的 上 和 也 向 量 ,得 出 的 年 度 人 口 曲线 如 图 2-10 所 示 。 


>> X=xlsread('census.xls','B5:C67'); t=X(:,1); p=X(: ,2); plot(t,p) % 读 数据 并 绘图 
由 xlswrite() 函数 可 以 将 变量 写 入 Excel 文 件 ,如 果 不 指定 区 域 将 写 入 Excel 文 件 的 左上 角 。 
>> xlswrite('newfile',X) % 如 果 由 左上 角 顺 序 写 入 , 则 不 必 指 定 区 域 


2:0 


2.6.1 三 维 曲线 绘制 


=: 


维 


维 曲 线 绘制 函数 plot 0 可 以 扩 
线 。 该 函数 的 调用 格式 为 


三 维 图 形 表 示 


展 到 三 维 曲线 的 绘制 中 。 这 时 可 以 


plot3() 函数 绘制 
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2-10 某 省 人 口 的 年 度 曲线 (单位 :万 人 ) 


其 中 , “选项 ”和 二 维 曲线 绘制 的 完全 一 致 ,如 表 2-3 所 示 。 相 应 地 ,类似 于 二 维 曲线 绘制 函 
数 ,MATLAB 还 提供 了 其 他 的 三 维 曲线 绘制 函数 , 如 stem3() 可 以 绘制 三 维 火柴 杆 型 曲线 ， 
fi113() 可 以 绘制 三 维 的 填充 图 形 ,bar3() 可 以 绘制 三 维 的 直方 图 等 。 

例 2-35 试 绘制 参数 方程 T(t) = t3e-tsin3t,y(t) = t3e-tcos3t,z 二 刀 的 三 维 曲线 。 

解 若 想 绘制 该 参数 方程 的 曲线 , 可 以 先 定 义 一 个 时 间 向 量 t, 由 其 计算 出 Zz,Yy,zz 向 量 ,并 用 函数 
plot3() 绘制 出 三 维 曲线 , 如 图 2-11(a) 所 示 。 注 意 , 这 里 应 该 采用 点 运算 。 


如 果 用 stem3() 函数 绘制 出 火柴 杆 形 曲 线 , 如 图 2-11(b) 所 示 。 


(a) 三 维 曲线 绘制 (b) stem3() 函数 绘制 的 三 维 图 形 
图 2-11 三 维 曲线 的 绘制 
2.6.2 三 维 曲面 绘制 
如 果 已 知 二 元 函数 = = f(z,y), 则 可 以 绘制 出 该 函数 的 三 维 曲面 图 .在 绘制 三 维 图 之 前 ,应 
该 先 调用 meshgrid() 函数 生成 网 格 矩 阵 数 据 z 和 2, 这 样 就 可 以 按 函 数 公式 用 点 运算 的 方式 
计算 出 z 和 矩阵 ,之 后 就 可 以 用 mesh() 或 surf() 等 函数 进行 三 维 图 形 绘制 了 .有 具体 的 函数 调用 


第 2 章 MATLAB 语言 程序 设计 基础 3 


格式 为 

[x,y]=meshgrid(v1 ,v2) % 生 成 网 格 数据 

= % 由 点 运算 的 形式 计算 二 元 函数 的 zz 矩阵 

surf(z,Yy,z) 或 mesh(z,y,z) ”%mesh() 绘制 网 格 图 , surf() 绘制 表面 图 
其 中 ,v1 和 ?va 为 zx 轴 和 % 轴 的 分 隔 方式 .surf() 函数 还 可 以 返回 曲面 的 句柄 , 这样 就 可 以 对 得 
出 的 曲面 进行 进一步 操作 处 理 了 。 
三 维 曲面 还 可 以 由 其 他 函数 绘制 , 如 surfc() 函数 和 surf1() 函数 可 以 分 别 绘制 带 有 等 高 
线 和 光照 下 的 三 维 曲面 ,waterfal1() 函数 可 以 绘制 瀑布 形 三 维 图 形 .在 MATLAB 下 还 提供 了 
等 高 线 绘制 的 函数 , 如 contour () 函数 和 三 维 等 高 线 函数 contour3(), 这 里 将 通过 例子 介绍 三 
维 曲 面 绘 制 方法 与 技巧 。 

MATLAB 还 提供 了 更 简洁 的 简易 绘图 函数 ,如 ezsurf()、ezcontour()、ezcontourf()、 

ezmesh() 等 函数 ,这 些 函数 只 需 给 出 数学 表达 式 即 可 绘制 出 所 需 的 三 维 图 形 。 


例 2-36 给 出 二 元 函数 z = f(z,y) = (z2 - 2z)e- -zy, 试 在 Ly 平 面 内 选择 一 个 区 域 ,并 绘制 出 

该 函数 三 维 表面 图 形 。 

解 首先 可 以 调用 meshgrid() 函数 生成 Ty 平面 的 网 格 表示 。 该 函数 的 调用 意义 十 分 明显 , 即 可 以 产 

生 一 个 横 坐标 起 始 于 一 3, 中 止 于 2, 步 距 为 0.1, 纵 坐标 起 始 于 一 2, 中 止 于 2, 步 距 为 0.1 的 网 格 分 割 。 

然后 由 上 面 的 公式 计算 出 曲面 的 之 算 阵 。 最 后 调用 mesh() 函数 来 绘制 曲面 的 三 维 表面 网 格 图 形 ,如 

图 2-12(a) 所 示 。 

>> [x,y]=meshgrid(-3:0.1:2,-2:0.1:2); % 生 成 zy 平面 的 网 格 划 分 ,得 出 答 阵 降 ,y 

Z=(X.“2-2*x) .kexp(-X.~2-y.~2-X.*yy); mesh(x,y,Z) 名 计算 高 度 矩 阵 z 并 绘制 三 维 网 格 有 


0 


(a) mesh() 函数 绘制 的 网 格 图 (b) surf () 函数 绘制 的 表面 图 
图 2-12 给 定 函 数 的 三 维 图 表示 

车 用 surf() 函数 取代 mesh() 函数 , 则 可 以 得 出 如 图 2-12(b) 所 示 的 表面 图 , 和 网 格 图 相 比 , 表 

面 图 给 每 个 网 格 按 其 函数 值 自动 进行 了 着 色 。 
>> Surf(x,y,Zz) 还 可 以 绘制 三 维 表面 图 

三 维 表面 图 可 以 用 shading 命 令 修饰 其 显 式 形式 ,该 命令 可 以 带 三 种 不 同 的 选项 ,flat (每 个 
网 格 块 用 同样 颜色 着 色 的 没有 网 格 线 的 表面 图 ,效果 如 图 2-13(a) 所 示 )、interp (插值 的 光滑 表面 
图 ,效果 如 图 2-13(b) 所 示 ) 和 faceted (不 同 于 flat, 其 效果 如 图 2-12(b) 所 示 , 在 表面 图 上 司 印 网 
格 线 , 本 选项 是 表面 图 绘制 的 默认 选项 ) 。 

MATLAB 还 提供 了 其 他 的 三 维 图 形 绘制 函数 。 如 GEETESIJKZR RE 命令 可 以 绘制 出 党 布 形 
图 形 ,如 图 2-14(a) 所 示 , 而 contour3(Z,Y,z,40) 命令 可 以 绘制 出 如 图 2-14(b) 所 示 的 三 维 等 高 线 
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二 2 
(a) shading flat (b) shading interp 
图 2-13 shading 命令 修饰 的 三 维 图 
图 形 ,其 中 ,40 为 用 户 选 定 的 等 高 线条 数 , 当然 可 以 不 给 出 该 参数 ,那样 将 默认 地 设置 等 高 线条 数 , 对 
这 个 例子 来 说 显得 过 于 稀疏 。 


(a) waterfal1() 函数 的 绘制 曲面 (b) contour3() 绘制 的 三 维 等 高 线 图 
图 2-14 其 他 三 维 图 形 表示 


上 述 曲 线 还 可 以 用 下 面 命令 直接 绘制 。 


例 2-37 试 绘制 出 二 元 函数 z = f(z,y) 


WE= I + 
解 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 三 维 图 ,如 图 2-15(a) 所 示 。 


法- -二 
(a) 等 步 距 (b) 变 步 距 
图 2-15 不 同 网 格 选择 下 的 三 维 图 


事实 上 , 这 样 得 出 的 图 形 有 点 问题 ,在 ( 士 1,0) 点 处 出 现 co 值 ,所 以 应 该 在 该 区 域 减 小 步 距 ,采用 
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变 步 距 的 方式 , 最终 得 出 如 图 2-15(b) 所 示 的 图 形 ,为 了 便于 比较 , 这 里 仍 选择 和 图 2-15(a) 一致 的 z 
轴 范围 ,注意 在 ( 土 1,0) 处 的 值 趋 于 无 穷 大 。 


例 2-38 假设 某 联 合 概率 密度 函数 由 下 面 分 段 函 数 表示 回 


0.7575 exp(—23 一 6z3)， —l<zit+z2 <1 
0.5457exp(—0.7523 — 3.7573 十 1.5z1)， zi 十 za < 一 1 
试 以 三 维 曲面 的 形式 来 表示 这 一 函数 。 
解 选择 z= z1,y = z2, 用 循环 结构 和 条 件 转移 结构 可 以 求 取 该 函数 的 函数 值 ,但 结构 将 很 烦琐 , 所 
以 类 似 于 前 面 介 绍 的 分 段 函 数 求 取 方 法 ,可 以 利用 比较 表达 式 来 求 此 二 维 函 数 的 值 。 


0.5457exp( 一 0.75z 一 3.75z3 —1.521), Z1+z2>1 
Pp(z1, 22) = 


这 样 将 得 出 如 图 2-16 所 示 的 三 维 表面 图 。 此 外 ,由 于 这 里 surf() 函数 返回 了 句柄 h, 可 以 给 出 
命令 delete(h) 删除 得 出 的 三 维 曲面 。 后 面 还 将 演示 对 曲面 的 旋转 处 理 等 进一步 操作 。 


i 


图 2-16 分 段 二 维 函数 曲面 绘制 


2.6.3 三 维 图 形 视角 设置 


MATLAB 三 维 图 形 显示 中 提供 了 修改 视角 的 功能 , 允许 用 户 从 任意 的 角度 观察 三 维 图 形 ， 
实现 视角 转换 有 两 种 方法 其 一 是 使 用 图 形 窗口 工具 栏 中 提供 的 三 维 图 形 转换 按钮 来 可 视 地 对 
图 形 进行 旋转 ;其 二 是 用 view() 函数 有 目的 地 进行 旋转 。 

MATLAB 三 维 图 形 视角 的 定义 如 图 2-17(a) 所 示 , 其 中 有 两 个 角度 就 可 以 唯一 地 确定 视 
角 , 方 位 角 a 定 义 为 视点 在 zy 平面 投影 点 与 y 轴 负 方 向 之 间 的 夹 角 ,默认 值 为 a 一 37.5*, 仙 角 
8 定义 为 视点 和 zy 平面 的 夹 角 ,默认 值 为 8 一 30", 可 以 由 [ES 语句 读 出 。 

如 果 想 改变 视角 来 观察 曲面 , 则 可 以 给 出 语 ERCG 命令 -例如 , 仿 视 图 可 以 由 view(0,90) 
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视点 
0.6 
| 0.4 
02 
I 
> 
-17 
y 负 方向 ed D3 村 0 
(a) 视角 定义 示意 图 (b) 改变 视角 后 的 效果 


图 2-17 三 维 图 形 的 视角 及 设置 
函数 设置 ,正视 图 由 view(0,0) 设置 , 侧 视图 可 以 由 view(90,0) 来 设 定 。 


例如 ,对 图 2-16 中 给 出 的 三 维 网 格 图 进行 处 理 , 设 方位 角 为 a = 80°, 仰 角 为 8 = 10°, 则 下 


面 的 MATLAB 语句 将 得 出 如 图 2-17(b) 所 示 的 三 维 曲面 。 
>> view(10,80) ，xlim([-1.5 1.5]) 修改 视角 ,并 设置 Z 轴 的 显示 范围 


例 2-39 试 在 同一 图 形 窗口 上 绘制 例 2-36 中 函数 曲面 的 三 视图 。 


解 用 下 面 的 语句 可 以 容易 地 绘制 出 三 维 图 ,并 用 相应 的 语句 设置 不 同 的 视角 , 则 可 以 最 终 得 出 如 


图 2-18 所 示 的 各 个 视图 。 
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图 2-18 二 元 函数 的 三 视图 


>> [x,y]=meshgrid(-3:0.1:2,-2:0.1:2); 
Z=(X. 2-2*x) .*exp(-x. 2-y. 2-x.*y); subplot(224), surf(x,y,2) 
subplot (221) ，surf (x,y,z) ，view(0,90); % 仿 视图 
subplot (222) ，surf (x,y,z) ，view(90,0); % 侧 视图 
subplot (223) ，surf (x,y,z) ，view(0,0); 正视 图 


2.6.4 参数 方程 的 表面 图 
假设 某 三 维 函 数 由 参数 方程 给 出 
Ci A (TR) Ea (7) 


(2-6-1) 
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若 wm ug<uM;vmv<vM; 则 由 EzZsurf( 友 , 户 , 友 ; [um,UMsVmsUM]) 函数 可 以 直接 绘 
制 三 维 表 面 图 ,u,v 变量 的 默认 区 间 为 (一 2x, 2r) 。 


例 2-40 著名 的 M6bius 带 可 以 由 数学 模型 z = cosu 十 vcosucosu/2,y = sinu 十 vsinucosu/2， 
z 二 Vsinu/2 描 述 。 如 果 0 < wu < 27n, 一 0.5 < v< 0.5, 试 绘制 Mobius 带 的 三 维 表面 图 。 
解 首先 需要 声明 两 个 符号 变量 wu, 并 将 参数 方程 输入 到 MATLAB 环境 中 ,这 样 就 可 以 由 下 面 的 语 
句 直接 绘制 M6bius 带 ,得 出 如 图 2-19 所 示 的 表面 图 。 
>> syms U v; x=cos(u)+v*cos(u)*cos(u/2); y=sin(u)+v*sin(u)*cos(u/2); 
Z=v*sin(u/2); ezsurf (x,y,z, [0,2*pi,-0.5,0.5]) % M5bius 带 的 绘制 
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图 2-19 M5bius 带 的 表面 图 (图 形 经 过 了 旋转 


2.6.5 球面 与 柱 面 绘制 


圆心 位 于 原点 的 单位 球面 的 数据 可 以 由 函数 |[E,y,] 二 sphere(n) 直接 生成 , 再 利用 函 
数 surf() 则 可 以 绘制 出 球面 的 图 形 。 如 果 调 用 该 函数 时 没有 返回 变量 , 则 将 自动 绘制 球面 。 该 
函数 的 变 元 nn 表 示 该 球面 可 以 由 n x ni 面体 表示 ,得 出 的 数据 均 为 (n 十 1) x (n 十 1) 和 矩阵 。 
例 2-41 试 绘制 圆心 位 于 原点 的 单位 球面 ,并 登 印 出 圆心 位 于 (0.9, 一 0.8, 0.6), 半 径 为 0.3 的 球面 。 
解 可 以 先生 成 第 一 个 单位 球面 的 数据 , 由 该 数据 可 以 计算 出 第 二 个 球面 的 数据 ,这 样 用 下 面 的 命令 
可 以 绘制 出 两 个 球面 ,如 图 2-20(a) 所 示 。 
>> [x,y,z]=sphere(50) ; surf(x,y,Zz) ，hold on % 绘制 单位 球面 
xl=0.3+x+0.9; yl=0.3*y-0.8; zl=0.3*+z+0.6; Surf(xl,y1,zl) 以 绘制 小 一 些 的 球面 
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(a) 两 个 球面 (b) 柱 面 


图 2-20 三 维 表面 图 


将 一 条 曲线 绕 z 轴 旋转 360°, 则 可 以 画 出 一 个 柱 面 .如 果 这 条 曲线 定义 为 向 量 7, 表 示 柱 面 
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的 半径 , 则 柱 面 的 数据 可 以 由 [EECRGSEC 呈 函数 直接 生成 ,” 的 驮 认 值 为 20. 如 果 
该 函数 不 返回 变量 , 则 将 直接 自动 绘制 柱 面 图 注意 ,默认 z 的 区 间 为 2 e (0,1)。 

例 2-42 假设 生成 柱 面 的 曲线 方程 为 r(z) 二 e-*/2sinz,z E (一 1,3), 试 绘制 出 该 柱 面 。 

解 可 以 先 计 算出 半径 的 向 量 , 然后 计算 出 标准 柱 面 的 数据 ,再 将 z E (0,1) 区 间 映 射 成 z € (一 1,3)， 
则 可 以 绘制 所 需 柱 面 , 如 图 2-20(b) 所 示 。 


2.6.6 等 高 线 绘制 


如 果 已 知 三 维 网 格 数据 z,g, =, 则 可 以 通过 contour() 函数 绘制 三 维 数据 的 等 高 线 ,该 

函数 的 调用 格式 为 EGGEEGGECE 时 ,其 中 ,为 等 高 线 的 条 数 , 该 函数 的 一 种 调用 格式 为 
,该 函数 返回 的 变量 为 等 高 线 的 句柄 ,C 为 等 高 线 高 度 信息 。 若 有 

了 这 些 信息 , 则 加 可 CO 有 函数 可 以 在 等 高 线 上 欠 印 出 等 高 线 信 息 。 

函数 contourf() 可 以 绘制 出 填充 的 等 高 线 图 ,而 contour3() 函数 可 以 绘制 出 三 维 等 高 线 
图 ,它们 的 调用 格式 分 别 为 EGRESEEECEE DJ 式 EOEEGIESCE |. 
例 2-43 考虑 例 2-38 中 给 出 的 分 段 函 数 , 试 绘制 其 等 高 线 图 。 
解 可 以 仿照 前 面 语句 得 出 绘图 的 数据 ,等 高 线 图 可 以 由 contour() 函数 直接 绘制 , 得 出 的 结果 如 
图 2-21(a) 所 示 。 该 函数 除了 绘图 之 外 还 将 返回 等 高 线 的 句柄 h 和 数据 C, 依赖 这 两 个 变量 即 可 以 在 


原来 的 等 高 线 图 上 登 印 等 高 线 的 数值 ,如 图 2-21(b) 所 示 。 
1 人 
一 035 
“6 © 
CS》 
ey 
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-0.6 -04 -0.2 0 02 04 0.6 -0.6 -04 -02 0 02 04 0.6 
(a) 一 般 等 高 线 曲线 (b) 带 有 高 度 信息 的 等 高 线 
图 2-21 分 段 函数 的 等 高 线 
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用 下 面 的 语句 可 以 直接 绘制 出 填充 的 等 高 线 图 和 三 维 等 高 线 图 ,如 图 2-22(a)、2-22(b) 所 示 , 其 
中 ,后 一 个 语句 中 的 30 是 指定 等 高 线 的 条 数 ,如 果 不 给 出 此 参数 ,对 本 例 来 说 等 高 线 将 过 于 稀 足 。 
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2.6.7 


-06 -04 -02 0 02 04 06 了 二 
(a) 填充 的 等 高 线 (b) 三 维 等 高 线 (30 条 线 ) 
图 2-22 填充 等 高 线 和 三 维 等 高 线 


三 维 隐 函 数 图 绘制 
前 面 介绍 的 ezplot3() 等 函数 只 能 绘制 三 维 显 函 数 曲 线 ,如 果 某 三 维 曲面 由 隐 函 数 


g(z,y,z) = 0 表示 , 则 可 以 下 载 免费 工具 ezimplot3() 绘制 其 曲面 图 形 上 9 ,该 函数 的 调用 格式 
为 ezimplot3(fun, [zm,，ZM,ymsYyMs2ms2Mj]) ,其 中 ,fun 可 以 为 匿名 函数 .字符 串 ,M 函数 ， 


也 可 
范围 
坐标 


以 是 符号 表达 式 ,其 中 字符 串 既 可 以 表示 M 函数 的 文件 名 ,也 可 以 直接 描述 隐 函 数 。 坐 标 轴 
向 量 zm,zM,ymygyM,zmyzM 的 默认 值 为 十 2r。 如 果 只 给 出 一 对 上 下 限 zm,zM, 则 表示 三 个 
均 同 样 设置 。 该 函数 的 核心 部 分 是 等 高 面 绘制 函数 。 


例 2-44 假设 某 三 维 曲线 由 隐 函 数 z(z,y,z) = zsin (8 十 22) 十 妨 cos (z 十 z) 十 zzcos (z 十 2) 二 0 表 
示 , 且 感 兴趣 的 区 域 为 z,y,z E (一 1,1), 试 绘制 其 三 维 曲面 。 
解 用 字符 串 、 符 号 表达 式 或 匿名 函数 的 方式 都 可 以 描述 原始 的 隐 防 数 , 三 者 作用 相同 。 用 下 面 语句 


就 可 
>> 


以 直接 绘制 出 该 隐 函 数 的 三 维 曲面 图 ,如 图 2-23(a) 所 示 。 

f='x*sin(y+Z 2)+y~ 2*cos (x+Z)+Z*x*cos(Z+y 2)'; % 可 以 由 各 种 方式 描述 隐 元 数 

syns x y Z; f=x*sin(y+Z 2)+y 2*cos(Xx+Z)+Z*x*#cOS(Z+y 2); % 可 以 由 符号 表达 式 描述 
f=@(x,y,2)x*tsin(y+z"2)+y 2*cos (Xx+Z)+Z*x*COSs (Z+y"2); % 匿 名 孙 数 描述 


ezimplot3(f£, [-1 1]) % 三 维 隐 函 数 曲面 绘制 
1 1 
0 0 
| = 和 
= 人 | Si 
0 0 0 0 
1 1 于 
(a) 第 一 函数 的 三 维 曲面 (b) 又 印 球面 后 的 三 维 曲面 


图 2-23 隐 函 数 三 维 曲 面 绘制 
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如 果 使 用 下 面 的 语句 还 可 以 在 原 曲面 上 梧 印 单位 球面 Z2 十 包 十 22 一 1, 如 图 2-23(b) 所 示 。 
>> fl='x~2+y~2+Z~2-1'; ezimplot3(fl,[-1 1]); % 在 现 有 图 形 上 登 印 上 球面 


2.6.8 三 维 曲面 的 旋转 
前 面 介绍 的 视角 变换 并 未 改变 曲面 的 本 身 , 只 是 通过 设置 视角 来 调整 观察 角度 。 
MATLAB 还 提供 了 曲面 本 身 的 旋转 变换 方法 , 旋转 变换 可 以 采用 rotate() 函数 实现 , 该 函数 
的 调用 格式 为 Fetate(h,v,@) ,其 中 ,bh 为 曲面 的 句柄 ,该 句柄 可 以 由 surf() 函数 直接 返回 ， 
也 可 以 在 图 形 编辑 状态 下 单 击 选 中 曲面 ,然后 由 bh=gco 命 令 提 取 。wv 为 旋转 的 基线 , 它 是 1 x 3 
的 向 量 ,存储 一 个 三 维 空间 点 ,旋转 基线 是 坐标 轴 原 点 与 该 空间 点 之 间 的 连 线 .a 是 旋转 的 角 
度 ( 单 位 为 “ 度 ”)。 如 果 想 绕 z 轴 正方 向 旋转 , 则 w=[1,0,0], 如 果 想 让 其 绕 z 轴 负 方 向 旋转 ， 
则 w=[ 一 1,0,0]。 
例 2-45 重新 考虑 例 2-38 中 给 出 的 分 段 函 数 曲面 , 试 旋转 得 出 的 曲面 。 
解 用 下 面 的 语句 可 以 重新 绘制 原 分 段 函 数 的 三 维 曲面 ,如 图 2-16 所 示 。 
>> [x,y]=meshgrid(-1:.04:1,-2:.04:2); 欠 生 成 网 格 数据 短 阵 
z=0.5457*exp(-0.75*y. 2-3.75*x. 2-1.5*x) .*(X+y>1)+... 
0.7575*exp(-y.~2-6*x.~ 2) .+((x+y>-1) & (x+y<=1))+... % 计 算 分 段 函 数 
0.5457*exp(-0.75*y. ~2-3.75*#X.~2+1.5#X) .*(X+y<=-1); h=surf (x,y,Z); % 绘 制图 形 
除了 曲面 的 绘制 之 外 , 该 函数 还 返回 了 曲面 句柄 h, 如 果 想 将 原 曲 面 沿 立轴 逆 时 针 旋转 15", 则 可 
以 给 出 下 面 的 语句 ,旋转 后 的 曲面 如 图 2-24(a) 所 示 。 
>> rot_ax=[1,0,0]; rotate(h,rot_ax,15) % 沿 Zz 轴 正 向 旋转 15° 


(a) 绕 z 轴 正 向 旋转 15? (b) 绕 (1,1,1) 空间 点 与 原点 连 线 旋转 15” 


图 2-24 曲面 旋转 的 效果 


如 果 想 让 原 曲 面 绕 原点 与 空间 点 (1,1,1) 之 间 的 连 线 旋 转 15", 则 可 以 给 出 下 面 的 语句 ,这 样 可 
以 得 出 如 图 2-24(b) 所 示 的 旋转 效果 。 
>> h=surf(x,y,z); rot_ax=[1,1,1]; rotate(h,rot_ax,15) % 沿 斜 线 旋转 15° 
下 面 可 以 用 循环 结构 给 出 原 曲 面 沿 f 轴 旋转 一 周 的 动画 演示 (每 0.02s 旋 转 1°)。 这 里 使 用 
了 axis tight 保证 旋转 过 程 中 坐标 轴 的 尺度 固定 不 变 。 值 得 注意 的 是 ,旋转 角度 应 该 填写 1, 而 不 能 
写成 i, 因 为 每 循环 一 步 都 在 原来 的 基础 上 旋转 1°。 
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>> h=surf (x,y,2); r_ax=[1 0 0]; axis tight % 先 绘制 三 维 图 ,保证 坐标 轴 尺 度 不 变 
for i=0:360，rotate(h,r_ax,1); pause(0.02) ，end 以 用 循环 结构 设 定 每 0.028 旋转 一 度 


2.7 四 维 图 形 绘制 


前 面 介绍 的 三 维 图 形 绘制 主要 描述 的 是 二 元 函数 z = 5S(z,y) 在 三 维 空间 内 的 图 形 ， 
如 果 某 三 元 函数 的 数学 表达 式 为 w = V(z,y,z), 则 需要 绘制 该 三 元 函数 的 体 视 化 (volume 
visualization ) 图 形 。 三 元 函数 在 实际 应 用 中 有 很 多 例子 ,例如 固体 内 部 的 温度 ,流体 的 流速 , 液 
体 的 浓度 分 布 等 ,这 用 普通 的 三 维 图 是 表现 不 出 来 的 , 而 直接 绘制 四 维 图 是 不 可 能 的 ,所 以 只 能 
特殊 三 维 空间 图 形 来 表示 ,再 辅 以 任意 角度 的 切面 观察 三 维 物 体内 部 函数 的 值 .这 里 的 方法 
又 称 为 体 视 化 方法 ,计算 机 断层 扫描 (computer tomography, CT) 是 用 切面 观察 三 维 物体 内 部 
结构 的 很 好 的 例子 ,当然 ,三 维 动画 演示 也 可 以 理解 成 一 种 四 维 的 图 形 , 即 三 维 曲面 随 第 四 维 
时 间 的 变化 动画 。 
可 以 用 meshgrid() 函数 生成 三 维 网 格 数据 z,y,z, 再 将 三 元 函数 的 体 数 据 V 求 出 来 ( 注 
意 应 该 采用 点 运算 计算 体 数据 ), 然后 再 调用 slice() 函数 绘制 出 感 兴 趣 的 切面 .该 函数 的 调用 
格式 为 Bice(B ,yz 9V ,其 中 ,zc,y,z,V 为 体 视 化 数据 ,zl,yi, zi 为 描述 切面 的 
数据 ,如 果 为 常数 向 量 则 表示 垂直 于 该 坐标 轴 的 切面 , 当然 这 些 切面 也 可 以 设置 为 旋转 得 出 的 
平面 甚至 曲面 , 具体 使 用 方法 将 通过 例子 演示 。 
例 2-46 已 知 某 三 元 函数 为 V(z, 妨 z) = Vz2 十 gt)/2 十 zz+y+2)/3, 试 用 体 视 化 的 方法 观察 该 三 
元 函数 ,并 给 出 切面 观察 该 函数 的 性 质 。 
解 由 于 涉及 求 平方 根 ,所 以 rz,y,z 应 该 取 非 负 值 , 可 以 通过 如 下 命令 构造 网 格 数据 ,然后 计算 出 体 视 
化 数据 信 。 分 别 选择 三 组 平行 于 坐标 轴 平 面 的 切面 ,例如 , 第 一 组 切面 定位 于 了 z 一 1,z 一 2, 第 二 组 定 
位 于 y= 二 1,y = 2, 第 三 组 设置 于 z 二 0,z = 1, 这 样 可 以 得 出 如 图 2-25 (a) 所 示 的 切面 图 。 

>> [x,y,z]=meshgrid(0:0.1:2); V=sqrt(x.~x+y.~((x+y)/2)+Z.~((x+y+Z)/3)) 3; 
slice(x,y,z,V,[1 2],[1 2], [0 1]); % 由 体 视 化 数据 绘制 切面 图 


1 1 
0 0 0 0 


(a) 平行 于 坐标 轴 的 切面 (b) 任意 指定 方向 的 斜面 
图 2-25 切面 图 的 效果 
利用 前 面 介绍 的 方法 , 先 构造 一 个 普通 平面 z = 1, 再 沿 了 轴 旋 转 45。 构造 切面 ,这 样 即 可 由 该 切 
面 提取 91,Yy1, zi 数据 , 则 可 以 由 slice() 函数 得 出 所 需 的 切面 图 ,如 图 2-25(b) 所 示 。 
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为 更 方便 地 观察 切面 图 , 则 编写 了 一 个 简易 的 图 形 用户 界 面 vol_visual4d(), 使 用 此 界面 
之 前 应 该 在 MATLAB 工作 空间 中 建立 体 视 化 数据 z,y,z,V, 这 样 就 可 以 用 下 面 格式 调用 此 函 


站 ,外 后 利用 界面 上 的 控件 直接 处 理 各 个 切面 。 


例 2-47 可 以 用 下 面 的 语句 直接 生成 例 2-46 中 的 数据 ,然后 调用 vol_visual4d() 函数 , 则 可 以 直接 
启动 此 界面 。 对 图 形 的 属性 稍 加 处 理 即 可 以 得 出 如 图 2-26 所 示 的 切面 显示 。 用 户 可 以 通过 界面 提供 
的 滚动 杆 调整 切面 的 位 置 , 也 可 以 由 检 取 框 on/off 打 开 或 关闭 某 轴 的 切面 用户 还 可 以 由 Shading 
options 下 拉 莱 单 选择 体 视 化 的 着 色 方 式 。 


DU 4D Volume Slice Interface 


2-26 切面 界面 的 效果 显示 


2.8 习 题 


(1) 启动 MATLAB 环境 ,并 给 出 语句 tic，4=rand(500) ; B=inv(A); norm(A*B-eye(500))， 
toc, 试 运行 该 语句 ,观察 得 出 的 结果 ,并 利用 help 或 doc 命令 对 你 不 熟悉 的 语句 进行 帮助 信 
息 查 询 ,逐条 给 出 上 述 程序 段 与 结果 的 解释 。 

(2) 试用 符号 元 素 工 具 箱 支持 的 方式 表达 多 项 式 f(z) = z5 十 3z4 十 4z3 十 272 十 37 十 6, 并 令 
ZT=(s 一 1)/(s 十 1), 将 jF(z) 蔡 换 成 s 的 函数 。 
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(16) 
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(20) 
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(22) 


试 对 任意 整数 化 简 表 达 式 sin(krt 十 /6)。 

试 求 出 无 理 数 V2, WV1l,sin1°,e?,lIn(21),logo(e) 的 前 200 位 有 效 数字 。 

如 果 想 精确 地 求 出 lg(12345678), 试 判断 下 面 哪个 命令 是 正确 的 
vpa(log1i0(sym(12345678))), @vpa(synm(log10(12345678))) 

i Se 属 1 一 2sinacosaw 1 一 tana 

试 证 明 恒等式 @er+1=0,@ 和 

车 f(z) ==22 一 Zz 一 1, 试 求 有 (f(J(F(f(f(F(F(f(J(2z))))))))。 如 果 结果 是 多 项 式 ,多 项 式 的 最 
高 阶 次 是 多 少 ? 

可 以 由 A=rand(3,4,5,6,7,8,9,10,11) 命令 生成 一 个 多 维 的 伪 随 机 数 数组 。 试 判定 一 共生 
成 了 多 少 个 随机 数 ,这 些 随机 数 的 均值 是 多 少 。 


已 知 数学 函数 f(z) = 0 一 tanz, 试 求 出 复合 函数 f(g(z)) 和 9g(j(z))。 


由 于 双 精 度数 据 结构 有 一 定 的 位 数 限制 ,大 数 的 阶乘 很 难保 留 足够 的 精度 。 试 用 数值 方法 和 
符号 运算 的 方法 计算 并 比较 C30, 其 中 ,C= ml/ (nl(m 一 n)!)。 符 号 运算 工具 箱 还 提供 了 十 
数 nchoosek() 专门 计算 组 合 问题 ,其 格式 为 nchoosek(sym(m) ,n)。 
试 求 出 121 与 12039287653026128192934 的 最 大 公约 数 。 
试 求 下 面 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 式 。 
P(z) = z5 十 10z4 十 34z3 十 52z2 十 37z 十 10，Q(z) = z5 十 15z4 十 79z3 十 177z2 十 172z 十 60 
试 列 出 不 超过 1000 的 所 有 可 以 被 11 整 除 的 正 整 数 , 并 找 出 [3000,5000] 区 间 内 所 有 可 以 被 11 
整除 的 正 整数 。 
试用 循环 结构 找 出 1000 以 下 所 有 的 质数 。 
试 生成 一 个 100 x 100 的 幻 方 矩 阵 , 找 出 其 中 大 于 1000 的 所 有 元 素 ,并 强行 将 它们 置 成 0。 
试 生成 一 个 1000 x 1000 的 幻 方 矩 阵 ,能 找 出 34438 这 个 元 素 在 哪 行 哪 列 吗 ? 
区 间 [1,1000000] 内 总 共有 多 少 个 质数 ? 试 求 出 所 有 这 些 质数 的 乘积 ,判断 这 个 乘积 有 多 少 位 
十 进 制 数 ,并 测试 一 下 执行 这 些 语句 的 总 耗 时 。 
用 MATLAB 语句 输入 矩阵 4 和 媚 

2 二 3j 3 寸 3 4 二 二 于 要 


TH 2 3 至 

第 区 流入 

“| 3 4 中 三 
:人 要 时 3+3j 2+3j 4 二村 1+ 才 
前 面 给 出 的 是 4 x 4 抵 阵 ,如 果 给 出 4(5,6) = 5 命令 将 得 出 什么 结果 ? 

假设 已 知 矩 阵 A, 试 给 出 相应 的 MATLAB 命 令 , 将 其 全 部 偶数 行 提 取出 来 , 赋 给 妃 和 矩阵 , 用 
A 一 magic(8) 命令 生成 入 矩阵 ,用 上 述 的 命令 检验 一 下 结果 是 不 是 正确 。 
编写 一 个 矩阵 相 加 函数 mat_add() ,使 其 具体 的 调用 格式 为 4=mat_add(41,42,43，……)， 
要 求 该 函数 能 接受 任意 多 个 矩阵 进行 加 法 运算 。 


4+dj 3 十 2 2+3j 1+ 雪 


1+ 必 2+3j 3+g 


h, wD 
用 MATLAB 语言 实现 下 面 的 分 段 函 数 y = f(z) = h/Dz, |zI<D 
一 各 普天- 一 由 


63 
用 数值 方法 可 以 求 出 S = 2i 二 1 十 2 十 4 十 8 十 … 十 22 十 263, 试 不 采用 循环 的 形式 求 出 和 
i=0 
式 的 数值 解 。 由 于 数值 方法 采用 double 形式 进行 计算 ,难以 保证 有 效 位 数字 ,所 以 结果 不 一 定 
精确 。 试 采用 符号 运算 的 方法 求 该 和 式 的 精确 值 。 
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试 编写 一 个 MATLAB 函数 ,其 调用 格式 为 有 =mat_roots(AA,n), 其 中 ,AA 为 方 和 矩阵 ,n 为 整 
数 , 太 为 单元 数组 ,使 得 每 一 单元 存储 矩阵 入 的 一 个 n 次 方 根 。 

自己 编写 一 个 MATLAB 函数 ,使 它 能 自动 生成 一 个 由 X 叹 的 Hankel 矩 阵 ,并 使 其 调用 格式 为 
v=[hi, ho, hm, hm+1,*** ,hm-_1]; 五 =myhankel(v)。 

例 2-15 中 演示 了 gcd() 与 1cm() 函数 , 可 以 找 出 两 个 数 的 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 ,不 过 这 两 
个 函数 的 缺陷 是 只 能 处 理 两 个 输入 变量 , 试 编写 扩展 函数 gcds() 与 1cms(), 使 它们 可 以 一 次 
性 处 理 任意 多 个 输入 变量 。 

已 知 Fibonacci 序 列 可 以 由 式 ak 二 ak_1 十 ak-2, 大 一 3,4,…… 生成 ,其 中 , 初 值 为 ai = aa = 1， 
试 编 写 出 生成 某 项 Fibonacci 数 值 的 MATLAB 函数 ,要 求 : 

@ 函数 格式 为 g=fib(K) ,给 出 大 即 能 求 出 第 大 项 ak 并 赋 给 8 向 量 ; 

回 编写 适当 语句 ,对 输入 输出 变量 进行 检验 , 确保 函数 能 正确 调用 ; 

回 利用 递归 调用 的 方式 编写 此 函数 。 

已 知 某 选 代 序列 zn+1i = Zn/2 十 3/(2zn),zli = 1, 并 已 知 该 序列 当 n 足 够 大 时 将 趋 于 某 个 固定 
的 常数 , 试 选择 合适 的 n, 求 该 序列 的 稳 态 值 (达到 精度 要 求 10-14) ,并 找 出 精确 的 数学 表示 。 
试 求 8 一 让 (1 上 + 2/n2) ,使 计算 精度 达到 e = 10-12 级 。 


若 某 个 三 位 数 ,每 位 数字 的 三 次 方 的 和 等 于 其 本 身 , 则 称 其 为 水 仙 花 数 , 试 找 出 所 有 水 仙 花 数 。 
试 计算 扩展 Fibonacci 序 列 的 前 300 项 ,其 中 ,T(n) =Tm -ITJ+T 一 2)+TOm 一 3),m = 
4,5,…, 且 初 值 为 T(1) 二 T(2) = T(3) = 1。 
已 知 arctan(z) = 二 2 一 23/3 十 25/5 一 27/7 十 …。 取 Zz 二 1, 则 立即 得 出 下 面 的 计算 式 
se 
[| 

试 利用 循环 累加 方法 计算 出 圆周 率 元 的 近似 值 ,要 求 精度 达到 10-6。 
试用 下 面 的 方法 编写 循环 语句 函数 近似 地 用 连 乘 的 方法 计算 x 值 , 当 磁 法 因子 |5 一 1| < 10-6 
时 停止 循环 ,如 果 再 缩小 误差 限 能 得 到 更 精确 的 元 值 吗 ? 试 比较 哪 种 方法 更 高 效 ,用 其 在 双 精 

数据 结构 下 能 得 到 的 最 精确 的 Tt 值 是 多 少 。 
a 0 Ee 8 ,3 a VI ri 

2 2 2 


试用 下 面 两 种 方法 求解 代数 方程 flz) = 2?2sin(0.17 十 2) 一 3 二 0。 

@@ 二 分 法 。 若 在 某 个 区 间 (a,5b) 内 ,f(a)f(b) < 0, 则 该 区 间 内 存在 方程 的 根 。 取 中 点 ZT1 = 
(a 十 0)/2, 则 可 以 根据 f(z1) 和 f(a), f(b) 的 关系 确定 根 的 范围 ,用 这 样 的 方法 可 以 将 区 间 的 长 
度 减 半 。 重 复 这 样 的 过 程 , 直 至 区 间 长 度 小 于 预先 指定 的 e, 则 可 以 认为 得 出 的 区 间 端 点 是 方程 
的 解 。 令 e 二 10-10, 试 用 二 分 法 求 区 间 (一 4, 0) 内 方程 的 解 。 

@ Newton-Raphson 迭代 法 。 假 设 该 方程 解 的 某 个 初始 猜测 点 为 zn, 则 由 梯度 法 可 以 得 出 下 
一 个 近似 点 Zn+1 = Zn 一 了 (Zn)/f(Zn)。 若 两 个 点 足够 近 , 即 |znti 一 Zn| <e, 其 中 ,6 为 预先 指 
定 的 误差 限 , 则 认为 zn+l 是 方程 的 解 ,否则 将 zn+i 设 置 为 初 值 继续 搜索 ,直至 得 出 方程 的 解 。 
令 zo 一 一 4,e 一 10-12, 试 用 Newton-Raphson 和 迭代 法 求解 上 面 的 方程 。 

试 将 100 x 100 的 幻 方 给 阵 的 第 二 到 第 33 列 存 入 Excel 文 件 。 
著名 的 Mittag-Lefaer 函数 的 基本 定义 为 


FoO= 六 Ta 
学 T(ak+1) 
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其 中 ,(z) 为 Gamma 函数 ,可 以 由 gamma(T) 函数 直接 计算 。 试 编写 出 MATLAB 函数 ,使 得 其 
调用 格式 为 了 =-mymittag(a,z,e) 其 中 ,e 为 用 户 允 许 的 误差 限 ,其 默认 值 为 e 二 10-6,z 为 已 
知 数 值 向 量 。 利 用 该 函数 分 别 绘制 出 a 二 1 和 a 二 0.5 的 曲线 。 
Chebyshev 多 项 式 的 数学 形式 为 
Ti(z)=1, T(z)= 2, (7) 三 277 1(z) — Th 2(2), n= 3,4,5,.. 

试 编写 一 个 递归 调用 函数 来 生成 Chebyshev 多 项 式 ,并 计算 Tio(z)。 写 出 一 个 更 高 效 的 
Chebyshev 多 项 式 生 成 函数 ,并 计算 Tao(z)。 
由 给 阵 理论 可 知 ,如 果 一 个 短 阵 RM 可 以 写成 lM = A+BCBT, 并 且 其 中 A,B,C 为 相应 阶 
数 的 矩阵 , 则 M 给 阵 的 北 和 给 阵 可 以 由 下 面 的 算法 求 出 

M-!1=(A+BCBT) =4-1-4-1B(C-1+BT4-1B)- BT74-1 

试 根 据 上 面 的 算法 用 MATLAB 语句 编写 一 个 函数 对 矩阵 RM 进行 求 逆 ,通过 如 下 的 测试 

和 抵 阵 来 检验 该 程序 ,并 和 直接 求 逆 方法 进行 精度 上 的 比较 


-1 -1 -1 1 0 王 和 和 淮 册 
-2 0 0 -1 0 G3000 
一 1 
-1 -1 0 侦 0 和 ' 慑 ' 雪 要 
-4 -3 -3 -1 3 0000 4 
本 1 -1 1 -ll 一 
i 二 1 -1 0 0 一 1 
= ys =I0 贡 0 0 1 
和 1 0 -1 -1 0 
' 省 利 大 性 0 1 -1 0 1 
3 . 
已 知 选 代 模 型 { etl ek 1 zh 试 写 出 求解 该 模型 的 ML 函数。 如 果 取 选 代 初 值 为 
Yk+1 = ok， 


zo 二 0,Vo 二 0, 那么 请 进行 30000 次 办 代 求 出 一 组 2 和 向量 ,然后 在 所 有 的 和 yi 坐标 处 
点 亮 一 个 点 (注意 不 要 连 线 ), 最 后 绘制 出 所 需 的 图 形 。( 提 示 : 这 样 绘制 出 的 图 形 又 称 为 Hénon 
引力 线 图 , 它 将 兴 代 出 来 的 随机 点 吸引 到 一 起 ,最 后 得 出 貌似 连贯 的 引力 线 图 ) 
试 绘制 下 面 的 函数 曲线 。 

© f(z7)= zsinz,z €(—50,50), ® f(z)= zsinl/z,z € (—1,1)。 
用 MATLAB 语言 的 基本 语句 显然 可 以 立即 绘制 一 个 正三 角形 。 试 结合 循环 结构 ,编写 一 个 小 
程序 ,在 同一 个 坐标 系 下 绘制 出 该 正三 角形 绕 其 中 心 旋转 后 得 出 的 一 系列 三 角形 ,还 可 以 调整 
旋转 步 距 观察 效果 。 
假设 某 宕 级 数 展开 表达 式 为 人 
f(z) -Ga 

如 果 入 足够 大 , 则 乱 级 数 (Z) 收 全 为 菜 个 函数 f(T)。 试 写 出 一 个 MATLAB 程 序 ,绘制 出 
ZE (0, Tt) 区 间 的 f(z) 的 函数 曲线 ,观察 并 验证 flz) 是 什么 样 的 函数 。 
试 在 区 间 一 50 < z,y < 50 内 绘制 Zsinz 十 Ysiny 一 0 的 曲线 。 
选择 合适 的 步 距 绘制 出 图 形 sin 1/t, 其 中 ,te (一 1,1)。 
分 别 选 取 合 适 的 0 范围 ,绘制 出 下 列 极 坐 标 图 形 : 
Op=1.001302，@p=cos70/2，@p=sinb/0，@p=1 一 cos370 
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(45) 用 图 解 的 方式 求解 下 面 联 立 方程 的 近似 解 : 


{ T+ = 37y { @— (z+y) +x/2 sin(57 + 2y)=0 


32 = yy, (CB i 


(46) Lambert W 函数 是 一 个 常用 的 函数 ,其 数学 形式 为 W(z)eWw(*) = z, 试 绘制 其 函数 曲线 。 
(47) 给 定 参 数 方程 z 二 sint,y = sinat,z 二 sin 以 ,针对 下 面 的 有 理 数 与 无 理 数 a,b 取 值 , 试 绘制 出 


对 应 的 二 维 、 三 维 Lissajous 图 形 ,例如 可 以 选择 a 二 1/2,b 二 1/3, Oa= V2,b= V3。 


(48) 试 绘制 下 列 参数 方程 的 三 维 表面 图 四 


OZ = 2sin? wu cos? 各; 著 三 2sinusin?v,z = 2cosusin? v, —Nn/2 < u,v < /2, 


@T=u— /3tu y=/3+v,2= ,2 < uv < 2 


(49) 请 分 别 绘制 出 zy,sinzy 和 e2?/(**+y) 的 三 维 图 和 等 高 线 。 
(50) 假设 某 圆 锥 的 顶点 为 (0,0,2), 其 底面 为 平面 2 二 0, 且 底 圆 半 径 为 1, 试 绘制 其 表面 图 。 
(51) 在 图 形 绘制 语句 中 , 若 函 数值 为 不 定式 NaN, 则 相应 的 部 分 不 绘制 出 来 。 试 利用 该 规律 绘制 


2 一 sinzy 的 表面 图 ,并 剪 切 下 z2 十 2 < 0.52 的 部 分 。 


(52) 试 绘制 函数 的 三 维 表面 图 f(z,y) = sn Vz2 十 凶 /Vz2 十 内 ,-8 和 zy 和 8。 
(53) 某 竖 直 柱 面 可 以 由 参数 方程 z = rsinu,3 二 TCOSU,z 一 也 描 述 , 半 径 为 r。 如 果 交 换 了 与 z 轴 ， 


则 可 以 得 出 Zz 轴 方向 的 柱 面 , 试 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 不 同方 向 不 同 半 径 的 柱 面 。 


(54) 试 绘制 下 面 函 数 的 表面 图 和 等 高 线 图 ,还 可 以 使 用 surfc()、surf1() .waterfall() 等 函数 并 


观察 效果 。 
z=2y, @z=sin72y, Oz= (7— 1/[(z—1)+y)], Oz=—rye 2 +), 


(55) 试 绘制 出 三 维 隐 通 数 (Z2 十 TY 十 ZZ)e 习 十 22yz 十 sin(z 十 Yy 十 22) 二 0 的 曲面 。 
(56) 试 绘制 两 个 曲面 22 十 如 十 22 = 64,y 十 2 二 0 并 观察 其 交 线 。 
(57) 试 绘制 下 面 三 元 函数 的 体 视 化 切面 图 。 


SE 


OV(z,y,2) = Ve + el(®+t) -ry + eletyts)/3-ey, OV(z,Yy,2) = Y- 
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第 3 章 微 积分 问题 的 计算 机 求解 


Isaac Newton(1643-1727) 和 Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716) 创 立 的 微 积分 学 是 很 
多 科学 分 支 的 基础 , 单 变量 与 多 元 函数 微 积分 、 函 数 极限 、 级 数 求 和 、Taylor 级 数 展开 、Fourier 级 
数 展开 、 常 微分 方程 等 问题 直接 求解 是 微 积分 学 的 重要 内 容 .MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 可 以 
直接 求解 这 样 问题 的 解析 解 . 本 章 3.1 节 中 给 出 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 函数 的 单 边 、 
多 边 极限 问题 及 多 元 函数 极限 问题 的 求解 方法 ,3.2 节 介绍 各 种 微分 问题 的 计算 机 求解 方法 ， 
3.3 节 介绍 各 种 积分 问题 的 解析 求解 方法 .3.4 节 将 介绍 给 定单 变量 函数 与 多 元 函数 的 Taylor 震 
级 数 展开 、 给 定 函数 的 Fourier 级 数 逼 近 方 法 ,并 利用 MATLAB 的 绘图 功能 研究 有 限 项 拟 合 的 
拟 合 效果 和 适用 范围 ;还 介绍 一 般 级 数 的 求 和 与 求 积 方法 等 。3.5 节 中 将 介绍 的 两 类 曲线 积分 和 
两 类 曲面 积分 及 其 MATLAB 求解 方法 补充 了 微 积分 学 的 计算 机 求解 方式 , 这 部 分 内 容 大 部 分 
均 应 该 是 解析 求解 和 解析 推导 ,属于 计算 机 代数 研究 的 领域 ,用 传统 的 数值 分 析 方 法 是 不 能 求 
解 的 对 不 熟悉 计算 机 代数 系统 开发 的 读者 来 说 ,用 C 这 样 的 底层 语言 直接 进行 解析 解 推导 有 
极 大 难度 , 必须 使 用 计算 机 数学 语言 完成 这 类 问题 的 分 析 与 求解 .通过 这 几 节 内 容 的 初步 学 习 ， 
读者 可 能 会 发 现 借助 计算 机 去 求解 曾 令 很 多 学 生 望 而 生 基 的 吉米 多 维 奇 ( 数 学 分 析 习 题 集 》 叫 
中 的 绝 大 部 分 计算 问题 变 得 轻而易举 。 

在 实际 科学 与 工程 研究 中 , 微 积分 问题 解析 求解 有 时 也 面临 困难 。 例 如 , 若 函 数 本 身 未 知 ， 
只 由 科学 实验 测 出 的 一 些 实验 数据 , 则 无 法 用 推导 的 方式 通过 数据 对 其 代表 的 函数 求 导 或 求 积 
分 ,而 需要 通过 数值 的 方式 进行 数值 微 积分 运算 .3.6 节 中 将 单 变 量 与 多 元 函数 的 数值 微 积分 计 
算 问题 ,在 实际 应 用 中 还 有 很 多 函数 积分 的 解析 解 不 存在 ,所 以 需要 通过 数值 积分 的 算法 进行 
近似 。3.7 节 中 将 介绍 用 数值 算法 求 取 函 数 积分 及 重 积分 问题 的 求解 方法 。 

作为 本 章 内 容 的 补充 , 8.2 节 将 介绍 基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 方法 ; 如 果 微 积分 的 阶 次 可 
以 选择 为 非 整数 , 还 可 以 引入 一 个 新 的 学 科 一 一 分 数 阶 微 积分 学 .本 书 10.6 节 将 系统 介绍 分 数 
阶 微 积分 学 问题 及 其 MATLAB 求解 方法 。 

3.1 极限 问题 的 解析 解 

应 用 MATLAB 语 言 的 符号 运算 工具 箱 , 可 以 很 容易 地 求解 极限 问题 ,微分 问题 .积分 问题 
等 微 积 分 基本 问题 .利用 本 节 和 后 面 两 节 介绍 的 方法 ,读者 应 该 能 立即 具备 依赖 MATLAB 语言 
及 其 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 强大 函数 直接 求解 一 般 微 积分 运算 问题 的 能 力 。 本 节 主 要 侧重 各 
种 极限 问题 的 求解 方法 , 包括 单 变量 极限 、 单 边 极 限 和 多 重 极 限 等 问题 。 
3.1.1 单 变量 函数 的 极限 

假设 已 知 函 数 f(z), 则 极限 问题 的 一 般 描述 为 

L= lim f(z) (3-1-1) 


Ea] 
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其 物理 意义 是 当 自 变 量 z 无 限 接近 zo 时 函数 f(z) 的 取 值 ,其 中 ,ro 可 以 是 一 个 确定 的 值 , 也 可 
以 是 无 穷 大 ,例如 z 一 co 对 某 些 函数 来 说 , 还 可 以 如 下 定义 单 边 极 限 ( 或 称 左右 极限 ) 问 题 。 
五 = lim f(z), 或 [2= lim f(z) (3-1-2) 
了 -了 0 IHTO 


前 者 表示 z 从 左 侧 趋 近 于 zo 点 ,所 以 又 称 为 左 极 限 ,后 者 相应 地 称 为 右 极限 极限 问题 在 
MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 可 以 使 用 1imit() 函数 直接 求 出 ,该 函数 的 调用 格式 为 


在 求解 之 前 应 该 先 声 明 自 变量 z, 再 用 符号 表达 式 的 形式 定义 原 函 数 / 若 zo 为 co, 则 可 以 
用 inf 直接 表示 。 如 果 需 要 求解 左右 极限 问题 ,还 需要 给 出 ,1eft' 或 'right' 选项 。 

如 果 函 数 中 只 有 一 个 符号 变量 , 则 可 以 在 调用 语句 中 忽略 该 变量 。 由 symvar() 函数 可 以 提 
取出 符号 表达 式 中 符号 变量 的 列表 ,该 函数 的 调用 格式 为 基地. 

下 面 将 通过 例子 演示 MATLAB 求解 极限 的 方法 。 


例 3-1 先 考 虑 一 个 非常 简 单 问题 的 求解 :limsinz/z。 


解 学 过 微 积分 的 人 都 知道 该 极限 为 1。 可 以 用 这 个 例子 来 演示 本 书 介 绍 的 三 步 求解 方法 : 

@ 了 解 该 极限 的 含义 ;@ 将 问题 用 MATLAB 描述 出 来 ;@ 调用 MATLAB 函数 求解 。 

即使 对 没有 学 过 极限 的 概念 读者 而 言 , 也 可 以 用 语言 解释 明白 函数 极限 的 物理 意义 ,就 是 当 
ZZ 接近 0 时 sinz/z 函数 接近 的 值 一 这 就 很 自然 地 完成 了 三 步 求 解 方法 中 的 第 一 步 。 第 二 步 需要 
做 的 是 先 声明 符号 变量 z, 再 将 函数 sinz/z 表 示 出 来 , 第 三 步 ,调用 limit() 函数 求 极限 的 值 。 用 
MATLAB 语句 可 以 直接 求解 原 问题 ,得 出 其 解 为 1。 


由 于 在 符号 表达 式 钱 中,z 为 标量 型 符号 变量 , 所 以 没有 必要 使 用 点 运算 。 另 外 由 于 z 是 唯一 变 
量 ,所 以 该 问题 可 以 更 简单 地 用 下 面 的 语句 直接 求解 


例 3-2 试 求解 极限 问题 lim z (1 + a/z)” sin(b/z)。 

解 利用 MATLAB 语言 ,应 该 首先 声明 a,b 和 2 为 符号 变量 , 然后 定义 函数 或 序列 表达 式 ,最 后 调用 
limit() 函数 求 出 给 定 函数 的 极限 ,得 出 的 极限 为 eab。 从 下 面 的 语句 看 ,求解 这 样 的 问题 和 例 3-1 对 
用 户 来 说 一 样 简单 。 


本 例 中 由 v=symvar(f) 命令 得 出 o 为 向 量 [a,b,z], 故 调用 1imit() 函数 时 不 能 略 去 z 变 量 。 
例 3.3 试 求解 单 边 极 限 问题 lm “一!  。 
z+0+ 1—cosVi— sinz 


解 利用 MATLAB 语言 的 limit() 函数 ,可 以 容易 地 求 出 单 边 极限 为 12。 


用 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 (一 0.1,0.1) 区 间 的 函数 曲线 ,如 图 3-1 所 示 。 
>> x0=-0.1:0.001:0.1; x0=x0(x0~=0); y0=f(x0); plot (x0,y0,0,c,'o0') 
可 见 ,对 这 个 例子 来 说 ,即使 使 用 1imit(f,z,0) 命令 也 能 求 出 函数 极限 值 是 12。 
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12.015 


12.01 


12.005 


11.995 
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 


图 3-1 zx 三 0 附近 的 曲线 
回顾 原始 问题 ,其 中 采用 一 0+ 是 因为 它 可 以 保证 根 号 内 的 值 为 非 负数 。 事 实 上 ,即使 是 负数 ， 
cosja = (es 十 er)/2 也 是 有 定义 的 , 且 其 结果 为 实数 。 这 对 本 问题 没有 影响 。 但 对 某 些 分 段 函 数 来 
说 , 单 边 极限 是 不 同 的 。 
若 关 于 某 点 a 函数 f(t) 的 左右 极限 相同 , 则 该 点 称 为 第 一 类 间断 点 , 否则 称 为 第 二 类 间断 
点 下面 的 例子 演示 一 个 简单 的 第 二 类 间断 点 问题 。 
例 3-4 试 分 别 求 出 tant 函数 关于 /2 点 处 的 左右 极限 。 


解 由 下 面 命令 可 以 分 别 求 出 函数 的 左右 极限 ,分 别 为 L1 = oo 和 To = 一 00。 
>> syms t; f=tan(t); Li=limit(f,t,pi/2,'left'), L2=1imit(f,t,pi/2,'right') 


os 
例 3-5 试 求 出 序列 的 极限 lim Vit, 


解 序列 极限 的 求解 方法 与 函数 极限 完全 一 致 : 先 声 明 符号 变量 ,然后 用 符号 表达 式 描 述 序 列 ,最 后 
调用 limit() 函数 直接 求解 。 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 此 序列 的 极限 等 于 0。 
>> syms n; f=n`"(2/3)*sin(factorial(n))/(n+l); F=limit(f,n,inf) % 直接 计 算 极限 


1 nf/T ,2 
便 35 议 过 出 籽 限 te ( 远 +1) 5) Ee (8 二 艺 ). 


解 该 极限 表达 式 既 包括 序列 又 包括 函数 ,但 这 丝毫 未 给 求解 带 来 任何 困难 ,可 以 声明 两 个 符号 变 
量 ,由 和 z, 这 样 用 下 面 语 句 可 以 直接 得 出 问题 的 极限 为 ez/(z2 十 1)。 该 极限 问题 的 求解 容易 程度 对 
用 户 来 说 也 与 sin z/z 极限 相仿 。 
>> syns x n; f=n*atan(1/(n*(x 2+1)+x))*tan(pi/4+x/2/n)“n; limit(f,n,inf) 
对 序列 极限 而 言 ,一 般 没有 必要 将 符号 变量 n 设 置 为 整数 型 符号 变量 。 
3.1.2 区 间 函 数 的 极限 运算 
在 引入 区 间 函 数 概念 之 前 先 讨论 一 下 下 面 的 例子 。 
例 3-7 试 求 出 lim z" 和 lim z"。 
解 早期 的 符号 运算 工具 箱 没有 办 法 解决 此 问题 ,新 版 的 MATLAB 符 号 运算 工具 箱 由 于 支持 分 段 函 
数 ,所 以 可 以 较 好 地 解决 此 类 问题 ,具体 的 语句 如 下 
>> syms x n real; f=x°n; Li=limit(f,n,inf), L2=limit(f,x,inf) 
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得 出 的 结果 均 为 分 段 函 数 ,其 中 ,了 2 的 描述 为 piecewise([m 一 = 0,1] ,[0 <n,Inf],[n < 0,0])， 
这 两 个 极限 的 结果 可 以 解读 成 (其 中 ,Zi 结果 最 末 一 个 条 件 似乎 有 误 ,应 该 包括 z=0, 即 -1<Z<1) 


用 -| 
1, n=0 
|) oo， >1 ee. 
-| 无 级 限 ，z< 二 1 人 本 2 
0, 0<z<1 或 -1<z<0， 


有 些 函数 ,如 sinz, 在 z 一 co 的 极限 是 不 存在 的 ,但 可 以 通过 MuPAD 函 数 的 选项 求 取 其 
极限 范围 , 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 调用 MuPAD 底层 函数 求解 相关 问题 


其 中 ,feval() 函数 可 以 直接 通过 符号 运算 引擎 symengine 调用 MuPAD 的 底层 函数 1imit()， 
其 变 元 为 MuPAD 写法 。 


例 3-8 假设 ab > 0, 试 求 出 f(t) = asin8z? 十 bcos(2z 一 2) 函数 在 z 一 oo 时 极限 的 区 间 。 
解 利用 底层 的 MuPAD 命令 可 以 解 出 该 极限 的 区 间 为 (a 一 b,a 十 b)。 


MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 新 引擎 一 一 MuPAD 支持 分 段 函数 的 使 用 ,分 段 函数 的 描述 需 
要 通过 底层 MuPAD 语句 来 实现 , 这 对 一 般 MATLAB 使 用 者 来 说 可 能 不 方便 ,所 以 可 以 编写 一 
个 接口 函数 piecewise() 来 定义 分 段 函数 


该 函数 的 调用 格式 为 EECSRSGCAERTRSE2 ,其 中 , 答 入 变量 var 应 该 成 对 出 现 ， 
都 应 该 由 字符 串 给 出 ,前 面 一 个 是 条 件 ,后 面 一 个 是 该 条 件 下 的 函数 表达 式 , 其 中 条 件 中 的 逻辑 
运算 应 该 由 关键 词 and、or 和 not 来 表示 。 

该 函数 使 用 了 try，catch 结构 ,确保 输入 变量 成 对 出 现 , 否则 将 给 出 错误 信息 ,由 于 生成 
的 字符 串 最 后 一 个 字符 是 多 余 的 逗号 ,所 以 使 用 end-1 下 标 舍 弃 它 。 


例 3.9 考虑 例 2.29 的 忽 和 非 线性 函 吉 y 二 { ll1sign(z)，|z| > 11 试 绘制 其 曲线 。 

2 lz| < 1.1 
解 可 以 首先 描述 分 段 函 数 ， 然后 绘制 该 函数 曲线 ,其 结果 与 例 2.29 中 的 完全 一 致 . 值 得 指出 的 是 ,由 
于 符号 运算 本 身 的 局 限 性 ,分 段 函 数 定义 的 符号 表达 式 不 能 用 ezplot() 函数 直接 绘制 


如 果 |z| < 1.1 在 数学 上 表示 成 一 1.1 < z < 1.1, 也 可 以 将 其 理解 成 之 一 1.1 且 zx < 1.1, 这 时 相 
应 的 字符 囊 表示 应 该 为 'z>= 一 1.1 and z<=1.1'。 
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3.1.3 多 元 函数 的 极限 


多 元 函数 的 极限 分 为 两 类 极限 问题 : 一 类 是 累 极限 ; 另 一 类 是 重 极限 .假设 有 二 元 函数 
jz, 引 ,该 函数 的 累 极 限定 义 为 


A ea 


其 中 ,zo, yo 既 可 以 是 数值 也 可 以 是 函数 ,在 MATLAB 下 ,函数 的 累 极限 可 以 通过 下 面 的 语句 
直接 求 出 ,该 函数 嵌 套 地 使 用 了 1imit() 函数 


yF00 |zo31/VTy 到 


解 由 于 涉及 VYy, 在 MATLAB 下 应 该 假设 8 为 正 数 (早期 版 本 无 须 指出 ), 所 以 本 例 中 的 问题 可 以 用 
下 面 的 语句 直接 解 出 ,其 极限 值 为 en 。 


村 -| 二 a232 
例 3-10 二 求 出 二 元 本 族 果 术 限 lin, | lim eV 47 3 (+ 点 ) | 


除了 累 极限 之 外 ,还 可 以 定义 出 函数 的 重 极 限 
L= lim f(z,y) (3-1-4) 
zz0 
可。 


在 一 般 情 况 下 ,如 果 两 个 累 极 限 的 值 相等 , 则 函数 的 重 极限 很 可 能 等 于 这 个 值 .另外 ,也 可 
能 出 现 这 两 个 语句 都 可 以 执行 且 得 出 不 同 结果 的 情形 , 或 二 者 相同 但 双重 极限 不 存在 的 情形 ， 
使 用 时 应 慎重 , 可 以 尝试 从 不 同 的 方向 趋 近 目标 , 观察 是 否 能 得 出 一 致 结论 。 


例 3-11 试 求 二 重 极限 ”lim (za) 
z 一 co NIZ 十 9 
2 一 oo 


解 该 函数 的 两 个 累 极限 可 以 由 下 面 语句 求 出 , 均 为 0, 一 般 可 以 认为 原 函 数 的 二 重 极限 也 为 0。 为 慎 
重 起 见 ,当然 还 可 以 加 入 其 他 方向 的 极限 来 验证 ,如 Z 态 ,y 下 22 等 ,都 将 给 出 一 致 的 结论 。 


例 3-12 斌 判断 重 极限 lim -35 是否 存在 。 

z 一 0 72 十 久 2 

2 一 0 
解 如 果 想 真正 从 理论 上 计算 出 某 个 函数 的 重 极限 是 很 困难 的 事 , 国 为 要 考虑 到 所 有 方向 上 的 累 极 
限 。 相 比 之 下 , 要 指出 重 极限 不 存在 则 容易 得 多 , 国 为 只 要 证 明 某 两 个 方向 上 的 累 极限 不 同 即 可 。 例 
如 ,假设 Y = rz,r 为 符号 变量 ,而 累 极 限 又 和 有 关 , 则 足以 说 明 原 问题 的 重 极限 不 存在 。 对 本 问题 
而 言 可 以 由 下 面 的 语句 求 出 累 极限 。 


这 样 得 出 的 结果 为 卫 一 r/(r2 十 1), 是 与 r 有 关 的 ,所 以 重 极限 不 存在 。 
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3.2 ”函数 导数 的 解析 解 


3.2.1 范 数 的 导数 和 高 阶 导数 
如 果 函 数 可 以 描述 为 y = f(z), 则 该 函数 对 自 变量 z 的 一 阶 导 数 的 定义 为 
jr) 1 下 A 本 一 加 
A Az 
函数 对 z 的 二 阶 导数 就 是 尹 (z) 对 z 的 导数 ,类 似 地 ,还 可 以 定义 出 函数 的 高 阶 导数 。 
如 果 函 数 和 自 变量 都 已 知 , 且 均 为 符号 变量 , 则 可 以 用 diff() 函数 解 出 给 定 函数 的 各 阶 导 
数 。diff() 函数 的 调用 格式 为 IE 斌 汪汪/ ,其 中 , /为 给 定 函 数 ,> 为 自 变量 ,这 两 个 变量 
均 应 该 为 符号 型 的 ,n 为 导数 的 阶 次 , 若 省 略 n 则 将 自动 求 取 一 阶 导数 ;如果 了 表达 式 中 只 有 一 
个 符号 变量 , 还 可 以 省 略 变量 z。 
sinz | 
pe dz4 “ 
解 这 是 本 书 开 始 时 给 出 的 第 二 个 例子 。 可 以 首先 声明 z 为 符号 变量 ,再 用 MATLAB 语句 描述 原 函 
数 ,然后 调用 diff() 函数 就 能 直接 得 出 函数 的 一 阶 导数 。 
>> syns x; f(x)=sin(x)/(x 2+4+X+3); f1=diff(f) 
可 以 得 出 如 下 的 结果 


(3-2-1) 


例 3-13 给 定 函 数 /lz) 


COST (2z 十 4)sinz 
f(s) = rt (B44 +3) 
由 ezplot() 流 数 可 以 直接 绘制 出 原 函 数 与 得 出 一 阶 导 数 函 数 的 曲线 ,如 图 3-2 所 示 。 
”>> ezplot(f, [0,5])，hold on; ezplot(f1, [0,5]) % 在 相同 坐标 系 下 绘制 原 范 数 及 其 导数 


0.15 


djf(z)/dz 


o 


和 a 2 3 4 本 
图 3-2 函数 及 其 一 阶 导数 图 示 
原 函 数 的 四 阶 导数 可 以 直接 由 下 面 的 语句 求 出 ,该 结果 在 例 1-2 中 已 经 给 出 ,这 里 不 再 黄 述 。 
”>> f4=diff(f,x,4); latex(f4)  % 求 解 四 阶 导 数 ,并 转换 成 人 TEX 字符 囊 | 
MATLAB 现成 的 diff() 函数 还 适合 于 求解 给 定 函 数 更 高 阶 的 导数 。 例 如 ,下 面 给 出 的 命令 一 
般 可 以 在 45 内 获得 该 函数 的 100 阶 导 函 数 (MATLAB R2008a 及 早期 版 本 所 需 时 间 不 到 1s) 。 
”>> tic，diff(f,x,100); toc % 求 该 函数 的 100 阶 导 数 并 测 耗 时 


例 3-14 试 推导 函数 (t) 一 友 F(t)sint 的 三 阶 导 函数 公式 ,并 得 出 Ji) 二 e-t 时 的 三 阶 导数 ,将 这 样 
得 出 的 结果 与 直接 求 导 的 结果 相 比 较 。 
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解 用 syms 函数 可 以 定义 出 函数 表达 式 f(t), 这 样 由 下 面 的 语句 可 以 直接 推导 出 下 () 函数 的 三 阶 导 


公 


加 
内 
> 
上 


得 出 的 结果 为 
a 2: Os int + 31 和 3 = Joeosl| 
举 bt a EEA) sint+ OL cost — 6f(t) si t+6YO sint+6f(t) cost 


下 面 语句 则 可 以 直接 推导 出 当 f(t) =e!' 时 原 孙 元 的 三 阶 导 数 , 与 直接 求 导 结 果 完全 一 致 。 得 
出 的 导 函 数 为 1(t) 二 2e*(t2cost +t2sint 一 6tcost+3cost— 3sint)。 


例 3-15 试 天 阵 数 瑟 (z) = 255 ) | 的 三 阶 导数 短 阵 。 


解 MATLAB 语言 的 diff() 函数 可 以 直接 用 于 已 知 矩阵 函数 再 (z) 的 导数 计算 , 即 对 琅 (z) 的 每 个 
元 素 juj(z) 直 接 求 导 ,构成 新 的 导数 矩阵 IV(z)。 


这 样 得 出 的 三 阶 导数 答 阵 为 


一 4z2 3 一 4z2 
NO = 总 Ha 一 | oe 192re 17 — 512z3e-47 | 


0 12V2(2z3 一 1)/(2z2 十 1)3/2 
3.2.2 多 元 函数 的 偏 导 数 

MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 提供 求 取 偏 导数 的 专门 函数 , 这 些 偏 导数 仍然 可 以 通 
过 diff() 函数 直接 实现 假设 已 知 二 元 函数 f(z,g), 若 想 求 om"+?"7/(gzmgym), 则 可 以 用 下 面 


的 函数 低 大 地 冰 出 EGREECGGEECRRERDRI 以 EGRCGEEEGND 天 ,在 人 新 


ii 


例 3-16 试 求 出 二 元 函数 z 二 f(z,y) = (z2 一 27)e- -zy 的 一 阶 偏 导 数 ,并 用 图 形 表示 。 
解 用 下 面 的 语句 可 直接 求 出 9z/9z 与 9z/9y 


其 数学 形式 (又 称 为 梯度 ) 分 别 为 
i 9D 2 2 4 4 2zg 
2 切 一 一 z(z 一 2)(2y 十 ZT)e Ty 


在 ze (-3,2),y E (-2,2) 区 域内 生成 网 阁 , 则 可 以 分 别 得 出 原 函 数 及 其 偏 导 数 的 数值 解 。 这 
样 ,可 以 直接 用 下 面 的 语句 绘制 出 原 函 数 的 三 维 曲面 ,与 图 2.12(a) 给 出 的 完全 一 致 。 
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既然 计算 出 了 对 两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 导数 , 则 可 以 调用 quiver() 函数 绘制 出 引力 线 ,该 引力 
线 可 以 壹 印 在 由 contour() 函数 绘制 出 的 等 值 线 上 ,如 图 3-3 所 示 。 如 果 在 曲面 上 某 点 放置 一 个 球 ， 
则 球 将 沿 箭头 的 方向 向 下 滚动 ,滚动 的 速度 由 箭头 的 长 度 表示 。 引 力 线 绘制 函数 的 详细 信息 可 以 
由 doc quiver 命令 进一步 列 出 。 


Wf SN 
4 fe, 

NN 
RRS 
NN 


3-3 二 元 函数 梯度 的 引力 线 


四 i df (zr,Yy, 
例 3-17 已 知 三 元 函数 f(z,y,z) = sin(z2y)e-*Y-* , 试 求 出 偏 导 数 2 


解 由 下 面 的 语句 声明 自 变量 及 函数 , 则 可 以 用 MATLAB 语句 立即 得 出 所 需 的 偏 导 函 数 


得 出 的 结果 很 宛 长 ,其 教学 表示 为 
F=—4ze®Y* [eos (z2y) — 10cos (z2y) yz2 + 4r4 sin (zy) y+ 4cos (ry) ry? 一 sin (zy)] 
3.2.3 多 元 函数 的 Jacobi 和 矩阵 与 Hessian 和 矩阵 
假设 有 nn 个 自 变 量 的 m 个 函数 定义 为 
= f(z1, 722, ,Tn) 


= 
yo -fa( 1,T2 a) i 


Wn = lon oad ee) 
将 相应 的 交 对 zj; 求 偏 导 , 则 得 出 矩阵 
dyi/9r1 dyi/9r2 … 9gy/grn 


广 dy2/9m1 02/ dr2 全 dy2/ dan 人 


2 
该 矩阵 又 称 为 Jacobi 和 矩阵 , 它 在 图 像 处 理 ` 机 器 人 等 诸多 领域 中 均 是 很 有 用 的 概念 。 
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Jacobi 和 矩阵 可 以 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 的 jacobian() 函数 直接 求 得 ,其 调用 格式 
为 EEC ,其 中 ,= 是 自 变 量 构成 的 向 量 ,y 是 由 各 个 函数 构成 的 向 量 。 


例 3-18 已 知 球面 坐标 到 直角 坐标 的 变换 公式 为 2 二 7sin0cos9,y 一 rsingsinb,z 一 rcosb, 试 求 
出 函数 向 量 [z,2,z] 对 自 变量 向 量 [m,b,g] 的 Jacobi 和 矩阵 。 
解 可 以 先 声明 符号 变量 并 描述 三 个 函数 ,这 样 可 以 用 下 面 的 语句 求解 出 其 Jacobi 矩 阵 


可 以 得 出 Jacobi 给 阵 为 


J= |snbsin 由 rcosgsin 由 rsinbcosp 
0 


sinbgcos 由 rcosgcos 风 —rsingsing 
cos0 —rsing 


对 一 个 给 定 的 nn 元 标量 函数 f(z1,z2,… ,zn), 其 Hessian 和 矩阵 的 定义 为 
g2f/97? Poa “92f/9ri9rn 
和 je /om 0 /08 - : i 三 区划 
fara: gfjanugay 3778u2 
可 见 ,该 Hessian 和 矩阵 实际 上 就 是 标量 函数 f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 矩阵 。 新 版 MATLAB 提供 


了 hessian() 函数 可 以 直接 求 出 原 函数 的 Hessian 矩阵 ,调用 格式 为 ERESEIRRK ,其 中 ， 
向 量 z = [z1, za,…… ,Zn]。 早 期 版 本 的 MATLAB 符号 运算 工具 箱 并 未 提供 hessian() 函数 ,可 


人 


例 3-19 重新 考虑 例 3-16 中 给 出 的 二 元 函数 , 试 求 其 Hessian 敌阵 。 
解 下 面 语句 可 以 直接 求 取 该 函数 的 Hessian 矩阵 


得 出 的 结果 (或 早期 版 本 谋 套 调用 jacobian() 函数 ) 为 


47 —2(2z —2)(2z+Yy)— 2 一 (2z 一 z2)(2z 十 思 )2 十 2 


Wd 27 — (27 — 2)(z +2y)— 7 — (27— 22)(z+ 2y)(27 +Yy) 


2z 一 (2z 一 2 +2y)—22— (27— i +2y)(2z+Y) | 
zz 一 2)(z2 +47y+4y— 
标量 函数 f(z1,7z2,… ,zn) 的 Laplace 算 子 定义 为 


92 92 92 
A a) = Ee 所 二 二 3 下 a 在 本 六 | (ziz2…… ,Tn) (3-2-5) 


MATIAB 可 以 直接 计算 该 算 了 ER 可 
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3.2.4 参数 方程 的 导数 
若 已 知 参数 方程 y = f(t),z = 9 的 , 则 d"y/dz" 可 以 由 递 推 公式 求 出 
dy _ f'() 
dz g(t) 
day 和 (2) 1 d ¥) 
dr? dt \g(t)) g(t) dt \dr) g(t) (3-2-6) 


dy_d (2) 1 
dz dt \dz"-!1) y(t) 
MATLAB 并 没有 提供 可 以 直接 用 于 参数 方程 的 高 阶 导 数 求 取 的 函数 ,所 以 应 该 编写 一 个 
通用 函数 来 完成 这 项 工作 。 由 前 面 的 计算 公式 可 见 ,用 递归 函数 的 格式 编程 比较 合适 , 可 以 编写 
出 下 面 的 通用 参数 方程 求 导 函数 。 


sint cost .dy 
C1 
解 由 前 面 给 出 的 函数 调用 格式 ,可 以 立即 得 出 所 需 的 高 阶 导 教 。 

>> syms t; y=sin(t)/(t+1)°3; x=cos(t)/(t+1)"3; f=simplify(paradiff(y,x,t,3)) 


例 3-20 已 知 参 数 方程 y 


得 出 如 下 的 结果 
d3y ”一 3(t 十 1)7 [(tt +4t3+6t2 + 和 仆 一 23)cost— (4t3+ 12t? +32t+24)sint] 
dzs (tsint 十 sint 十 3cost)5 


3.2.5 隐 范 数 的 偏 导数 
已 知 隐 函 数 的 数学 表达 式 为 f(z1,7z2,… ,zn) = 0, 则 可 以 通过 隐 函 数 对 相关 变量 的 偏 导 
数 求 出 自 变量 之 间 的 偏 导 数 。 具 体 可 以 用 下 面 的 公式 求 出 9z;/9z; 
gzi gf(zlza Zn)/gz7 
gz 9jf(zl,za2，… ,Zn)/gzi 
由 于 f 对 zi,z; 的 偏 导数 可 以 分 别 由 diff() 函数 求 出 , 故 整个 偏 导数 可 以 由 它们 的 除法 获 
得 ,所 以 这 样 的 问题 可 以 由 EGR XIEECA 直接 得 出 。 
对 二 元 隐 函 数 ftz,y) = 0 来 说 ,如 果 求 出 了 dy/9z = 所 (x,y)( 这 里 仍 使 用 偏 导 数 记 号 ,以 
便于 此 公式 最 终 推导 到 一 般 多 元 函数 ), 则 可 以 很 容易 地 推导 出 其 二 阶 导数 的 计算 
dy F(z,y) 于 F(z,y) 


(3-2-7) 


F(z,Yy) Dz 3 Wy Fi(z,y) 《3 
更 高 阶 的 偏 导数 可 以 由 下 式 递 推 求 出 
F(x,y) 3 a Dd 人 (gy) (3-2-9) 
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上 述 命 令 用 MATLAB 语 言 可 以 很 容易 地 实现 ,后 面 将 通过 例子 演示 。 此 外 ,上 述 方法 可 以 
直接 推广 到 多 元 函数 高 阶 导 数 的 直接 求 取 。 根 据 这 里 给 出 的 算法 可 以 容易 地 编写 出 隐 函 数 了 的 


n 仿 导数 函数 及 = 0"y/92", 该 函数 调用 格式 为 0 更 


例 3-21 考虑 例 3-16 中 给 出 的 二 元 函数 f(z,Y) = (2? 一 22)e- 站 -9 二 0, 斌 未 弄 YW 和 

解 根据 式 (3-2-7) 可 以 直接 求解 所 需 偏 导数 9y/9z 

were 
9y 2z 十 2zy 一 z2y 十 472 一 273 一 还 可 以 由 下 面 公式 求 g2y 


可 以 得 出 偏 导数 为 让 F(z,y) Er 匡 二 9 EE Ss 
etme 克 三 从 =k 浊 和 


这 些 语句 可 以 求 出 yy 的 高 阶 时 数 
t= _324— 1273+162? -8z+8 (33+6z?+4z—4) 
MD 272 (z+2y) (z — 2)? 222(z + 2y) (7 — 2)? 


一 6z6 + (24 — 6y)z5 + (—6y? + 24y 一 14)z4 + (24y? 一 32y 一 本 
g3y +(—32y2 十 16y 十 12)z2 + (16y?2 — 16y+16)z— 16y2— 
Fa(z,y) B= 
z3(z +2y) (z —2) 
例 3-22 试 求 出 隐 函 数 z2 十 zy 十 只 一 3 的 各 阶 导 数 凸 。 
解 利用 下 面 的 语句 可 以 直接 求 出 函数 的 各 阶 导数 ,另外 ,由 于 22 十 ZYy 十 成 二 3, 可 以 将 该 条 件 代入 
得 出 的 结果 ,化 简 求 出 的 函数 的 各 阶 导数 。 


上 面 的 命令 可 以 得 出 
27+y 18 1627 648 (4z2 + zy + 2) 
1 = 一 ， PF2=— a Fs3=— 5; Fa4=— 
T+2y (z+ 2y) (z+ 2y) (z+2y) 


其 中 ,subs() 命令 有 时 似乎 替换 得 不 完全 , Fa 还 可 以 手工 替换 为 Fy 二 一 1944(z? 十 1)/(z 十 2y)"。 
3.2.6 场 的 梯度 \ 散 度 与 旋 度 
物理 学 中 把 某 个 物理 量 在 空间 的 一 个 区 域内 的 分 布 称 为 场 (field), 场 又 分 为 标量 场 与 向 量 
场 ,标量 场 可 以 表示 为 一 个 标量 函数 yp(z,y,z), 而 向 量 场 可 以 表示 为 向 量 函数 
v(z,9,2) = [X(z,y, 2),Y(z,y,z), 2(7,y,z)| (3-2-10) 
标量 场 的 梯度 (gradient) 定 义 为 
grad p(z,y,2) [2 2) dp(m 2) p(w 引 (3-2-11) 


本 Er 
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梯度 又 常 简 记 为 Vp(z,y,z)。 由 该 定义 可 见 ,梯度 可 以 将 一 个 标量 场 转换 成 向 量 场 。 可 以 用 
现成 的 MATLAB 函数 ECG 末 由 来 计算 函数 o(z,y, >) 的 梯度 。 
向 量 场 w(z,y,z) 的 散 度 (divergence) 和 旋 度 (curl) 分 别 定义 为 
9X(z,y,z) 本 oY(z;%2) 92(z,y,2) 
d 9y 9z 


T 
curlv(z,y, 2) [ex 至) (有 芝 ) (¥ 区)] (3-2-13) 
向 量 函数 v 的 散 度 可 以 由 EGGESRCSCORIS AD 由 命令 直接 计算 ， 而 旋 度 可 以 通过 函 
业 本 直接 计算 -向量 场 的 散 度 是 一 个 标量 函数 ,其 施 度 为 向 量 函 数 。 
例 3-23 已 知 向 量 场 XX(z,y,2) = ?siny,Y(z,y,2) = 刀 sinzz,Z(z,y,z) 二 zysin(cosz), 试 计算 该 


向 量 场 的 散 度 和 旋 度 。 
解 可 以 先 用 符号 表达 式 表示 出 原 向 量 场 ,然后 调用 相应 函数 直接 计算 


divv(z,y,z) = (3:2-12) 


得 到 的 散 度 或 旋 度 分 别 为 d 二 2ysinzz 十 22siny 一 zy cos (cosz)sinz， 

c= [zsin(cosz)— zy coszz, —ysin(cosz), yzcoszz— 7?cosy ] 
例 3-24 试 证 明 curl [gradu(z,y,2z)] = 0。 
解 可 以 先 定义 出 标量 场 ,然后 由 下 面 语句 计算 可 以 得 到 零 向 量 , 所 以 问题 得 证 。 
>> syns x y z u(x,y,2); v=jacobian(u, [x,y,2]); simplify(curl(v,[x,y,2])) | 


3.3 ”积分 问题 的 解析 解 
在 微 积分 学 中 ,积分 问题 几 种 常用 的 表示 方法 为 
b 
Bl)=| Gan 1=| Fd, Peon sn)= | fe sn) don 3 


其 中 , 函数 了-) 称 为 被 积 函数 。 第 一 个 积分 表达 式 称 为 不 定 积分 , 函数 下 (z) 称 为 原 函 数 ,第 二 个 
积分 式 称 为 定 积分 ,第 三 个 积分 称 为 多 重 积分 .在 传统 微 积分 学 课程 中 ,求解 不 定 积分 问题 通常 
需要 灵活 熟练 地 掌握 和 运用 各 种 不 同 的 积分 方法 , 如 变量 蔡 换 积分 法 和 分 部 积分 法 等 ,求解 积 
分 问题 是 否 成 功 通常 在 很 大 程度 上 取决 于 用 户 的 经 验 和 技巧 。 本 节 侧 重 于 介绍 基于 MATLAB 
的 积分 问题 客观 求解 方法 。 

3.3.1 不 定 积分 的 推导 


MATLAB 符 号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 int() 函数 ,可 以 直接 用 来 求 取 符号 函数 的 不 
定 积分 .该 函数 的 调用 格式 为 EEC .如 果 被 积 函数 /中 只 有 一 个 变量 , 则 调用 语句 中 
的 z 可 以 省 略 , 值 得 指出 的 是 ,该 函数 得 出 的 结果 下 (z) 是 积分 原 函 数 ,实际 的 不 定 积分 应 该 是 
(Zz) 十 C 构 成 的 函数 族 ,其 中 ,C 是 任意 常数 。 
对 于 可 积 的 函数 ,MATLAB 符号 运算 工具 箱 提 供 的 int() 函数 可 以 用 计算 机 代 蔡 繁重 的 
手工 推导 ,立即 得 出 原始 问题 的 解 .而 对 于 不 可 积 的 函数 来 说 ,MATLAB 也 是 无 能 为 力 的 .下 面 
将 通过 例子 介绍 该 函数 的 使 用 方法 及 应 用 。 


人 
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例 3-25 考虑 例 3-13 中 给 出 的 问题 ,用 diff() 函数 可 以 直接 求 f(z) 函数 的 一 阶 导数 。 现 在 对 得 出 的 
导数 再 进行 积分 , 试 检验 是 否 可 以 得 出 一 致 的 结果 。 
解 先 定义 原 函 数 并 对 其 求 导 , 然后 再 对 导数 进行 积分 , 则 


得 出 的 结果 为 yo = sinz/[2(z 十 1)] 一 sinz/[2(z 十 3)]。 现 在 对 原 函 数 求 四 阶 导 数 ,再 对 结果 进行 
四 次 积分 , 则 可 以 用 下 面 语句 判定 正确 性 。 由 于 得 出 的 结果 为 sinz/[(z 十 1)(z 十 3)], 和 原 函 数 完 全 一 
致 , 故 说 明 对 给 定 的 例子 来 说 ,MATLAB 得 出 的 结果 是 正确 的 。 


如 果 考 虑 到 任意 常数 ,最 终 得 出 的 原 函 数 应 该 为 


sinz 


a 3 
F(z)= (CEC Ey) + C1+ C2z + Car? + Car: 
抽 23 有 3z2 3 
例 3-26 斌 证 明 [#3cos?azdz = 可 + (5 六)sinzar+t ( 短 -起 ) cos2az 十 C。 


解 用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 直接 得 出 下 面 的 化 简 结 果 


得 出 的 结果 为 
4 
f= a (3sin? or 十 2a3z3sin 2az7 — 6a2z2sin2az 十 302z2 — 3az sin 2az) 十 和 
然而 ,从 得 出 的 结果 很 难看 出 它 是 否 和 等 式 右 侧 完全 一 致 ,这 就 需要 将 等 式 右 侧 的 表达 式 也 输 


入 到 MATLAB 工作 空间 ,将 二 者 相 减 并 进行 化 简 , 从 而 得 出 其 差 为 一 3/(16a4)。 


可 见 , 二 者 并 非 完 全 相等 ,幸好 得 出 的 差 为 一 个 常数 项 3/(16a4) ,即使 两 种 方法 得 出 的 积分 原 函 
数 有 差距 ,但 因为 形成 原 函 数 族 时 需要 加 一 个 任意 常数 C, 故 可 以 认为 题 中 的 等 式 得 证 。 
例 3-27 考虑 两 个 不 可 积 问题 f(z) =e-* /2 与 g(z) = zsin(az4)er?/2 的 积分 问题 求解 。 
解 首先 考虑 f(z) = er- /2 的 不 定 积分 求解 ,用 MATLAB 语 言 可 以 给 出 下 面 的 语句 


得 出 的 解 为 VRJ3erf(z/V3)。 该 积分 虽然 不 可 积 ,但 数学 家 可 以 用 数学 方法 发 明 一 个 特殊 符号 函数 
(误差 函 教 )erf(z) 一 去 | er-edt, 这 样 似乎 可 以 写 出 定 积分 的 解析 表达 式 。 事 实 上 ,这 样 的 结果 在 
0 


工程 中 是 不 能 用 的 ,必须 得 出 相应 的 数值 解 ,如 得 出 给 定 Z 时 可 以 由 vPa() 函数 求 取 其 具体 数值 。 
再 考虑 一 个 真正 不 可 积 的 函数 g(z) = zsin(ar4)er?/2, 用 MATLAB 语句 可 以 尝试 对 其 直接 求 
积分 , 则 直接 将 上 面 的 语句 原封 不 动 地 显示 出 来 ,说 明 原 不 定 积分 问题 没有 解析 解 。 


3.3.2 定 积分 与 无 穷 积 分 计算 
如 果 在 闭 区 间 [o, 臣 上 f(z) 连续 , 且 其 不 定 积分 为 亚 (z) 十 C, 则 其 定 积分 可 以 直接 求 出 


L f(z)dz = F(b) — F(a) (3-3-2) 
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这 就 是 著名 的 Newton-Leibniz 公式 。 如 果 定 积分 的 边界 a 或 5 为 无 穷 大 , 则 积分 称 为 无 穷 积分 。 
在 实际 应 用 中 ,有 些 函 数 不 定 积分 可 能 不 存在 ,但 仍然 需要 求 取 它 的 具体 定 积分 值 或 无 穷 

积分 的 值 , 比如 可 以 利用 特殊 函数 或 者 采用 数值 解 的 方法 。 

在 MATLAB 语 言 中 仍然 可 以 使 用 int () 函数 来 求解 定 积分 或 无 穷 积分 问题 ,该 函数 的 具 

体 调用 格式 为 EEC , 其 中 ,z 为 自 变 量 , (a,5) 为 定 积分 的 积分 区 间 , 求解 无 穷 积 4 

时 ,允许 将 a,5 设 置 成 -Inf 或 Inf, 如 果 得 出 的 结果 不 是 确切 的 数值 ,还 可 以 试 着 用 vpa() 函数 

得 出 定 积分 或 无 穷 积 分 的 高 精度 近似 解 。 

例 3-28 仍 考虑 f(z) =e-*/? 的 定 积分 问题 , 试 求 出 当 a 二 0,6 一 1.5 或 co 时 的 定 积分 值 。 

解 若 要 求解 该 问题 ,需要 给 出 如 下 的 MATLAB 语 名 

>> syms x; Il=int(exp(-x°2/2),x,0,1.5), vpa(I1), I2=int (exp(-x°2/2),x,0,inf) 
得 出 五 = Vn/2erf(3V2/4), 其 高 精度 数值 解 为 卫 二 1.0858533176660165697024190765423。 无 穷 积 
分 问题 的 解析 解 为 I 二 VT/2。 


PS Ce ”2z2+1 
例 3-29 试 求解 函数 边界 的 定 积分 问题 T(t) = nt 
cost (272 — 37+1) 


解 MATLAB 提供 的 int() 函数 还 可 以 求解 函数 积分 区 域 的 定 积分 问题 , 题 中 的 定 积分 可 以 由 下 面 
的 MATLAB 语句 直接 求解 。 对 本 例 来 说 直接 使 用 int() 函数 求解 定 积 分 好 像 有 问题 ,只 好 先 求 出 不 
定 积 分 ,再 用 Newton-Leibniz 公式 求 出 结果 。 

>> syms x t; f(x)=(-2*x~2+1)/(2+x~2-3+x+1)~2; Il=int(f) % 先 求 不 定 积 分 


I=I1(exp(-2*t))-I1(cos(t)) % 由 Newton-Leibniz 公式 求解 
得 出 的 结果 为 了 (一 1/(2cost 一 1) 一 1/(cost 一 1) 一 1/(2e 伴 一 ID) 十 1/(e- 半 一 1)。 
2e 1 
例 3-30 试 求解 广义 积分 | 一 一- 一 一 dz。 
| ZV1 一 nz 加 


解 可 见 , 若 z 一 e, 则 被 积 函 数 是 不 连续 的 ,所 以 这 种 积分 为 广义 积分 , 又 称 为 反常 积分 (improper 
integral) 。 这 种 问题 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 ,结果 为 arcsin(In2 十 1)。 
>> syms x; f=1/x/sqrt(1-log(x)"2); I=int(f,x,1,2*#exp(sym(1))) % 直 接 计算 反常 积分 

3.3.3 多 重 积分 问题 的 MATLAB 求解 

多 重 积 分 问题 也 可 以 在 MATLAB 语 言 环境 中 直接 求解 ,但 需要 根据 实际 情况 先 选择 积分 
顺序 ,可 积 的 部 分 作为 内 积分 ,然后 再 处 理 外 积分 。 每 步 积分 均 采用 int() 函数 处 理 , 如果 交换 
积分 顺序 后 仍然 不 能 积 出 解析 解 , 则 说 明 原 积分 问题 没有 解析 解 , 而 需要 采用 数值 方法 求解 原 
始 的 积分 问题 ,多重 积 分 的 数值 解法 将 在 3.7.5 节 中 介绍 。 
例 3-31 已 知 下 面 的 三 元 函数 (oz, 册 可 ， 斌 求 出 | … | Pa,zn adz2dydz, 其 中 


B= —dve ( cosz2g 一 10yz2 cos z2gy + 474y? sin z2y + 474y? cos £2y 一 sinz2y) 
解 事实 上 ,此 函数 是 例 3-17 中 给 出 的 f(z,y,z) 经 偏 导 运算 得 出 的 , 故 需要 对 求 导 过 程 进行 逆向 运 
算 , 还 原 回 原 函 数 的 结果 。 
对 该 函数 进行 积分 。 先 对 z 积 分 一 次 ,对 y 积 分 一 次 ,再 连续 对 工 积分 两 次 ,经 过 化 简 , 则 得 出 结 
果 为 及 二 e-*Y-* sinz2y, 该 结果 完全 还 原 例 3-17 中 给 出 的 原 函 数 。 
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改变 积分 求解 顺序 , 变 成 z 一 并 全 工人 纪 仍 可 以 得 出 一 致 的 结果 。 


2 IT 

例 3-32 起 求解 三 重 定 积分 问题 | [ | dz dydydre 
0J0J0 

解 用 如 下 的 定 积分 求解 语句 可 以 立即 计算 出 所 需 三 重 积分 


这 时 得 出 的 结果 为 一 (e-” 一 1)(y 十 In(47) 一 Ei( 一 4n)), 其 中 ,7 为 Buler 常数 ,Bi(z) 为 指数 积分 ， 
即 Ei(z) = 三 。 et-1dte 该 函数 虽然 解析 不 可 积 ,但 可 以 求 出 其 数值 解 。 这 样 , 原始 问题 的 精确 数 
值 解 可 以 由 vpa(ans) 得 出 ,其 结果 为 3.1080794020854127228346146476714。 


3.4 函数 的 级 数 展 开 与 级 数 求 和 问题 求解 
本 节 将 介绍 给 定 的 单 变量 函数 与 多 元 函数 的 Taylor 究 级 数 展开 、 各 种 函数 的 Fourier 级 
数 展 开 、 有 穷 级 数 与 无 穷 级 数 求 和 ,级 数 收敛 性 和 序列 乘积 等 问题 的 计算 机 求解 方法 。 
3.4.1 Fourier 级 数 展开 


给 定 周期 性 数学 函数 f(z), 其 中 ,z e [一 乙 , 如 , 且 周 期 为 了 = 27, 可 以 人 为 地 对 该 函数 在 其 
他 区 间 上 进行 周期 延 拓 , 使 得 f(z) = f(KT + z), 大 为 任意 整数 ,这 样 可 以 根据 需要 将 其 写成 下 


面 的 级 数 形式 /四 = 甸 (ancos Fat bnsin Fe) (3-4-1) 
其 中 L 
“=z| f(s) cos dz, n=0,1,2,.… 
-L (3-4-2) 


1 
L 


天 
= | f(z)sin i 
EE 了 


该 级 数 称 为 Fourier 级 数 ,而 an,bn 又 称 为 Fourier 系 数 若 z E (qs), 则 可 以 计算 出 周 其 
工 = (6 一 a)/2, 引 入 新 变量 ,使 得 z 二 全 十 荆 十 a, 则 可 以 将 f( 习 映 射 成 (- 世 , 荆 ) 区 间 上 的 函数 ， 
可 以 对 之 进行 Fourier 级 数 展开 ,再 将 主 二 z 一 工 一 a 映射 回 z 的 函数 即 可 。 

MATLAB 语 言 未 直接 提供 求解 Fourier 系数 与 级 数 的 现成 函数 其 实 由 上 述 公式 不 难 编写 
出 解析 或 数值 的 Fourier 级 数 求解 函数 .其 中 解析 函数 如 下 
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为 该 函数 编写 一 个 下 级 支持 函数 default_vals(), 可 以 用 于 读 取 默 认 值 .这 个 函数 后 面 还 
将 用 到 。 该 函数 的 内 容 为 


该 函数 的 调用 格式 为 WEBIJEESSRISSCN OU 克 列 , 其 中 , /为 给 定 函 数 ,> 为 自 变量 ,z 为 
展开 项 数 ,默认 值 为 6,a, 为 z 的 区 间 , 可 以 省 略 ， pr 可 ,得 出 的 4, 召 为 Fourier 系 
数 向 量 ,下 为 展开 式 。 

例 3-33 试 求 给 定 函 数 y = 二 2z(Z 一 Ti)(Z 一 27),Z € (0,2r) 的 Fourier 级 数 展开 。 
解 上 述 给 定 函 元 的 Fourier 级 数 展开 可 以 很 自然 地 用 下 面 的 语句 得 出 
>> syns x; f(x)=x*(x-pi)*(x-2*pi); [F,A,B]=fseries(f,x,12,0,2#pi); 了 %Fourier 级 
这 样 ,可 以 得 出 前 12 项 的 Fourier 级 数 展开 为 
f(x) = 12sinz 十 Dsin2r + Ssin3r + 二 sindz+ sin5e+ 二 singz+ sin Te 
入 4 ， 和 。 We 国耻 
~ Tt 3 Ti Rt Ta4 sin 127 

其 实 ,该 展开 的 解析 表达 式 为 f(z) = 和 sinnz, 


由 下 面 的 语句 可 以 得 出 12 阶 Fourier 级 数 展开 对 原 函 数 的 拟 合 情 况 ， 如 图 3-4(a) 所 示 , 可 见 , 函 
数 的 拟 合 效 果 是 很 理想 的 ,几乎 看 不 出 原 函 数 与 12 阶 Fourier 级 数 的 区 别 。 
”>> ezplot(f,[0,2*pi]), hold on，ezplot(F,[0,2+pi]) 多 曲线 比较 | 


10 10 
5 5 
0 ok F(z) 
-5 -5 
-10 -10 原 函 数 f(z) 
0 i 2 3 4 5 6 二 0 2 4 6 
(a) (0,2r) 区 间 (b) (x,37x) 区 间 


图 3-4 有 限 项 Fourier 级 数 近似 效果 比较 


如 果 想 比较 更 大 区 间 内 的 拟 合 效果 ,如 z E (一 mr, 3m), 则 可 以 给 出 下 面 的 语句 
”>> ezplot(f, [-pi,3*pi]), hold on, ezplot(F,[-pi,3*pi]) % 更 大 区 间 比 较 | 
这 时 的 拟 合 效果 如 图 3-4(b) 所 示 。 可 见 ,在 (0,2x) 区 间 内 拟 合 效果 仍然 很 理想 ,然而 在 其 他 区 间 
内 ,Fourier 级 数 因为 是 定义 在 周期 延 拓 基 础 上 的 ,所 以 和 原 函 数 完全 不 同 。 
例 3-34 考虑 (一 mm) 区 间 的 方 波 信号 ,假设 z > 0 时 二 1, 否则 Y 二 -1, 试 对 该 方 波 信号 进行 
Fourier 级 数 拟 合 ,并 观察 用 多 少 项 能 有 较 好 的 拟 合 效果 。 
解 给 定 的 函数 可 以 由 f(z) = |z|/z 表 示 , 故 由 下 面 语句 可 以 容易 地 生成 工 轴 数 据点 ,将 其 中 的 零 值 
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用 [一 6 四 取代 并 重新 排序 , 则 可 以 求 出 理论 的 方 波 数值 。 再 用 不 同 阶 次 的 Fourier 级 数 展开 去 拟 合 原 
来 的 方 波 西数 ,得 出 的 曲线 如 图 3-5(a) 所 示 。 


2 
拟 合 函数 

1 F(z) 
0 

= 

原 函数 f(z) 
噬 5 = 0 1 2 3 < = -2 0 2 4 6 
(a) (nz) 区 间 (b) (一 2x,2x) 区 间 


图 3-5 方 波 信号 的 Fourier 级 数 逼 近 


从 得 出 的 结果 看 , 当 阶 次 等 于 10 左右 就 能 得 出 较 好 的 拟 合 ,再 增加 阶 次 也 不 会 有 显著 的 改善 效 
果 。 取 n= 二 14, 则 Fourier 级 数 展 开 可 以 由 下 面 的 语句 具体 得 出 


4sinz 4sin3z7 4sin5z 4sin7zx ，4sin9z ，4sin1l17 ，4sin 137 
Ly o 
TS n 四 3 5 7r 9r 11r 13r 从 


该 结果 可 以 总 结 出 一 般 的 展开 公式 为 f(z) = 和》 SG 一 Dz 
k=1 


同样 地 ,如 果 比 较 区 间 扩 展 到 (一 2r, 2r), 则 由 下 面 语句 可 以 得 出 这 时 的 拟 合 比较 ,如 图 3-5(b) 
所 示 。 由 于 Fourier 级 数 周期 延 拓 区 间 的 定义 , 它 在 指定 区 间 以 外 与 原 函 数 无 关 


3.4.2 Taylor 略 级 数 展开 
(1) 单 变量 函数 的 Taylor 客 级 数 展开 。 若 在 x = 0 点 附近 进行 Taylor 景 级 数 展开 , 则 


f(z) =a1+ a2z + asr? + +apr! +o(z*) (3-4-3) 
其 中 ,系数 ai 可 以 由 下 面 的 公式 求 出 
1 dt _ 
ai GD lm a Fe) t= (3-4-4) 
该 寡 级 数 展 开 又 称 为 Maclaurin 级 数 , 若 关于 z =a 点 进行 展开 , 则 可 以 得 出 

jf(z) =b1+ba(z—a)+ba(z—a)? + +b(T— a):! +ol(z —a)’] (3-4-5) 

其 中 ,各 个 系数 bi 可 以 如 下 求 出 人 
bi i T(E), d= (3-4-6) 


(i D2 dz 二 
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Taylor 窜 级 数 展开 可 由 符号 运算 工具 箱 的 taylor() 函数 直接 导出 ,其 调用 格式 为 


其 中 , 7 为 函数 的 符号 表达 式 ,z 为 自 变量 , 若 函数 只 有 一 个 自 变量 , 则 z 可 以 省 略为 需要 展开 
的 项 数 ,默认 值 为 六 项 .如 果 不 给 出 a 则 可 以 求 出 a = 0 的 Taylor 级 数 展开 .早期 版 本 MATLAB 
的 taylor() 函数 调用 格式 与 此 不 同 ,为 国宝。 下 而 将 通过 例子 演示 Taylor 党 
级 数 展开 的 方法 。 

例 3-35 仍 考虑 例 3-13 中 给 出 的 函数 f(z) = sinz/(z2 二 4z 十 3), 试 求 出 该 函数 的 Maclaurin 震级 
数 展开 的 前 九 项 ,并 关于 了 z 一 2 和 Zr 一 Q 分 别 进 行 原 函 数 的 Taylor 震级 数 展 开 。 

解 先 用 下 面 的 语句 输入 已 知 的 函数 ,这 样 就 可 以 调用 taylor() 函数 导出 其 Maclaurin 紧 级 数 展 开 
的 前 九 项 为 


(2) ~ 330459 08 | 515273 ur 3007, 6 | 4087s _ 3404 | 2303 42 | ly 
天 918540"” ~ 1224720” 7290"” “9720 81 54 9 3 


在 传统 微 积 分 教材 中 ,因为 缺少 必要 的 计算 机 支持 ,所 以 遗留 了 很 大 的 缺陷 , 即 若 用 有 限 项 
级 数 展开 去 允 近 一 个 给 定 函 数 , 通 近 的 效果 如 何 ? 在 哪个 区 间 适 用 ,哪个 区 间 不 适用 ? 当然 ,有 了 
MATLAB 语言 ,这 些 复 杂 的 问题 就 可 以 轻而易举 地 解决 了 。 图 3-6(a) 中 给 出 了 九 项 Maclaurin 因 级 
数 对 原 函 数 在 (一 1,1) 区 间 的 拟 合 效果 ,显然 , 当 z 较 大 时 拟 合 不 理想 。 


-1 -0.5 0 05 1 -04 -02 0 02 04 06 
(a) (-1,1) 区 间 (b) (一 0.65,0.65) 区 间 
图 3-6 有 限 项 Maclaurin 宕 级 数 近似 效果 
如 果 整 个 拟 合 区 间 缩 减 到 [一 0.6, 0.6], 则 可 以 得 出 如 图 3-6(b) 所 示 的 拟 合 效果 ,可 见 拟 合 效果 明 
显 改 观 。 由 本 例 可 见 ,利用 MATLAB 的 绘图 功能 , 拟 合 效 果 可 以 马上 观察 出 来 。 
关于 zz 一 2 的 Taylor 震级 数 展开 前 九 阶 可 以 使 用 如 下 语句 直接 导出 


展开 的 前 四 项 为 
sin2 /cos2 8sin2 127sin2 8cos2 。 /23cos2 628sin2 
15 +( 15 225 )e 包 ( 6750 + 225 )e 2+( 6750 + 50625 )e 3 


若 想 导出 关于 某 一 点 Zz 二 4 的 Taylor 固 级 数 展开 , 则 可 以 给 出 如 下 语句 
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考虑 到 篇 幅 , 这 里 只 显示 展开 表达 式 的 前 三 项 为 
sina | cosa | 
(z 一 四 十 


sina 
mratda'! [mriarda (otarda) 


Fe sina ja 
(a2 十 3 十 4a)2 2(a2+3+4a) 


(a2 十 3 十 4a)3 
例 3-36 试 对 正弦 函数 = sinz 进行 Taylor 舌 级 数 展 开 ,观察 不 同 阶 次 下 的 近似 效果 。 
解 根据 要 求 ,可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 语 和 句 ,用 循环 的 形式 得 出 各 次 Taylor 震级 数 展开 , 得 到 如 
图 3-7 所 示 的 拟 合 曲线 。 若 拟 合 的 阶 次 较 低 , 则 拟 合 效果 较 好 的 区 间 较 小 。 增 大 拟 合 阶 次 , 则 拟 合 较 好 
的 区 域 将 明显 增 大 。 对 本 例 来 说 , 若 选 择 n 二 16, 则 在 (一 2rr, 2r) 区 间 内 的 拟 合 效果 将 很 理想 。 


ene tom me een) 0 | 了 
一 元 一 到 


-6 -4 2 0 时 4 6 
图 3-7 正弦 函数 的 Taylor 守 级 数 近似 比较 


其 中 ,16 阶 Taylor 震级 数 展开 式 为 
Ee: 5 7 


. I r 3 
Snir +10 5000 + 362880 39916800 + 6227020800 1307674368000 


(2) 多 元 函数 的 Taylor 串 级 数 展开 .多 元 函数 f(z) = f(z1,722,… ,Zn) 的 Taylor 窜 级 数 展 
开 可 以 写成 


15 


1 =70+ [| + 
9 全 入 
本 le ee 十 … 十 (zn | f(z) a (3.4.7) 
， =a 
二 [a 了 十 … 十 (zn oa f(z) | sh 


其 中 ,a = [a1,az,… ,an] 为 Taylor 客 级 数 展 开 的 中 心 点 - MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 的 函数 
taylor() 可 以 直接 进行 多 元 函数 Taylor 徊 级 数 展开 .该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ,一 1 为 展开 的 最 高 阶 次 , 了 为 原 多 元 函数 。 
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例 3-37 试 求 例 3-16 中 给 出 函数 f(z,g) = (z2 一 27)e-*-Y-?y 的 各 种 Taylor 因 级 数 展开 。 
解 使 用 给 出 的 函数 就 可 以 立即 得 出 关于 原点 的 Taylor 时 级 数 展 开 


其 数学 表示 形式 如 下 
F(Z,Yy) ~ 号 + (w+ $)* 十 (2 内 十 y 一 1) z5 十 (车 + 时 3 2-1) 
+ (2 + 3 y+2) z+ (r+ -2 -y so 22 十 (和 -279 z 
现在 求 取 关 于 Zz 二 1,y = a 的 血 级 数 展 开 , 则 需要 给 出 语句 ,结果 从 略 。 


便 可 以 得 出 如 下 的 震级 数 展 开 式 和 化 简 表 达 式 
F(wy) ~ -ella/2+D)(a+2) -asl) -et (2a+1) (ao 一 幼 
-= 
+ etl (gy (1 [Qa+l) (a/2+1)+(a+2) (a+1/2)—1] 
F(z)= 3 er -ao (人 一 4aaz — 8a3y 十 8a3 十 a2z2 + 4a2zy 一 12a2z 十 4a2%2 — 12a2y 
十 14a2 + 4az2 + 10azgy — 12az + 4ay? 一 12ay 十 10a 十 2zy 一 47 一 刀 一 条 +6) 


3.4.3 级 数 求 和 的 计算 


符号 运算 工具 箱 中 提供 的 symsum() 可 以 用 于 已 知 通 项 的 有 穷 或 无 穷 级 数 求 和 。 该 函数 调 
格式 为 C7 其中， 为 级 数 的 通 项 ,为 级 数 自 变量 , ho 和 加 为 级 数 求 
和 的 起 始 项 与 终止 项 ,它们 也 可 以 是 无 穷 量 inf。 该 函数 可 以 得 出 


9 = jt (3-4-8) 
k=ko 


Se Ur eB 
例 3-38 计算 有 限 项 级 数 求 和 3 一 20 十 21 十 22 十 23 十 24 十 … 十 262 十 263 二 i, 
i=0 
解 用 数值 计算 方法 可 以 由 下 面 语句 得 出 结果 为 1.844674407370955x1019 


由 于 数值 计算 中 使 用 了 double 数据 类 型 ,至 多 只 能 保留 16 位 有 效 数 字 , 所 以 得 出 的 结果 不 是 
很 精确 。 对 这 样 的 问题 应 该 采用 符号 运算 工具 箱 的 symsum() 函数 ,或 至 少将 2 定义 为 符号 量 , 就 可 
以 用 sum() 函数 求解 。 对 原始 问题 稍 扩 展 一 步 ,一 直到 第 201 项 的 级 数 求 和 可 以 用 下 面 的 语句 精确 
求 出 为 3213876088517980551083924184682325205044405987565585670602751, 这 是 用 数值 算法 无 
法 精确 做 到 的 。 


本 1 1 1 
例 3-39 试 求解 无 穷 级 数 的 和 5 二 了 4tA4x7+7x10t + (na)nr) 


解 如 果 想 借助 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 , 则 可 以 立即 得 出 结果 为 1/3。 


十 …。 
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>> syms n; s=symsum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),n,1,inf) % 符 号 运算 直接 级 数 求 和 
此 级 数 求 和 亦 可 以 用 数值 方法 求 得 ,假设 求 前 10000000 项 的 和 ,这 时 可 以 求 出 级 数 的 和 , 结 
果 为 0.33333332222165。 但 可 以 看 出 ,得 出 无 穷 级 数 的 和 与 解析 和 解 间 存 在 很 大 差异 ,这 个 差异 就 是 
double 数据 类 型 引起 的 , 它 不 能 保留 任意 多 小 数位 。 
>> m=1:10000000; si=sum(1./((3*m-2) .*(3+m+1))); format long; sl % 双 精度 向 量化 和 
可 见 ,即使 选择 的 累加 项 数 极 多 , 耗 时 很 长 ,得 出 的 结果 仍然 有 较 大 误差 ,达到 10-6 级 。 从 通 项 上 
看 , 当 m 二 107 时 , 通 项 值 10-5 级 ,从 表面 上 可 能 得 出 结论 ,似乎 累加 的 结果 误差 不 会 太 大 。 其 实 不 
然 ,由 于 双 精 度数 值 的 有 效 数位 数 有 限 ,只 有 16 位 ,所 以 计算 通 项 时 16 位 后 的 数字 加 到 累加 量 上 就 
消失 了 ,这 就 是 数值 分 析 中 经 常 所 说 的 “大 数 吃 小 数 ” 的 现象 ,所 以 采用 纯 数 值 的 方法 ,即使 取 再 多 
的 位 数 也 不 能 精确 得 出 正确 的 结果 。 
i 将 
例 3-40 试 求解 含有 变量 的 无 穷 级 数 的 和 了 一 ?2 Gn Fm 
解 前 面 介 绍 的 例子 都 是 数值 的 例子 ,直接 采用 累加 的 方式 就 可 以 近似 求 出 结果 。 这 里 给 出 的 求 和 问 
题 中 含有 变量 z, 所 以 仅 靠 数值 运算 的 方式 不 可 能 得 出 该 级 数 的 和 ,而 必须 采用 符号 运算 工具 箱 求解 
该 问题 ,这 需要 给 出 下 面 的 命令 ,最 简 结 果 为 2atanh(1/(2z 十 1)), 并 给 出 收 化 条 件 z>0 或 T< 一 1。 早 
期 版 本 的 结果 是 In[(z 二 1)/z]。 可 以 用 ezplot() 函数 验证 二 者 是 完全 等 效 的 。 
>> syms n x; sl=symsum(2/((2+n+1)*(2*X+l)~(2xn+l)) ,mnO,inf); simplify(s1) 
ezplot (2*atanh(1/(2*x+1)))，hold on，ezplot(1og((x+l)/x)) % 不 同 结果 的 曲线 比较 
例 3-41 试 未 解 级 赤 与 极限 综合 问题 lim [6 tt 2) in| ; 
解 前 面 介 绍 了 级 数 求 和 ,还 介绍 了 极限 的 求解 方法 ,所 以 这 里 给 出 的 综合 问题 仍然 能 用 MATLAB 
语言 的 符号 运算 工具 箱 直接 求解 。 从 题 中 给 出 的 式 子 可 见 , 其 中 包含 级 数 求 和 项 可 以 表示 成 
symsum(1/7mz,1,m) ,这 样 原始 的 问题 可 以 直接 由 下 面 的 MATLAB 语句 求解 
>> syms m n; limit(symsum(1/m,m,1,n)-log(n) ,n,inf) % 综 合 问题 的 直接 求解 
该 语句 得 出 的 结果 为 Euler 常数 ,其 值 可 以 由 MATLAB 精确 地 显示 出 来 ,如 使 用 vpa(ans,70) 命 
令 ,这 时 0.5772156649015328606065120900824024310421593359399235988057672348848677。 
注意 ,求解 该 问题 不 能 先 求解 无 穷 级 数 的 和 , 然后 再 减 去 lnhm, 再 求 极 限 , 这 样 做 前 后 两 项 均 为 无 
穷 大 , 求 极限 的 结果 将 是 不 定式 NaN。 


例 3-42 试 求解 下 面 的 综合 问题 


3= im (G+ 十 ) 十 (+ 喜 )mm 到 dk (+ 3 ) | 
解 从 上 面 给 出 的 问题 可 见 ,级 数 的 通 项 公式 为 a 二 (1 十 k/n?)sin(kx/n2), 且 上 二 1,2,-… ,n 一 1, 这 样 
原始 问题 的 解 可 以 用 下 面 语句 直接 求 出 ,为 5S 二 /2。 
>> syns n k; S=simplify(limit(symsum((1+k/n“2)*sin(k*pi/n°2),k,1,n-1),n,inf)) 
3.4.4 序列 求 积 问题 
序列 乘积 的 数学 表示 为 


b 
P=fifinR= 1 (3-4-9) 


MATLAB 符 号 运算 工具 箱 提供 了 求解 函数 symprod() 直接 求 取 序列 求 积 问题 ,其 语句 格 
式 为 P=symprod(fn,n,a,b) 。 
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例 3-43 试 求 出 序列 的 有 限 项 来 积 忆 , = I [+ 站) 和 无 和 项 来 可。 
解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 该 序列 的 用 限 项 来 积 与 无 穷 来 积 为 


得 出 的 结果 分 别 为 


(n+ 1)! sin (Ee) ("+ 3 其 ( 4 世人) cos () 
= 一 ，B 


和 多 (nl)s 


例 3-44 试 求 出 下 面 无 穷 级 数 的 和 
三 二 一直 1x3 1x3x5 1x3x5x7 1x3x5x7x9 
2 2x4x6 2x4x6 2x4x6x8 2x4x6x8x10 
解 这 个 问题 是 级 数 求 和 问题 ,其 通 项 公式 为 (一 1)" 让 (2k 一 1)/(2k), 且 n 二 0,1,… ,oo, 故 由 下 面 的 
k=1 


语句 可 以 直接 得 出 原 问题 的 解 为 S = V2/2。 


例 3-45 试 求 出 局 二 1+s I)e Ci 
解 下 面 语句 可 以 直接 得 出 原 问题 的 解 


得 出 解 的 分 段 函 数 如 下 { 0, ZT 为 负 整 数 


ez/T(z 十 1D)， 其 他 ,其 中 7 为 Euler 常 数 
其 实 , 由 Gamma 函数 的 性 质 可 知 ,zZ 为 负 整数 时 T(z 十 1) 二 土 00, 所 以 P=e 7?/T(z 十 1)。 
3.4.5 无 穷 级 数 的 收敛 性 判定 
在 实际 应 用 中 可 能 遇 到 各 种 各 样 的 级 数 问题 , 有 的 时 候 即 使 使 用 symsum() 函数 或 其 他 工 
有 具 ,也 可 能 得 不 到 无 穷 级 数 的 闭 式 解 (closed-form solution), 这 样 , 判定 一 个 无 穷 级 数 的 收敛 性 
就 是 很 重要 的 问题 了 。 考 虑 一 个 无 穷 级 数 
3 一 oi 十 oz 十:… 十 an 十 -Po (3-4-10) 


如 果 这 个 级 数 当 n 一 co 时 ,和 式 5 存 在 有 限 的 极限 值 ， i 若 
和 式 的 极限 不 存在 , 则 级 数 是 发 散 的 (divergent )。 如 果 对 所 有 的 ? 均 有 an > 0, 则 级 数 称 为 正 
项 级 数 (positive series) 可 以 采用 下 面 的 判 据 来 判定 一 个 给 定 级 数 的 收敛 性 。 

51) 如 果 lim_ an 关 0, 则 级 数 是 发 散 的 。 


T 


(2) 如 果 级 数 器 aa| 是 收敛 的 , 则 器 a 也 收敛 ,这 种 收敛 又 称 为 绝对 收敛。 
n=1 n=1 
对 正 项 级 数 而 言 ,还 可 以 顺序 使 用 其 他 的 判定 方法 。 
(3) D'Alembert 判定 法 ,计算 im an+l/an 二 p; 如 果 p < 1, 则 级 数 收敛 , 若 p > 1 则 级 数 
发 散 。 如 果 p = 1, 则 应 该 尝试 其 他 方法 , 比如 方法 (4)。 
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(4) Raabe 判 定 法 如果 方 法 (3) 中 p =1, 则 计算 lim n(an/ant1 一 1) = ,如 果 RR>1， 
则 级 数 收 敛 , 若 忆 < 1 则 级 数 发 散 。 如 果 呈 = 1, 则 不 能 判定 收敛 性 。 
对 如 下 定义 的 交 蔡 级 数 (alternating series) 本 
S=h btb bt +(-D)™ b+ = (1)"™ 1b, (3-4-11) 
n=1 


其 中 ,b; > 0, 可 以 采用 下 面 的 判定 法 判定 其 收敛 性 。 

(5) 计算 lim bnt/bn 二 ps 车 p <1, 则 级 数 绝 对 收敛 , 若 p > 1, 则 级 数 发 散 , 若 p = 1, 则 
不 能 直接 判定 收敛 性 。 

(6) 如 果 加 Hi < bn; 且 bn 的 极限 为 0, 则 级 数 收敛 。 

(7) 计算 p = im n(bn/bnt1 一 1) ,假设 6 > 0, 若 p > 1, 则 级 数 绝对 收敛, 若 0 < p < 1， 
则 交 蔡 级 数 条 件 收敛 , 否则 级 数 发 散 。 


例 3-46 试 判定 无 穷 级 数 一 
到 lx3x5x 


co 


不 Ds 
-x (Qn—1) > Qk 
k=1 
解 对 正 项 级 数 而 言 ,可 以 容易 地 得 出 an+l/an 的 极限 
>> syms n k positive; assume(n,'integer'); a=2°n/symprod(2*k-1,k,1,n) 
F=simplify(subs(a,n,n+l)/a) ，L=simplify(limit(F,n,inf)) % 用 (3) 判 断 收敛 性 
可 以 看 出 该 极限 等 于 0, 满足 方法 (3) 的 条 件 , 故 该 级 数 是 收 全 的。 其实 ,通过 计算 机 推导 可 以 得 
出 an+l1/an, 但 不 能 得 出 其 最 简 形式 ,所 以 需要 手工 推导 ,得 出 念 号 后 的 最 终 化 简 结果 
an+l _ 4(2n)! (n+ 1)! 4(2n)! (n+ 1)n! __2 
an (2n+2)!ln! (2n+2)(2n+1)(2n)ln! 2n+1 
例 3-47 试 判 定 下 面 给 出 的 无 穷 级 数 的 收 化 性 
|! 
1T tor 4 5 trot Wr Wm 
解 由 于 著名 的 无 穷 级 数 革 1/n 是 不 收 化 的 ,所 以 这 里 的 级 数 不 是 绝对 收 仑 的 。 当 然 不 能 用 这 种 广 
n=1 
式 直接 判定 级 数 的 收 仑 性 ,而 应 该 采用 变通 的 方法 。 如 果 把 原 级 数 每 三 个 一 组 直接 改写 , 则 可 以 将 其 
改写 成 关于 bn, 的 交替 级 数 形式 ,其 中 


lp 1 1 
bn (@ 己 Ee 去 )， = 
对 该 交替 级 数 而 言 ,方法 (2) 是 不 行 的 ,因为 极限 为 1, 如 果 采 用 方法 (5) 中 的 判定 法 ,尽管 
bn+1 < 加 ， 仍 需 手 工 推导 , 可 以 直接 使 用 方法 (7) 中 的 判定 法 
>> syms n; b=1/(3*n-1)+1/(3*n-2)+1/(3*n); L=limit(n*(b/subs(b,n,n+1)-1),n,inf) 

因为 工 二 1, 交替 级 数 是 条 件 收 化 的 。 
例 3-48 考虑 下 面 的 函数 级 数 , 若 p 为 实数 , 试 找 出 使 得 该 无 穷 级 数 收敛 的 工 的 范围 。 

| ( 字 ) 

所 [| 2x4x6x…x(2m) 2 
解 可 以 声明 相应 的 符号 变量 ,得 出 通 项 an 的 符号 表达 式 。 这 样 , 求 an+l/an 的 极限 , 则 可 以 得 出 化 简 
的 结果 为 到 一 (z 一 1)/2。 为 使 得 该 无 穷 级 数 收 化 ,应 满足 |L| < 1。 求 解 不 等 式 |(z 一 1)/2| < 1, 则 可 
以 得 出 级 数 收 敛 的 区 间 为 ZE (一 1,3)。 


的 收 黎 性 。 
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令 z 一 -1, 则 原 级 数 变 成 一 个 交替 级 数 ,由 方法 (7) 可 见 ,万 一 p/2, 这 意味 着 当 忆 > 0 时 ,zf 二 一 1 
是 收 仑 的 ,所 以 Z 二 1 是 条 件 收 化 的 边界 。 


如 果 了 一 3, 则 级 数 为 正 项 级 数 ,由 判 据 方法 (2) 可 见 二 二 p/2, 意 味 着 该 点 处 在 p > 2 时 是 绝对 
收效 的 ,否则 该 级 数 是 发 散 的 。 如 果 工 一 -1, 则 万 > 2 时 级 数 仍然 绝对 收效 


3.5 ”曲线 积分 与 曲面 积分 的 计算 


MATLAB 语 言 并 未 直接 提供 曲线 积分 和 曲面 积分 的 现成 函数 ,本 节 将 介绍 两 类 曲线 .曲面 
积分 的 概念 ,引入 它们 转换 成 一 般 积 分 问题 的 算法 , 并 介绍 利用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 
箱 直 接 求 解 曲线 、 曲 面积 分 的 解析 解 方法 。 

3.5.1 曲线 积分 及 MATLAB 求 解 


(1) 第 一 类 曲线 积分 .曲线 积分 在 高 等 数学 中 一 般 分 为 第 一 类 曲线 积分 和 第 二 类 曲线 积 
分 。 其 中 ,第 一 类 曲线 积分 问题 起 源 于 对 不 均匀 分 布 的 空间 曲线 总 质量 的 求 取 回 。 假 设 在 空间 曲 
线 1 上 各 处 的 密度 函数 为 f(z,y,z), 则 其 总 质量 可 以 由 下 面 的 式 子 直接 求 出 
五 a f(z,y,2)ds (3-5-1) 
[4 
其 中 ,s 为 曲线 上 某 点 的 弧 长 ,所 以 这 类 曲线 积分 又 称 为 对 弧 长 的 曲线 积分 。 若 曲线 由 参数 方程 
Z=Z 的 三 gz 三 = 人 的 给 出 , 则 可 以 将 这 些 量 直接 代入 8(.) 函数 ,而 弧 长 微分 可 以 表示 成 


ds = V(dz/db?+ (dy/db2+ (dz/db2dt， 简 记 作 ds = V 本 十 冯 十 学 df。 (3.5-2) 
则 可 以 将 这 类 曲线 积分 也 变换 成 对 参数 t 的 普通 定 积分 问题 
tM 
本 f(z(D), yD), 2()) VE TFT dt (3.5.3) 
tm 


若 被 积 函 数 f(z,y) 为 二 元 函数 ,也 可 以 用 相应 的 转换 方法 将 其 转换 成 普通 积分 问题 , 故 用 
MATLAB 语 言 可 以 求 出 第 一 类 曲线 积分 的 值 , 根 据 前 面 上 面 的 算法 ,可 以 由 MATLAB 语 言 
写 出 曲线 积分 的 计算 函数 


该 函数 还 可 以 用 于 后 面 将 介绍 的 第 二 类 曲线 积分 。 第 一 类 曲线 积分 的 调用 格式 为 


其 中 , [z,y] 或 [z,y,z] 为 曲线 的 参数 方程 对 应 的 符号 表达 式 , 如果 曲线 由 y = f(z) 表示 , 则 对 
应 的 向 量 应 该 写成 [zr ,y] 。 
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例 3-49 坛 术 | 3 i 5ds, 其 中 ,为 螺 线 ,z 一 acost,y 一 asint,z 二 at,(0<t<2n,a> 0)。 


解 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 曲线 积分 值 为 了 一 8V2n3a/3 


例 3-50 让 本 | Le 十 急 )ds, 其 中 必 曲 线 为 了 一 并 与 g 一 2Z2 围 成 的 正 向 曲线 。 
解 ee hres 的 两 条 曲线 ,如 图 3-8 所 示 。 


02 04 06 08 
图 3-8 积分 曲线 示意 图 


可 见 ,可 以 将 原来 的 积分 问题 化 成 两 段 曲线 的 积分 问题 来 求解 。 A 求解 出 


两 后 线 的 积分 值 ,将 其 相 加 则 得 出 原 问题 的 解 为 了 = 一 2V3 十 5- jm (2+ V5). 


(2) 第 二 类 曲线 积分 .第 二 类 曲线 积分 问题 又 称 为 对 坐标 的 曲线 积分 , 它 起 源 于 变 力 
天 z,y,z) 沿 曲线 1 移动 时 做 功 的 研究 ,这 类 曲线 积分 的 数学 表达 式 为 


衣 | re WE (3.5.4) 
1 


其 中 , f(z,y,z) 为 向 量 ,可 以 写成 = [P(z,y,z), Q(z,y,z), R(z,y,z)] ,曲线 ds 亦 为 向 量 , 若 曲 
线 可 以 由 参数 方程 表示 成 的 函数 , 记 作 z(t),y(t), z(t)， ye 
dz dy dz]™ 

dt'dtdt 

则 行 向 量 函数 与 列 向 量 的 乘积 可 以 得 出 标量 函数 ,将 曲线 积分 问题 转换 成 普通 定 积分 问题 .前 
面 给 出 的 path_integral() 可 以 直接 用 于 求 取 第 二 类 曲线 积分 


ds= (3-5-5) 
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例 3.51 起 出 曲线 各 分 | 训 半 和 dr 一 襄 寺 黎 遇 ,1 为 正 向 国 周 吕 十 恋 一 0?。 
了 


解 若 想 按 圆周 曲线 进行 积分 , 则 可 以 写 出 参数 方程 = 二 acost,y = asint,(0 < t < 2n), 这 样 ,用 下 
面 的 方法 可 以 直接 求 出 曲线 积分 为 2 


例 3-52 试 求 出 曲线 可 分 的 值 | (2? 一 2zy)dz 十 (太一 22y)dy,1 为 抛物 线 y = z2(-1 和 z 和 1)。 
1 
解 曲线 给 出 的 方程 是 关于 了 的 参数 方程 , 故 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 曲线 积分 的 值 为 一 14/15。 


3.5.2 曲面 积分 与 MATLAB 语言 求解 
(1) 第 一 类 曲面 积分 。 第 一 类 曲面 积分 的 数学 定义 为 
二 外 G2,y,2)ds (3-5-6) 
s 
其 中 ,d5 为 小 区 域 的 面积 , 故 这 类 积分 又 称 为 对 面积 的 曲面 积分 ,曲面 Ss 由 z = f(z,9) 给 出 , 则 
该 积分 可 以 转换 成 zy 平面 的 二 重 积分 为 
T= [f tev f(r, WYi+ f+ fodrdy (3-5-7) 


Ory 


其 中 ,owy 为 积分 区 域 。 
根据 前 面 的 求解 方法 以 及 后 面 将 介绍 的 求解 方法 , 可 以 编写 曲面 积分 的 求解 函数 
surf_integral() ,第 一 类 曲面 积分 的 调用 格式 为 
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例 3-53 试 求 出 | 人 zyzdS, 共 中 ,积分 曲面 3 是 由 四 个 平面 了 一 0, = 0,z 二 0 和 Zz 十 y+2 二 a 固 成 


的 外 侧面 , 且 @ > 0。 
解 whine [= + f+ Te te 


平面 , 由 于 被 积 函 数 的 值 为 0, 故 这 些 积分 也 为 0, 所 以 只 4 需 研究 8 的 曲线 积分 。 S54 平面 的 数学 表示 
为 z= 二 a 一 Zz 一 y, 这 样 ,积分 边界 可 以 描述 成 0< ya 一 I,0 7 工 << a, 故 由 下 面 的 语句 可 以 求 出 曲 
面积 分 为 了 = V3a5/120。 


若 曲面 由 参数 方程 
z(u,v), y=Y(u,v), z= z(u,v) (3-5-8) 
给 出 , 则 曲面 积分 可 以 由 下 面 的 公式 求 出 
和 = i $lz(u,0), yu,0), (u,v) VEG — F?dudv (3-5-9) 
5 
式 中 
B=22+ 人 + FPF=rurvt yy tu G= 人 T+ 如 十 台 (3-5-10) 


前 面 编写 的 曲面 积分 求解 函数 surf_integral() 仍 能 求解 这 类 问题 ,语句 格式 为 


例 3-54 试 求 出 曲面 积分 | (z2g + zg2)dS， 其 中 ,3 为 螺旋 曲面 了 二 Ucosv,y = Usinv,z 二 Vv 的 


s 
0<uxa,0<v< 2n 部 分 。 
解 由 上 述 公 式 可 以 立即 得 出 积分 结果 为 T= 二 (2a (a? 十 1)” 一 aVa? 二 1 一 arcsinha)/8。 


(2) 第 二 类 曲面 积分 .第 二 类 曲面 积分 又 称 为 对 坐标 的 曲面 积分 。 其 数学 定义 为 
Ws I 二 由 P(x,y,2)dydz + Q(z,y,z)drdz + R(z,y,2)drdy (3-5-11) 


其 中 ， 正 向 曲面 9+ 由 z 二 = f(z,y) 给 出 ,被 积 函 数 二 = [P,Q, 月 为 行 向 量 ,而 dV = [dydz， 
dzdz, dzdy]7 为 列 向 量 。 这 类 曲面 积分 问题 可 以 转换 成 第 一 类 曲面 积分 


T= 呆 [P(z,y,2)cosa + Q(z,Yy,2)cosB + R(z,y,z2)cosy|ds (3-5-12) 
SsS+ 
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其 中 ,z 由 f(z,y) 代替 , 且 


一 大 一 户 本 
VE VEV 
这 样 ,分 母 上 的 VI+ 及 十 此 正好 和 式 (3-57) 中 的 项 抵消 , 故 整个 曲面 积分 可 以 写成 


基 = 由 —Pfsdzdy — Qfydzdz + Rdydz (3-5-14) 
车 曲面 由 参数 方程 式 (3-5-8) 给 出 , 则 可 以 由 下 面 的 方程 求 出 
A B C 
VD， /Vi Vi 
其 中 ,4 = yw 一 ut;B = zuTv 一 ZuzvyC 二 Tuyv 一 Yuzv。 这 样 ,由 得 出 的 第 一 类 曲面 积分 转 
换 成 二 重 积分 会 发 现 , 式 (3-5-15) 的 分 母 和 VEG 一 F? 抵 消 , 这 时 整个 曲面 积分 可 以 简化 成 


= 证 [AP(u,v) + BQ(u,v) + CR(u,v)] dudv (3-5-16) 
5S+ 


(3-5-13) 


COSA 


(3-5-15) 


Cosa 


surf_integral() 函数 还 实现 了 上 述 两 个 算法 ,调用 格式 为 


22 


zZ2 咏 a a 
例 3-55 试 求 出 光 三 和 分 用 (ev 二 权 H0as 并 中 9 归 铺 于 古语 二 二 1 的 上 半 部 , 且 积 分 治 


椭 球 面 的 上 面 。 
解 可 以 引入 参数 方程 2 二 asinucosv,y 二 bsinusinv,z 二 ccosu, 且 0 < uA/2,0<v<2n, 这 
样 ,原始 曲面 积分 问题 可 以 转换 为 一 般 双 重 积 分 问题 


2 px 
| | CRauaw, 其 中 ，R=2y 二 2，C = zu 加 一 加 zv 
0J0 


当然 ,也 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 所 需 的 曲面 积分 为 2abcr/3。 


3.6 ”数值 微分 问题 


前 面 介绍 了 已 知 原型 函数 , 可 以 通过 diff() 函数 求 取 各 阶 导数 解析 解 的 方法 , 并 得 出 结 
论 ,高 达 100 阶 的 导数 也 可 以 用 MATLAB 语 言 在 几 秒 钟 的 时 间 内 直接 求 出 ,应 该 指出 ,前 面 介 
绍 的 解析 解 方法 的 前 提 是 原型 函数 为 已 知 的。 如果 函 数 表达 式 未 知 ,只 有 实验 数据 ,在 实际 应 用 
中 经 常 也 有 求 导 的 要 求 ,这 样 的 问题 就 不 能 用 前 面 的 方法 获得 问题 的 解析 和 解 了 。 要 求解 这 样 的 
问题 , 需要 引入 数值 算法 得 出 所 需 问 题 的 解 。 由 于 在 MATLAB 语 言 中 没有 现成 的 数值 微分 函 
数 ,所 以 本 节 将 先 介绍 数值 微分 算法 , 介绍 其 中 较 好 算法 的 MATLAB 实现 ,最 后 将 通过 例子 演 
示 数 值 微 分 程序 。 
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3.6.1 数值 微分 算法 


假设 已 经 等 间隔 地 测 出 了 一 组 数据 (ti, wi), 且 已 知 时 间 间 隔 为 At, 由 高 等 数学 中 导数 的 定 
义 可 知 , 若 At 一 0, 则 相 邻 两 点 的 差 值 除 以 间隔 At 就 是 该 点 处 的 导数 , 由 此 可 以 引入 前 向 差分 


公式 1 Ay hi 
-和 (3-6-1) 
类 似 地 ,还 可 以 引入 后 向 差分 公式 Bs Wl (3-6-2) 


At 
遗憾 的 是 ,这 两 种 微分 算法 的 精度 都 是 o(At) 级 的 , 当 At 稍 大 时 ,产生 的 误差 会 很 大 .经 实 
践 检验 , 利用 基于 前 向 和 后 向 差分 的 数值 微分 算法 求 取 高 阶 微分 时 的 精度 一 般 都 是 很 低 的 ,所 
以 这 里 只 介绍 两 种 中 心 差分 的 算法 .首先 定义 一 阶 微分 为 
/AW _ Vit Yi 
WF At™ 3At 
f(z) be tA fe AD (3-6-4) 
由 Taylor 级 数 展开 可 以 将 上 式 进一步 写成 
Fl) = {+At f(z) + At2 f(z)/2! + At3f"(E)/3 + o(At) 


(3-6-3) 


记 


(3-6-5) 


2At 
1 2 p11 Ea LU 4 3 
jz) 一 Atf(z)+At At3f"(é)/31+o(At) Fr + 从 7 
可 见 这 种 中 心 差分 的 算法 精度 为 o(At?)。 
这 里 给 出 一 组 比 此 算法 精度 更 高 的 高 阶 中 心 差分 算法 , 这些 算 法 的 精度 为 o(At4) 
Yit2 + BYit1 — BYi-1 + Yi-2 


1 
此 12At 
Wh = Tt2 + 16yi+1 — 30y; + 16y;_1 — i-2 
12At2 
1 Yit3 + 8Yit2 — 13yit1 + 13yi—1 — 8yi_2 + Yi_s 
2 ER 
(4) _ —Yit3 + 12yit2 一 39yi+l + 56y; 一 39yi_1 + 12yi_2 — Yi-3 
Yi 4 
6At 
3.6.2 中 心 差分 方法 及 其 MATLAB 实现 


从 前 面 的 介绍 可 知 , 式 (3-6-6) 中 给 出 的 微分 算法 有 o(At4) 级 精度 , 因而 即使 At 不 趋 于 0 
时 , 仍 能 得 出 较 好 的 近似 微分 。 所 以 这 里 采用 该 公式 为 所 选 算法 , 可 以 编写 出 一 个 MATLAB 函 
数 ,其 内 容 为 


(3-6-6) 
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这 样 编写 的 M 函数 调用 格式 为 ,其 中 ,2 为 给 定 的 等 间距 
的 实测 数据 构成 的 向 量 ,At 为 自 变 量 的 间距 ,m 为 所 需 的 导数 阶 次 -向 量 dy 为 得 出 的 导数 向 量 ， 
而 dz 为 相应 的 自 变量 向 量 。 注 意 这 两 个 向 量 的 长 度 比 y 短 。 


例 3-56 这 里 仍 采用 例 3-13 中 给 出 的 函数 。 由 于 原型 函数 已 知 , 所 以 可 以 求 出 导数 的 解析 解 ,从 中 求 
出 精确 的 值 。 试 用 数值 微分 求 取 原 函数 的 一 阶 信 四 阶 导 数 ,并 和 解析 解 比较 精度 。 

解 生成 一 个 横 坐 标点 组 成 的 向 量 z。 另 外 由 已 知 的 原型 函数 , 可 以 立即 得 出 函数 各 阶 导 数 的 解析 解 ， 
并 将 已 知 的 横 坐 标点 代入 , 即 可 以 得 出 各 阶 导数 精确 的 数值 解 , 可 以 用 于 对 照 


假设 由 该 原型 函数 可 以 生成 一 些 数 据点 Yi, 由 这 些 点 可 以 拟 合 出 曲线 的 一 阶 改 四 阶 导 数 。 下 面 
的 语句 可 以 通过 数值 的 方法 获得 已 知 数据 点 处 的 各 阶 导 数 ,还 可 以 绘制 出 曲线 ,将 数值 导数 和 由 解 
析 解 计算 出 来 的 导数 在 相同 的 坐标 系 下 绘制 出 来 ,如 图 3-9 所 示 。 可 以 看 出 ,由 中 心 差分 算法 获得 的 
导数 是 很 精确 的 ,其 误差 从 图 上 是 看 不 出 来 的 。 


0.5 0.5 


0 1 2 i 1 
3-9 各 阶 导数 比较 


中 


下 面 定量 地 分 析 得 出 的 误差 ,考虑 计算 得 出 的 四 阶 导数 向 量 ,其 长 度 比 原始 对 照 向 量 及 短 ,所 以 
两 个 向 量 取 同 样 多 点 进行 比较 ,就 可 以 得 出 数值 方法 的 相对 误差 最 大 值 为 3.5 x 10-4, 亦 即 0.035%。 
由 此 可 见 ,这 里 的 数值 方法 还 是 很 精确 的 。 


3.6.3 二 元 函数 的 梯度 计算 


如 果 给 定 二 元 函数 的 函数 值 逢 阵 z, 其 中 ,为 网 格 数据 , 则 可 以 由 gradient() 函数 求 取 
二 元 函数 的 梯度 .该 本 数 的 调用 格式 为 EGG. 其 实 ,这 样 计算 出 来 的 户 与 九 
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不 是 真正 的 梯度 ,这 里 尚未 考虑 z,y 华 标的 情况 如果 得 到 的 z 箱 阵 是 建立 在 等 间距 的 形式 生 
成 网 格 基础 上 的 , 则 实际 的 梯度 值 可 以 由 有 ZX 司 和 国 汪 各 R 届 求 出, 其 中 ,Az 和 Ay 分 别 
为 zy 生成 网 格 的 步 距 。 

例 3-57 考虑 例 3-16 中 的 问题 ,假设 已 经 得 出 网 格 数据 ,试用 数值 方法 由 该 数据 解 出 梯度 值 。 

解 现在 重新 生成 数据 , 则 可 以 由 这 些 数据 直接 计算 出 该 函数 的 梯度 ,而 无 须 再 从 原 函 数 直 接 计 算 梯 
度 值 。 由 下 面 的 语句 还 能 绘制 出 带 有 等 值 线 的 引力 线 图 ,和 图 3-3(b) 中 的 图 形 完全 一 致 。 


下 面 的 语句 将 绘制 出 误差 的 曲面 ,如 图 3-10 所 示 。 可 见 大 部 分 区 域内 误差 还 是 较 小 的 ,但 在 某 些 
小 的 区 域内 误差 较 大 , 这 说 明 原 来 网 格 的 间距 较 大 ,使 得 简单 的 梯度 函数 难以 精确 求解 。 


0.1 


者 | 
(a) gz/9z 的 误差 曲面 (b) 9z/9y 的 误差 曲面 
3-10 二 元 函数 数值 梯度 的 误差 曲面 


如 果 将 网 格 加 密 一 倍 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 计算 数值 梯度 , 得 出 的 结果 和 其 与 理论 值 之 间 的 误 
差 也 可 以 绘制 出 来 ,如 图 3-11 所 示 , 可 见 这 时 误差 显著 减 小 。 


3.7 数值 积分 问题 


数值 积分 问题 是 传统 数值 分 析 课 程 中 的 重要 内 容 。 本 节 将 分 几 种 情况 介绍 数值 积分 问题 的 
求解 方法 。 首 先 ,如 果 被 积 函数 的 数学 表达 式 未 知 , 则 需要 由 实测 数据 通过 梯形 算法 求 出 积分 的 
近似 值 ; 如 果 被 积 函数 已 知 , 则 将 分 别 介绍 一 元 函数 积分 一 元 函数 广义 积分 、 二 重 积分 以 及 多 
重 积分 问题 ,采用 前 面 介绍 的 解析 解 方 法 和 vpa() 函数 ,可 以 得 出 任意 一 元 函数 的 积分 值 ,所 以 
车 安装 了 符号 运算 工具 箱 , 则 没有 太 大 必要 采用 本 节 介 绍 的 纯 数值 方法 ;对 于 重 积分 问题 来 说 ， 
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0.1 

0.1 

0.05 0.05 
0 0 

2 2 

0 队 2 0 人 2 
村 二 = 二 
(a) 9z/9z 的 误差 曲面 (b) 9z/9y 的 误差 曲面 


图 3-11 网 格 加 密 后 二 元 函数 数值 梯度 的 误差 曲面 
如 果 内 重 积分 是 解析 不 可 积 的 , 则 解析 解 方法 是 不 能 得 出 积分 值 的 , 必须 采用 数值 积分 方法 。 
3.7.1 由 给 定数 据 进行 梯形 求 积 
一 元 函数 定 积分 的 数学 表示 为 


b 
| f(z)dr (3-7-1) 


在 被 积 函数 f(z) 理论 上 不 可 积 时 ,即使 有 强大 的 计算 机 数学 语言 帮忙 , 也 不 能 够 求 出 该 
职 分 的 解析 解 ,所 以 往往 要 采用 数值 方法 来 求解 .求解 定 积分 的 数值 方法 是 多 种 多 样 的 , 如 简 
单 的 梯形 法 、Simpson 法 、Romberg 法 等 算法 都 是 数值 分 析 课 程 中 经 常 介绍 的 方法 ,它们 的 基 
本 思想 都 是 将 整个 积分 空间 [w, 引 分 割 成 若干 个 子 空间 [zi zi41];i = 1,2,… ,n, 其 中 ,zw = a， 
zn+1 二 5b。 这样 整个 积分 问题 就 分 解 为 下 面 的 求 和 形式 


f Wj bp 人 Nai bn A (3.7.2) 
a i=1 


We 
一 个 小 的 子 空间 上 都 可 以 近似 地 求解 出 来 , 当然 最 简单 的 求 每 一 个 小 的 子 空间 的 积分 方 
法 是 采用 梯形 近似 的 方法 .梯形 方法 还 可 以 应 用 于 已 知 数据 样本 点 的 数值 积分 问题 求解 .假设 
在 实验 中 测 得 一 组 数据 (z1,y1), (x2,y2), (za;ya)，……， (zn+lyyn+l), 且 zi 为 严格 单调 递增 的 数 
值 , 直 接 求 取 这 些 点 对 应 曲线 的 数值 积分 最 直观 的 方法 就 是 用 梯形 方法 ,用 直线 将 这 些 点 连接 
起 来 , 则 积分 可 以 近似 为 该 折线 与 z 轴 之 间 围 成 的 面积 。 
假设 已 经 建立 起 向 量 z = [zx1,z2,… ,Zn 了 Y = [yy2，… ;yn+1] 人 ， 则 由 MATLAB 的 
trapz() 函数 可 以 直接 用 梯形 法 求解 积分 问题 ,该 函数 调用 格式 为 B=trapz(Z,9y) ,其 中 ,之 可 
以 为 行 向 量 或 列 向 量 ,y 的 行 数 应 该 等 于 zx 向 量 的 元 素数 ,如 果 y 由 多 列 矩 阵 给 出 , 则 用 该 函数 
可 以 得 出 若干 个 函数 的 积分 值 。 
例 3-58 试用 梯形 法 求 出 ZE (0,) 区 间 内 ,函数 sinz,cosz,sin(z/2) 的 定 积 分 值 。 
解 生成 区 间 内 横 坐 标 向 量 ,用 上 述 的 算法 可 以 求 出 各 个 函数 的 数值 积分 值 为 1.9982, 0.0000, 1.9995， 
而 这 些 理论 值 分 别 为 2,0,2。 
>> xl=[0:pi/30:pi]'; y=[sin(x1) cos(x1) sin(x1/2)]; S=trapz(x1,y) % 梯 形 积分 法 计生 
由 于 选择 的 步 距 较 大 ,为 hh== zx/30 污 0.1, 故 得 出 的 结果 有 较 大 的 误差 ,在 8.1.2 节 中 将 积分 问题 
与 样 条 插值 技术 相 结 合 ,给 出 一 个 能 精确 计算 数值 积分 的 MATLAB 函数 ,并 演示 其 在 更 大 步 距 下 的 
有 效 性 和 精度 。 a 
例 3-59 请 用 定 族长 方法 求解 积分 | cos15z dx。 
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解 求解 问题 之 前 ,首先 用 下 面 的 MATLAB 语句 绘制 出 被 积 示 数 的 曲线 ,如 图 3-12 所 示 。 可 见 , 在 求 
解 区 域内 被 积 函 数 有 很 强 的 振荡 。 


”>> x=linspace(0,3*pi/2,500); y=cos(15*x); plot(x,y) % 被 积 函 数 的 振荡 曲线 
1 
0.5 
0 
= 
< 
0 


3-12 被 积 函数 f(z) = cos 15z 的 曲线 


对 不 同 的 步 距 万 = 0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001,0.000001, 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 采用 不 同 
步 距 的 积分 近似 结果 , 见 表 3-1。 


一 3-1 步 距 选择 与 计算 结果 


步 长 。。 得 出 积分 值 。 误 关 下 水 长 得 Ht 积 人 值 识 差 得 出 积分 值 误差 步 长 得 出 积分 值 误差 
0.1 0.05389175150075948 0.0127749152 0.0001 0.06666665416666881 1.24999978x10-S 
0.01 。 0.0665416954658383 0.0001249712 10-5 0.06666666654166685 1.24999816x10-10 


0.001 0.06666541668003727 1.2499866x10-5 10-6 0.06666666666541621 1.25045807x10-12 


可 见 , 随 着 步 距 凡 的 减 小 ,计算 精度 逐渐 增加 。 例 如 , 当 有 二 10-6 时 可 以 保留 小 数 点 后 11 位 精确 
数字 ,但 这 时 求解 的 时 间 也 将 成 倍增 加 , 达到 0.25s 一 一 此 函数 执行 效率 较 早 期 版 本 有 明显 的 改善 。 
如 果 想 进一步 增加 计算 精度 ,还 得 再 减 小 步 长 ,这 样 内 存 将 耗 尽 ,程序 不 能 继续 执行 下 去 。 

如 果 积分 区 间 从 现在 的 (0,3r/2) 修改 成 更 大 的 范围 ,如 (0,1000), 为 保证 计算 精度 , 不宜 增 大 步 
长 。 如 果 仍 取 甩 二 10-6, 则 下 面 将 给 出 内 存 不 足 的 错误 信息 ,所 以 需要 更 有 效 的 数值 积分 函数 。 
>> h=le-6; x=[0:h:1000]; tic, y=cos(15*x); I=trapz(x,y); toc % 大 范围 积分 不 可 行 ， 


3.7.2 单 变量 数值 积分 问题 求解 
单 变量 函数 的 数值 积分 还 可 以 采用 一 般 数值 分 析 中 介绍 的 其 他 算法 进行 求解 -例如 ,可 以 
采用 下 面 给 出 的 Simpson 方 法 求解 出 [zi, zi44] 上 的 积分 A 卢 的 近似 值 为 
A 户 = 和 je 十 好 (es 十 2 (=) 十 好 (z+ 节 ) 二 ye (3.73) 
式 中 ,hi = Zit1 一 Zi 
MATLAB 中 引入 了 新 的 自 适应 变 步 长 数值 积分 求 取 函 数 integral(), 其 调用 格式 为 
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T=integral(f ,a,b, 属性 设置 对 ), 其 中 , f 用 于 描述 被 积 函 数 , 它 可 以 是 一 个 Fun.m 函 数 文件 
名 (由 @Fun 或 'Fun' 给 出 ), 该 函数 的 一 般 格式 为 y=Fun(z) ,还 可 以 用 匿名 函数 等 ;a,b 分 别 为 
定 积分 的 上 限 和 下 限 ,该 函数 还 允许 给 出 “属性 设置 对 ”来 设置 积分 控制 选项 , 如 RelTol 选项 
和 相对 误差 限 的 值 来 指定 计算 精度 ,这样 的 属性 还 包括 绝对 误差 限 AbsTol、 向量 积分 控制 标 
志 ArrayValued 等 .下面 将 通过 例子 演示 数值 积分 的 求解 。 

早期 MATLAB 版 本 可 以 使 用 底层 函数 quad() 、quad1()、quadgk() 和 quadv() 计算 数值 
积分 的 值 ,其 调用 格式 与 integral() 类 似 , 其 效率 要 远 远 低 于 integral() 函数 。 


例 3.60 考虑 不 可 积 教 学 函数 erf(z) 二 寺 此 。 “ee 谍 用 数值 方法 来 表 该 各 分 。 
0 


解 在 求 取 数 值 解 之 前 ,需要 首先 描述 一 下 被 积 函 数 。 描 述 被 积 函 数 有 三 种 方法 : 
(1) M 函数 。 建 立 一 个 MATLAB 函数 并 将 其 存 成 文件 ,其 内 容 为 
function y=c3ffun(x)，y=2/sqrt(pi)*exp(-x. 2); 义 被 积 函数 的 M 函数 描述 
这 样 ,可 以 将 上 述 内 容 存 入 一 个 c3ffun.m 文 件 ,由 于 自 变量 每 次 读 入 的 可 以 是 一 组 zw 的 值 ,所 以 
范 数 内 部 应 该 使 用 点 运算 来 计算 每 个 自 变量 取 值 处 的 函数 值 y。 
(2) 匿名 函数 。 建 立 匿名 六 数 ,其 格式 为 f=@(X)2/sqrt(pi)*exp(-Xx. 2) ,这 种 方法 的 特点 是 
可 以 动态 地 描述 需要 求解 的 问题 ,而 无 须 建立 一 个 单独 的 文件 ,所 以 这 样 的 方法 更 适合 于 简单 问题 
的 直接 应 用 ,该 函数 中 ,@ 符 号 后 的 括号 内 为 函数 的 自 变 量 , 后 面 接 函 数 的 计算 表达 式 。 
(3) inline() 函数 。 类 似 于 匿名 函数 的 方法 ,可 以 用 inline() 函数 定义 被 积 函 数 , 如 
>> f=inline('2/sqrt(pi)*exp(-x."2)','x'); 被 积 函 数 的 inline() 描述 
同样 ,这 种 方法 也 无 须 建立 一 个 单独 的 MATLAB 文件 。 相 比 之 下 ,inline() 函数 的 第 一 个 输入 
变量 为 被 积 函 数 本 身 , 和 MATLAB 函数 描述 格式 完全 相同 ,第 二 个 输入 变量 为 自 变量 , 当然 还 可 以 
带 有 多 个 自 变 量 。 不 过 , inline() 函数 方法 属于 被 淘汰 的 方法 ,不 建议 使 用 。 
定义 了 被 积 函 数 , 可 以 调用 integral() 函数 直接 求解 出 定 积分 值 为 0.966105146475311 。 
>> f=@(x)2/sqrt(pi)*exp(-x. 2); y=integral(f,0,1.5) % 双 精度 数值 积分 计算 
其 实 , 对 这 样 简 单 的 一 元 数值 积分 问题 来 说 , 用 符号 运算 工具 箱 可 以 求解 出 更 精确 的 解 10 一 
0.96610514647531071393693372994991。 可见, 前面 的 数值 解 在 双 精 度 意义 下 还 是 相当 精确 的 。 
>> syms x，I0=vpa(int(2/sqrt(pi)*exp(-x 2) ,0,1.5)) % 高 精度 数值 解 
虽然 前 面 介绍 的 三 种 方法 均 可 以 用 于 描述 被 积 函 数 ,但 它们 各 有 特点 -M 函数 的 方法 可 以 
描述 带 有 中 间 变 量 的 问题 , 而 后 两 种 方法 则 不 能 .在 后 面 将 涉及 的 返回 多 个 变量 的 问题 也 不 适 
合 采用 匿名 函数 与 inline() 函数 .从 计算 速度 看 , 使 用 匿名 函数 的 速度 要 明显 快 于 M 函数 ,本 
书 将 尽量 采用 匿名 函数 ,如 需 返 回 多 个 变量 或 涉及 中 间 变 量 时 则 只 能 采用 M 函 数 。 
例 3-61 试 求解 下 面 分 段 函 数 的 积分 问题 
em， 0<zr<2 


4 
a | a A { 80/[4—sin(16nz)], 2<z<4 


解 用 曲线 绘制 函数 不 难 绘制 出 分 段 函数 , 这 里 为 减 小 视觉 上 的 误差 ,在 端点 和 间断 点 处 采用 了 特殊 
处 理 , 故 可 以 得 出 如 图 3-13 所 示 的 填充 图 形 。 可 见 , 在 Z 一 2 点 处 有 跳跃。 
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图 3-13 被 积 区 域 填充 示意 图 


利用 关系 表达 式 可 以 描述 出 被 积 函 数 ,调用 积分 函数 integral() 就 可 以 求解 出 原始 定 积分 ,得 
出 五 = 57.764450125048505。 


其 实 ,还 可 以 将 原来 的 积分 问题 转换 成 [0 十 [2 的 问题 ,用 积分 问题 解析 解 求解 函数 int() 可 以 
得 出 原始 问题 的 精确 解 为 了 一 57.76445012505301033331523538518。 


此 问题 的 解析 解 是 已 知 的 ,当然 可 以 和 解析 解 对 比 ,看 得 出 的 解 精度 如 何 , 而 实际 应 用 中 解析 解 
是 未 知 的 ,如 何 检验 得 出 的 解 是 否 正确 呢 ?考虑 设置 一 下 更 严格 的 相对 误差 限 RelTol, 看 看 能 否 得 
出 一 致 的 结果 ,如 果 不 能 则 再 设置 更 小 的 误差 限 。 例 如 , 本 问题 选择 误差 限 10-20 即 可 得 出 更 精确 的 
结果 五 = 57.764450125053010, 可 见 , 该 解 是 双 精 度数 据 结构 下 最 精确 的 解 。 


利用 符号 变量 的 分 段 函 数 表示 方法 ,可 以 给 出 下 面 语句 计算 积分 ,结果 和 前 面 的 完全 一 致 。 


3m/2 
例 3-62 试用 integral() 函数 求解 例 3-59 中 的 定 积分 问题 ,了 二 | co 
0 


解 从 例 3-59 中 演示 的 定 步 长 方法 看 ,只 有 步 长 选 得 极 小 ,才能 准确 得 出 11 位 有 效 数 字 , 且 耗 时 较 长 。 
其 实 , 用 变 步 长 数值 积分 函数 可 以 轻而易举 地 求 出 该 定 积 分 问题 的 解 为 8 = 0.06666666666667, 所 
需 时 间 只 需 0.0035s, 使 用 的 时 间 也 大 大 地 减少 了 。 


所 以 ,由 此 可 以 得 出 结论 :求解 变化 不 均匀 的 函数 的 积分 不 宜 采 用 传统 数值 分 析 类 课程 介绍 的 
定 步 长 积分 算法 ,因为 用 该 算法 精度 难以 保证 ;而 若 要 使 用 小 步 长 , 则 计算 量 将 极 大 , 且 仍 然 无 法 保 
证 计算 精度 。 采 用 变 步 长 算法 可 以 很 容易 地 得 出 原 问 题 的 解 。 

j5 
例 3.63 让 未 解 复数 各 分 站 二 | er -jr gin(7 +j2)zdz. 
2 


解 复 函 数 的 积分 问题 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 , 得 出 的 积分 值 为 了 一 一 0.9245 十 j25.792。 采 用 理 
论 值 求解 方法 可 以 验证 ,前 面 得 出 的 数值 积分 是 准确 的 。 
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例 3-64 重新 考虑 例 3-59 中 的 振荡 函数 积分 问题 , 若 积分 区 间 为 [0,1000], 试 求 出 其 数值 积分 。 

解 由 于 积分 区 间 过 大 且 被 积 函 数 一 直 在 振荡 ,所 以 梯形 方法 trapz() 函数 将 失效 。 利 用 新 版 本 的 数 
值 积分 函数 可 以 得 出 积分 的 值 为 五 = 0.059561910526150, 耗 时 仅 0.013s。 采 用 解析 解 方法 验证 了 该 
积分 的 精确 值 为 了 = sin(15000)/15 ~ 0.059561910526418590894507853039996, 耗 时 0.093s, 可 见 ， 
数值 函数 integral() 是 精确 高 效 的 。 


3.7.3 广义 数值 积分 问题 求解 
前 面 介 绍 的 integral() 可 以 直接 用 于 广义 积分 的 求 取 , 函数 的 调用 格式 与 前 面 介绍 的 完 
全 一 致 ,直接 在 积分 限 位 置 给 出 -inf 或 inf 即 可 .下 面 通过 例子 演示 该 函数 的 应 用 。 
例 3.65 试 术 出 无轨 各 分 | i 
0 


解 由 数值 积分 函数 integral() 可 以 直接 得 出 所 需 的 无 穷 积分 为 了 二 0.886226925452758, 与 理论 值 
五 = Vr/2 s 0.88622692545275801365 相当 接近 ,误差 达到 10-16 级 别 。 


例 3.66 已 知 Tta) = | eraa? sin(a2z)dz, 试 绘制 出 IT(a) 与 a 的 关系 曲线 ,其 中 Qe (0,4)。 
0 


解 前 面 介绍 的 积分 都 是 某 个 单个 函数 的 定 积分 ,而 这 里 需要 求解 的 是 对 一 系列 aq 值 的 定 积分 问题 ， 
使 用 应 该 采用 向 量 函 数 积分 的 方法 。 下 面 的 语句 可 以 直接 求 取 原 问题 的 积分 ,得 出 的 函数 曲线 如 
图 3-14 所 示 。 早 期 版 本 求解 此 问题 需要 采用 循环 结构 。 


0.5 
0.4 
0.3 
0.2 
0.1 

0 


1 3 4 
图 3-14 积分 I(a) 与 a 的 关系 曲线 


o 
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3.7.4 积分 函数 的 数值 求解 
本 节 前 面 介绍 的 内 容 都 是 求 出 (a,5) 区 间 的 定 积分 的 方法 , 如 何 绘制 出 函数 的 积分 函数 
F(z)= [ f(7)dr (3-7-4) 
的 曲线 是 这 里 要 探讨 的 问题 .仿照 数值 积分 的 方法 , 可 以 将 积分 区 间 (a,5) 作 nn 等 分 , 令 z1 = a， 


Za 二 a 十 hy… ;znti 二 5b; 其 中 ,hh 二 (b 一 a)/n; 则 积分 函数 在 a 点 的 值 为 0( 即 (a,a) 区 间 的 定 
积分 为 0), 记 玉 = 0, 可 以 由 下 面 的 递 推 公式 直接 求解 积分 函数 


Tk+1 
Fn=m+| i (3.7.5) 


Tk 


这 样 ,可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 计算 积分 函数 


该 函数 的 调用 格式 为 [EECEEGGECT 9,， 的 驮 认 人 为 100。 
例 3-67 试 绘制 出 例 3-61 中 分 段 函 数 的 积分 曲线 。 

解 由 于 分 段 函 数 中 er 是 不 可 积 的 函数 ,所 以 不 能 用 解析 解 方法 绘制 出 其 积分 函数 曲线 ,求解 这 样 
的 问题 只 能 用 数值 方法 。 先 用 匿名 函数 定义 出 被 积 函 数 , 则 可 以 调用 intfunc() 函数 直接 求解 原 问 
题 , 得 出 的 积分 函数 曲线 如 图 3-15 所 示 。 可 见 , 例 3-61 得 出 的 定 积分 只 是 其 右 侧 端点 的 函数 值 。 


0 1 2 3 4 
3-15 给 出 函数 的 积分 曲线 
3.7.5 双重 积分 问题 的 数值 解 
考虑 下 面 的 双重 定 积分 问题 的 标准 型 
TM rym(7) 
I= | | f(z,y)dydzr (3-7-6) 
zm ) 


am(z 
由 MATLAB 提供 的 integra12() 函数 就 可 以 直接 求 出 上 述 双重 定 积 分 的 数值 解 。 该 函数 
fr 格式 ERRGES 和 其中 风 作 参数 对 "的 用 法 


00m 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


integral() 函数 完全 一 致 ,ys 与 yw 可 以 是 积分 边界 的 函数 句柄 .调用 integral() 函数 时 需 
要 特别 注意 的 是 积分 次 序 为 先 y 后 z。 

2 
例 3-68 试 求 出 双重 定 积分 二 | | ei 

Er 
解 对 算 形 积分 区 域 而 言 ,因为 可 以 交换 积分 次 序 , 所 以 只 要 能 找 对 工 和 Y 的 积分 边界 阶 可 以 直接 求 
解 了 。 用 匿名 函数 表示 被 积 函 数 ,选择 和 的 积分 范围 分 别 为 [2, 引 ,[-1]], 这 样 就 可 以 通过 下 面 
的 MATLAB 语 和 句 求 出 被 积 函 数 的 双重 定 积分 值 为 1.574498159218786。 
>> f=0(x,y)exp(-x.°2/2) .#sin(x.2+y); J=integral2(f,-2,2,-1,1,'RelTol' ,1e-20) 


仿照 图 3-15 的 思路 ,可 以 编写 出 等 间距 算 形 子 区 域 的 积分 函数 数值 解 的 MATLAB 函数 ,并 
绘制 出 积分 函数 曲面 , 该 函数 的 调用 格式 为 
其 中 , /为 匿名 函数 或 M 函数 ,(zm,zM) 和 (ym;yM) 为 积分 的 矩形 区 域 ,nmm 为 z,y 轴 的 分 段 数 ， 
默认 值 为 50。 返 回 变量 下 (end,end) 即 为 定 积分 的 值 。 


例 3-69 求解 例 3-68 被 积 函 数 在 矩形 区 域内 的 积分 曲面 。 

解 下 面 语句 可 以 先 用 匿名 函数 定义 被 积 函 数 ,这 样 就 可 以 求 出 二 元 函数 的 积分 曲面 ,如 图 3-16 所 
示 , 曲 面 左 上 角 的 值 为 例 3-68 求 出 的 近似 定 积分 值 工 = 1.574498159218787, 但 耗 时 较 长 ,达到 5.67s， 
需要 更 高 效 的 算法 极其 实现 。 


0 
ey -0.5 
图 3-16 给 出 二 元 函数 的 积分 曲面 
1 VERB 
例 3-70 斌 本 出 允 重 定 积分 了 一 | | ez /2sin(z? +Yy)dydr。 
—1/2 J—Vi-z2/2 
解 这 里 的 例子 是 先 1 后 z, 和 标准 型 中 的 积分 顺序 是 一 致 的 ,所 以 可 以 直接 调用 下 面 的 语句 求解 ,其 
结果 为 0.411929546176295。 
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解析 解 方法 不 能 得 出 原 问题 的 解析 解 ,但 可 以 得 出 其 高 精度 数值 解 为 0.41192954617629512。 


遗憾 的 是 ,在 MATLAB 中 并 没有 提供 求解 先 z 后 y 的 双重 积分 问题 的 求解 函数 
yM [rzM(y) 
w=| | f(r,y) drdy (3-7-7) 
Ym drm(y) 


可 以 考虑 将 其 变换 为 式 (3-7-6) 的 标准 形式 ,再 用 integral2() 函数 求解 原始 问题 。 先 对 y 
再 对 zx 积 分 的 问题 ,具体 地 , 令 全 = y, 痕 ==; 则 式 (3-7-7) 可 以 等 效 地 变换 为 


| We f(D,2) dpdz (3.7.8) 


Dm (全 
这 样 ,最 简单 的 方法 就 是 互 换 原 函 数 f(z,y) 中 变量 的 次 序 ,而 不 必修 改 其 他 的 部 分 ,将 被 积 
函数 定义 成 也 寺 到 印 可 .下面 将 通过 一 个 具体 例子 来 演示 双重 积分 的 运算 。 


1 Vi 
例 3.71 求解 双重 积分 了 一 | | 

本 轩 
解 从 理论 上 说 ,该 问题 是 没有 解析 解 的 ,不 过 利用 符号 运算 的 方式 ,可 以 得 出 原 双重 积分 的 高 精度 
数值 解 为 了 = 二 0.70412133490335689947800312022517, 耗 时 123.57s。 


Em 


ez /2sinh(2z? 十 y) dzdy 的 数值 解 。 


对 这 里 给 出 的 问题 来 说 , 由 于 积分 顺序 是 先 I 后 Y, 所 以 无 须 修改 被 积 函 数 本 身 ,只 需 修改 匿 
名 函数 的 入 口 变 量 顺序 ,就 可 以 由 下 面 语句 直接 得 出 其 数值 解 为 0.704121334903362, 耗 时 仅 需 
0.0195s。 可 见 该 数值 算法 是 很 高 效 的 ,精度 也 是 很 高 的 。 


积分 函数 曲面 仍然 可 以 利用 intfunc2() 函数 求 出 ,然后 将 积分 区 域 之 外 部 分 的 函数 值 设 
置 成 NaN 即 可 。 
例 3-72 试 求 取 例 3-70 中 的 积分 曲面 。 
解 可 以 由 前 面 介绍 的 方法 先 求 出 矩形 区 域 的 积分 函数 数值 解 , 然后 对 得 到 的 解 逐 列 扫描 ,将 积分 区 
域 之 外 的 点 函数 值 设置 为 NaN, 这 样 可 以 通过 下 面 语句 绘制 积分 函数 的 曲面 ,如 图 3-17(a) 所 示 。 使 
用 view(0,90) 则 可 以 得 出 积分 区 域 的 表示 ,如 图 3-17(b) 所 示 。 
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| 


-0.5 
5 过 二 有 | -03 0 0.5 1 3 


(a) 二 元 函数 积分 曲面 (手工 旋转 ) (b) 曲面 俯视 图 
图 3-17 二 元 函数 的 积分 曲面 
surf (Xx,y,Zz)，figure，surf (x,y,z) ，view(0,90) 绘制 积分 示意 图 


3.7.6 三 重 定 积分 的 数值 求解 
- 般 三 重 定 积 分 的 标准 型 为 


TM [YM(T) [zm (7,y) 
1=| | | f(z,y,z2)dzdydzr (3-7-9) 


Tm dym(T) Jzm(T,y) 
这 样 的 三 重 积 分 问题 可 以 由 MATLAB 的 integral3() 函数 得 出 。 该 函数 调用 格式 为 
J=integral3(f ,zm,ZM ,ym,YyM ,zm,2M ,属性 参数 对 ) 
其 中 ,了 描述 三 元 被 积 函 数 ,同样 可 以 用 M 函 数 、 匿 名 函数 或 inline() 函数 定义 “属性 参数 
对 ”的 内 容 与 integral() 函数 完全 一 致 ,ym,yM, zm 与 2M 可 以 是 函数 句柄 ,如 果 积 分 的 顺序 有 
变 , 则 可 以 仿照 前 面 的 integral2() 处 理 方式 做 相应 的 变换 再 直接 求解 。 


2 px px 
例 3-73 用 数值 方法 来 解 例 3.32 中 的 三 重 定 积分 问 是 | | | Aze -dzdydse 
0 J0 J0 


解 用 匿名 函数 描述 被 积 函数 , 该 被 积 函 数 有 z,z,z 三 个 自 变 量 ,通过 下 面 的 语句 立即 可 以 求 出 三 重 
定 积 分 值 ,其 近似 解 为 3.108079402085465, 耗 时 0.42s。 
>> f=@(X,y,Z)4*X.*Z.*exp(-X.*X.*y-Z.*Z); 义 描述 多 元 被 积 函 数 
tic，I=integral3(f,0,2,0,pi,0,pi,'RelTol' ,1e-20) ，toc 数值 积分 计算 


例 3-74 试 求解 下 面 的 三 重 积分 问题 
1 pVITaT Vay 
= | 
0 VsaT 好 
解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 出 积分 的 数值 解 工 = 0.237902335517189, 耗 时 0.16s。 
>> tic, f=Q@(x,y,2Z)z. 2.*exp(-(x+y. 2)); yM=@(x)sqrt(1-x. 2); 勾 被 积 函 数 
Zzm=@(x,y) sqrt(x.~2+y.~2) ; zM=-@(x,y)sqrt(2-x.~2-7.~2); % 积分 区 域 边 界 
I=integral3(f,0,1,0,yM,zm,ZzM,'RelTol' ,1e-20); toc % 三 重 数值 积分 
如 果 考 虑 采用 解析 求解 方法 , 则 可 以 尝试 下 面 的 语句 ,不 过 经 过 43.9s 的 等 待 ,将 得 到 提示 ， 
该 问题 是 没有 解 的 , 也 不 能 得 出 该 积分 的 近似 值 , 所 以 只 能 借助 于 数值 方法 。 
>> syms xX y zZ，zm=sqrt(x~2+y~2) ; ZzM=sqrt(2-x~2-y 2); tic % 积 分 的 解析 求解 
I=int(int(int(z 2*exp(-(x+y 2)),z,zm,zM),y,0,sqrt(1-x 2)),x,0,1), vpa(I), toc 


22e- (s+y) dzdydzr 
0 
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3.7.7 多 重 积分 数值 求解 
当前 的 MATLAB 版 本 并 不 能 求解 更 多 重 积 分 的 问题 , 美国 学 者 Wilson 和 Gardner 开 发 的 
NIT 工 具 箱 (Numerical Integral Toolbox) 回 可 以 解决 多 重 超 长 方 体 边 界 的 定 积分 问题 , 例如 ， 
使 用 quadndg() 函数 ,但 对 一 般 积 分 区 域 来 说 则 没有 现成 的 求解 函数 .积分 区 域 为 超 长 方 体 的 
多 重 积分 问题 可 以 表示 为 
I | | 人 -| a (3-7-10) 


Tlm dT2m 


该 问题 的 求解 语句 为 EGG , 共 

中 ,为 描述 被 积 函数 的 M 函数 ,< 为 误差 容 限 ,可 以 忽略 。 

2 
例 3.75 试用 多 重 积分 的 求解 函数 重新 求 例 3.73 中 的 三 重 积分 问题 | | | tere dedyae. 

0 J0 J0 
解 令 zl = zza = Yy,za = z, 则 原 问题 的 被 积 函 数 可 以 重新 改写 成 f(z) = 4zl7ae-ziza- 吧 ， 可 
以 用 下 面 的 匿名 函数 直接 描述 被 积 函数 , 然后 调用 求解 双 数 求解 原 积分 问题 ,得 出 原 问题 的 解 为 
了 二 3.108079402085409, 该 结果 与 例 3-73 一 致 ,但 由 于 quadndg() 算法 效率 高 于 integral3(), 所 以 
求解 的 时 间 大 约 为 例 3.73 的 1/10。 


例 3-76 用 效 值 和 解析 解 访 法 求解 下 而 的 到 本 守 积分 问题 s 
= 「 [| | | YoVwr yz dzdydrdwdv 
0 Jo Jo Jo Jo 
解 对 这 样 的 特殊 问题 来 说 ,其 解析 和解 是 可 以 求 出 的 ,积分 值 为 120W5, 耗 时 0.133s。 


Tpm 


事实 上 , 大 部 分 高 维 积分 问题 解析 解 是 不 存在 的 ,所 以 应 该 采用 数值 方法 去 求解 。 令 zl = 二 v， 
ZT9 一 山 ,Z3 一 2,T4 一 9,Z5 一 2, 则 被 积 函 数 可 以 改写 成 
f(z) = WiIVargrios 
所 以 此 积分 问题 的 被 积 函数 可 以 由 匿名 函数 表示 ,这样 可 以 给 出 下 面 的 求解 语句 ,得 出 
了 = 205.2205 ~ 120W5。 由 于 这 里 采用 的 算法 是 非 向 量 型 的 ,所 以 运算 速度 较 向 量 型 算法 慢 很 多 , 本 
例 所 需 时 间 大 约 4.92s。 


例 3-77 用 数值 方法 求解 下 面 的 五 重 定 积 分 问题 。 
5 1 r2 /3 
z=| | | | (eC Wsin Vi te) dzdydrdwdy 
0 J0 0 


解 这 里 给 出 的 例子 是 不 能 解 新 求解 的 ,必须 借助 数值 方法 求解 原始 问 题 。 仿 旧 令 可 三 杨 靖 = 
Ta 二 7,T4 一 2,Z5 二 2, 则 被 积 函数 可 以 改写 成 
fe) =e sinVm te rie 
此 积分 问题 的 被 积 函 数 可 以 由 匿名 函数 表示 ,这 样 可 以 给 出 下 面 的 求解 语句 ,得 出 多 重 积分 的 
值 为 了 = 113.60574122。 尽 管 被 积 函 数 比 上 例 的 复杂 很 多 ,但 两 者 的 计算 时 间 相差 无 几 。 
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>> f=@(x)exp(-(x(1))~(1/3))*sin(sqrt (x(2)))+exp(-x(3)~2*x(4)~3*x(5)); 义 被 积 函 数 


(1 


i 


(2 


(3) 


(4 


a 


(5) 
(6) 


(7) 
(8) 


(9 


(10) 


(11) 


(12) 


tic，I=quadndg(f,[0 0 0 0 0] ,[5,4,1,2,3])，toc % 计算 另 一 个 多 重 积分 


3.8 习 题 
试 求 出 如 下 极限 : 


2 z+3 cot(z—a) 
二 QT)1/r 。 (z+2)*+2(z 十 3) tanz 
A Bs oe (zZ 十 5)2z+5 可 三 tana 


1 1 
© [aes Vi as 直 


© lim (Verreti- Vereti 
T+00 


ln (ez 十 z) 
本、 


来 出 下 面 的 呆 权 限 Jin | my fm) 和 ln [am yt 可， 


f(z,y) = si 到 =00,b=o00, @f(z,y)= 言 Im Te =0,6= 006 
试 求 下 面 的 双重 极限 : 
T29 + ry ry 1 一 cos (z2 十 好 ) 
im ， @ lim 一- 一，Q@ lim 一 一 一 一 一 一。 
s37! (z+ Jy) 到 Viy+1l—1 538 (22+) e+ 
le 加 Ty 总 A _ pi 
斌 证 明 画 数 f(zy) = 5 万 下 区 满足 Ja [im /te = lim [lim flo, 四 | =0, 但 该 本 


数 的 双重 极限 lim f(z,y) 不 存在 。 
2 


试 求 出 y(t) = V(z 一 1)(z 一 2)/[(z 一 3)(z 一 外] 亏 数 的 四 阶 导数 。 
求 出 下 面 函 数 的 导数 : 
@Oy(z) = VzsinzVI 一 ef， oy= AN ey 
yy 人 | 
@atanr 一 In(Z +y), @y(z) = pp mm ,n>0。 


试 求 函 数 y(z) = (1 一 Vecosaz)/[z (1 一 cosVaz)] 的 十 阶 导数 。 

在 高 等 数学 中 ,求解 分 子 和 分 母 均 同时 为 0 或 co 的 分 式 极限 时 可 使 用 L?H6pital 法则 , 即 对 分 
子 分 母 分 别 求 导数 ,再 由 比值 得 出 。 试 用 该 法 则 求 lim[mn(1 十 z)n(1 一 z) 一 In(l 一 Z2)]/z4 ,并 
和 直接 求 出 的 极限 结果 相 比 较 。 

0 | ot a 2 
| en 试 求 出 a | 
试 求 出 下 面 参数 方程 的 一 阶 导数 与 二 阶 导 数 : 

Z(t) = a(lIntant/2+ cost — sint) Z(t) = 2at/(1 + #3) 
y(t) = a(sint + cost), y= a(3at?)/(1+ #3) 
假设 以 二 arccosVz/y, 试 验证 92u/(gzgy) = 92u/(9y97)。 


设 ui+yv=0 试 求解 ou 
zu 十 ZU 一 1 gzoy 
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(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
(17) 


(18) 
(19) 
(20) 


(21) 


(22) 
(23) 
(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 4 


假设 w= 二 zyzez+y+z, 试 求 9p+qg+ru/(gzpgy9gzr)。( 提 示 :diff() 函数 并 不 能 直接 求 p 阶 导数 ， 
试 将 p,q,7 选择 为 不 同 整 数 再 求 导 , 并 总 结 规律 。) 

信 设 fm)=| di， 坛 玉 2 2 + 

试 由 下 面 参数 方程 求 出 dy/dz,d2y/dz2 和 d3y/dz3: 

Oz = ecost,y =ertsint, z=arcsint/V1+t?,y = arccost/VI 十 友 。 

若 22 一 2y 十 2 好 十 Zz 一 y 一 1 二 0, 求 出 dy/dz,d2y/dz? 和 d3y/dz3 在 z 二 0,y 二 1 时 的 值 。 


Bee | 未 出 共 Jacobi 知 和。 


假设 已 知 函 数 适 阵 (z,y,z) 二 人 
gu glu du 
村 i 

若 由 = 一 9 十 Z2 十 2zg 十 妇 十 z3 一 3z28g 一 内 十 2 一 47282 十 于 ' 斌 求 卫 4 0 


试 计算 习 题 (18) 中 函数 wu(z,y) 的 Laplace 工 子 。 


若 = jn 
"Te 
若 z = 内 (十 轨 ), 斌 未 y 攻 一 2 字 。 


ou uu Pu 
若 v 一 29(Z 十 如 十 gp(z 十 切 , 试 求 有 5 -2 


车 z 二 (7,0), 其 中 ,7 与 9 为 和 yy 的 函数 ,T= 二 TcoS0,y 二 7sin0, 试 求 出 dz/9z 与 9z/9y。 
试 求 出 下 面向 量 函 数 的 散 度 与 旋 度 

Onv(z, 人 ) = [5z2y 一 4zy 372 —2y], Ov(z,y,2)= [z2y2，1, z]， 

熏 要 (有 芒 双 三 [2zyz2， Z2z2 十 zcosyz2，272yz 十 ycosyz] 。 


斌 求解 下 面 的 不 定 积分 问题 : 
_ VD 
or(o) | 二 dv er 四 = |- dr， 


@I(z) = J” cosbzdz，@T(z) = 生性 sin bz sincrdz, ©T(t) = [ee — 2)35t+1qt。 
试 求 出 下 面 的 定 积分 或 反常 积分 


Cosz 1 十 7 4 了 
= | a @I= 全 he 和 e| le ( 呈 ) dz。 
试 求解 下 面 的 定 积分 : 
Os 1 arcsinVT /4 /sinz 一 coszN2n+1 
dr, 一 天 一 一 dz， 和 dr。 
ol (z+1)Vz?+1 ol Vz(1—z) 和 o| (2) 3 
试 求 出 下 面 的 不 定 积分 : 


， 2 
sin TZ— sinzcoszT++2cos 7 
dz, o| 到 dr。 
sinz+2cosz 


sin2zr 一 4sinzcosz 十 3cos27 
of sin T 十 cos 
试 求 出 积分 I(s) 一 I VE 
oo +3 
给 定 函数 f(t) 的 Laplace 变换 定义 为 下 (5) 一 | e st)dt, 试 求 出 下 面 函数 的 Laplace 变换 


OfO=L, DIO=, HfO=—at, OFO= 
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(31) 假设 f(z) 二 e-57sin(3z 十 /3), 试 求 出 积分 西数 R(t) 二 L JaJE+ajdr。 
0 
(32) 试 求 出 下 面 重 积分 : 
pT 1 ril—z 
o| | lcos(z +Yy)| drdy, 中 | arcsin(z 十 y)dydz， 


@ 二 (lz| 十 ydzdy，@ 叮 sin VT?2 + ydrdy。 


lz|+lyls1 2 委 z2 二 12 入 4x2 


(33) 试 求 取 下 面 的 三 重 积分 | zay2zdzdydz, 其 中 , 为 给 定 区 域 0O<z<1,0<y<z,0<2z<zy。 
V 


C34) 对 的 不 同 取 值 斌 求 出 了 = | edr。 
0 1+ 


b a 
(35) 试 证 明 对 任何 范 数 10,| Ou=-| f(t ate 


(36) 试 求解 下 述 的 多 重 积分 问题 : 
2 【VS 二 25 3 [3—z [3 一 7 一 
ol | V4— 72— ydydzr, 9 | | zyz dzdydz, 
o oJo Jo 


0 


2 pVA-zT 『V4 一 z2 一 y2 
ol | | 2z(z2 十 妇 )dzdydz。 


0 J0 0 
(37) 试 求 出 如 下 多 重 积分 : 


1 人 2 2 2 2 
ol | | | Tyzues® Yu dudzdydz, 
0JoJo 


7/10 14/5 [9/10 p1 p11/10 
ol 「 | | | V6— T2222 ww — udwdudzdydr。 
0 0 


0 0 0 
(38) 试 对 下 面 函数 进行 Fourier 级 数 展 开 : 
@Oj(z)=(r 一 lzl)snz,-r<z<r @j(z)=elzl-r<z<r 
_ [2z/l, 0<z<1l/2 要 
二 (a WD dy 重 全 鸣 
(39) 试 求 出 下 面 函 数 的 Taylor 填 级 数 展开 : 


Sa 
ol ra, en (Hs), @ln (z+ Vi+w), @® (1 +4.222)°2, 
E 


@@e- 57 sin(3z 十 Xx/3) 分 别 关于 z= 二 0,z 二 a 的 备 级 数 展开 。 
(40) 试 得 出 f(t) = 时 的 Taylor 级 数 展开 公式 ,并 判断 其 前 十 项 能 逼近 的 上 的 范围 。 
(41) 试 求 出 下 面 多 元 函数 的 Taylor 需 级 数 展开 : 

@f(z,y) =e?cosy 关 于 z= 二 0,y = 二 0 点 和 z= 二 a,y 二 b 点 的 展开 ， 

@f(z,y) =ln(1 二 7z)In(1 二 +) 关于 z= 二 0,y 二 0 和 Zz 二 a,y 二 5 的 展开 。 
1 一 ee (四 + 六 ) 关于 二 1,y 二 0 点 进行 二 维 Toylor 和 级 数 展开 。 
(z2 十 中 ) ez +y 
(43) WT RA 


D6 To 


| BB 
2 “8 2 32 2 3n 有 


(EY lx4 区 人 TY 


C7 3x6x9 3x6x9x12 


志 


(42) 对 f(z,y) 


3x6\2 


2 


2 
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(44) 试 求 下 面 无 穷 级 数 之 和 : 
esin2 nasinnz 工 (—D)"™n? 。 EL 
vn eve, oF Ee wT 


my nt es ) Lx dxT7%10 2) 
32 3x6\2 3x6x9\2 3x6x9x12\2 


(45) 试 求 出 下 面 级 数 的 前 nn 项 有 限 和 与 无 穷 级 数 : 
OYr+t (YE YT) +t(YVE YE)+t +t YT YE) + 


a Du .. Dm ntDa 
1 2! nl 


(46) 已 知 序列 通 项 an， 斌 求 出 无 穷 级 数 的 和 
pj 到 一 
Ooam = (VIi+n— Vn) ni @an 一 TH 
(47) 试 试 求 出 下 面 序列 的 和 : 
oa Fan) oF 2 0 ry 
(48) 试 求 出 下 面 的 极限 : 
1 1 1 
oi, (于 [+ Bt 
1 1 
a ” 
sin(ng/2) cos[(n+ 14/3 
sinb/2 


本 1 
es (a 


(49) 试 证 明 cosb 十 cos20 十 … 十 cosmb 一 
(50) 试 求 出 下 面 的 无 穷 序 列 乘积 : 


> 本 本 
(2n+ 1)(2n+7) gn2 (DD)"/n 
OU GaGars)’ 2 yer @lle 0 


车 


/4 oo 
(51) 若 级 数 通 项 为 an 一 | tan"zdz, 试 计算 S 二 》， Ln 十 an+2)。 
0 n=1 
(52) 试 判定 下 面 无 穷 级 数 的 收 仇 性 : 


o> nN\” oe 由 oy n+t+l1 
1+n2/ ’ Si nn In(Ing) y (n+1)vVnt+li—1’ 


3x5 3x5x7 3X5x7x x (2n+1) 
po 1)"™— 和 
03 2x5t2x5x8t Fy 2x5x8x:…x (3n—1) 


(53) 2 有 只。 
oC (0 Ys 
2 (Grrm)” 
(54) 试 求 出 以 下 的 曲线 积分 : 
o| (z2 十 太 )ds, 为 曲线 了 = a(cost 十 tsint,y = a(sint 一 tcost),(0 < t < 2n), 
1 


Tn(1— os 02 却 吕 总 。 


@|@m+endz+ (zg 十 zey 一 2y)dy, 其 中 ,1 为 a2z? 十 b2y? 一 c2 正 向 上 半 顶 圆 ， 
1 
ol ydr — zdy + (z+)dz,l 为 曲线 Zz 二 et,y 二 e!,z 二 at,0<t<1,a>0, 

1 


e| (er singy 一 my)dz 十 (e”cosy 一 m)dy, 其 中 ,1 为 由 (a,0) 点 到 (0,0) 再 经 22 十 成 二 az 上 正 
L 
向 半圆 周 构成 的 曲线 。 
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(55) 假设 某 曲线 可 以 由 极 坐 标 函 数 7 = p(0) 描述 , 且 0 e (9m,gM), 则 曲线 的 长 度 为 
zu 
试 求 出 曲线 p = asin20/3,0 € (0,370) 的 长 度 。 
(56) 车 曲面 5 为 半球 2 二 WV 一 Z2 一 顾 的 底部 , 试 求 下 面 曲 面积 分 : 
of zy23ds, ® o| (z 十 yz3)dzdy。 
(57) 试 对 表 3-2 中 数据 描述 的 函数 求 取 各 阶 数值 微分 , 并 用 梯形 法 求 取 定 积分 。 


表 3-2 习题 (57) 中 的 数据 


2 0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1 12 
yi 0 2.2077 3.2058 3.4435 3.241 2.8164 2.311 1.8101 1.3602 0.98172 0.67907 0.4473 0.27684 


(58) 由 表 3-3 给 出 的 数据 计算 函数 的 梯度 。 已 知 这 些 数据 是 由 函数 jz, 由 一 4 一 z2 一 妇 生 成 的 , 试 
将 得 出 的 梯度 曲面 和 理论 值 进行 比较 。 
表 3-3 习题 (58) 中 的 数据 


t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

0 4 3.96 3.84 3.64 3.36 3 2.56 2.04 1.44 0.76 0 
0.2 3.96 3.92 3.8 3.6 3.32 2.96 2.52 2 1.4 0.72 一 0.04 
0.4 3.84 3.8 3.68 3.48 3.2 2.84 2.4 1.88 1.28 0.6 一 0.16 
0.6 3.64 3.6 3.48 3.28 3 2.64 2.2 1.68 1.08 0.4 —0.36 
0.8 3.36 3.32 3.2 3 2.72 2.36 1.92 1.4 0.8 0.12 一 0.64 
3 2.96 2.84 2.64 2.36 2 1.56 1.04 0.44 一 0.24 = 者 
1.2 2.56 2.52 2.4 2.2 1.92 1.56 1.12 0.6 0 一 0.68 ”一 1.44 
14 2.04 2 1.88 1.68 1.4 1.04 0.6 0.08 -0.52 ”一 L2 ”一 1.96 
1.6 1.44 1.4 1.28 1.08 0.8 0.44 0 -0.52 -1.12 ”一 1.8 ”一 2.56 
1.8 0.76 0.72 0.6 0.4 0.12 一 0.24 ”一 0.68 ”一 1.2 一 1.8 ”一 2.48 ”一 3.24 
2 0 一 0.04 —0.16 —0.36 ”一 0.64 = 得 一 1.44 ”一 1.96 ”一 2.56 ”一 3.24 一 4 


(59) 斌 用 数值 方法 家 出 定 积分 (zx 一 t)14f(t)qdt, 其 中 , f(t) 一 ertsin(3t 十 1)。 如 果 采 样 点 选 为 
t 二 0.1,0.2,… ,试用 数值 方法 求 出 各 个 采样 点 处 的 积分 函数 值 严 (t) 一 | 人 一 T)M47(r)dr， 
并 绘制 出 严 (t) 曲线 。 

(60) 试用 数值 积分 方法 求 出 下 面 的 多 重 积 分 值 。 值 得 指出 的 是 ,下 面积 分 的 解析 解 均 不 存在 ,所 以 
应 该 验证 得 出 的 结果 是 否 正确 。 


一 z212 


2 
off V4 二 到 二 好 er 一 dydz, of 外 z(72 + )e TY 7 dzdydz, 
他 4/5 r9/10 [1 pr11/10 
ol | | | | V6—z? —— 2 —w— udwdudzdydr。 
0 0 Jo o Jo 
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第 4 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


线性 代数 问题 是 科学 技术 中 最 常见 的 数学 问题 ,很 多 理论 和 应 用 都 是 建立 在 线性 代数 基础 
上 的 ,因此 解决 线性 代数 问题 是 很 有 意义 的 .然而 经 典 线性 代数 课程 中 介绍 的 手工 推导 的 方法 ， 
不 适合 高 阶 矩 阵 的 分 析 与 计算 ,所 以 需要 计算 机 数学 语言 来 解决 这 些 高 阶 问题 。 

很 多 计算 机 数学 语言 , 如 MATLAB 语 言 ,都 起 源 于 对 线性 代数 问题 的 研究 .早期 的 线性 代 
数 计算 问题 侧重 于 数值 解法 ,很 多 数学 软件 包 也 都 是 从 线性 代数 的 计算 开始 的 .例如 ,国际 上 最 
著名 的 EISPACK 是 求解 矩阵 特征 值 问题 的 软件 包 ,LINPACK 是 求解 一 般 线性 代数 问题 的 软件 
包 , 目前 最 新 的 LAPACK 也 是 解决 线性 代数 计算 的 软件 包 。 随 着 计算 机 科学 的 发 展 , 当前 能 解 
决 矩 阵 分 析 与 运算 问题 的 计算 机 数学 语言 已 经 不 局 限于 数值 线性 代数 方法 了 , 逐渐 也 可 以 求解 
解析 解 问题 .Mathmetica 和 Maple 等 大 型 计算 机 数学 语言 都 已 经 能 直接 求解 线性 代数 的 解析 
解 问 题 .MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 调用 Maple 的 各 种 解析 运算 功能 ,可 以 很 好 地 解 
决 线性 代数 的 解析 解 运算 问题 。 

本 章 4.1 节 中 将 介绍 矩阵 的 输入 方法 ,可 以 用 简单 的 函数 直接 输入 如 零 矩 阵 、 勾 矩阵、 单位 
拖 阵 、 随 机 数 和 矩阵、 对 角 和 矩阵 .Hilbert 和 阵 ` 相 伴 矩 阵 `Vandermonde 和 宅 阵 及 Hankel 抱 阵 等 特殊 
矩阵 的 MATLAB 函数 ,并 介绍 用 MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 语句 编写 和 输出 符号 矩阵 的 
方法 、 稀 疏 和 矩阵 的 输入 方法 等 ,为 解决 线性 代数 问题 的 求解 打下 良好 的 基础 。4.2 节 将 介绍 矩阵 
分 析 的 基本 概念 及 求解 函数 ,对 甜 阵 进行 数值 解 与 解析 解 分 析 , 例如 矩阵 的 行列 式 . 迹 、 秩 、 范 
数 ,特征 多 项 式 ,. 道 矩阵 和 广义 首 矩 阵 、 特 征 值 与 特征 向 量 等 , 为 矩阵 的 初步 分 析 做 准备 。4.3 节 
介绍 各 种 各 样 的 矩阵 分 解 方法 , 例如 矩阵 的 相似 变换 基本 概念 矩阵 的 正 交 分 解 、 三 角 分 解 、 对 
称 和 矩阵 的 Cholesky 分 解 、 一 般 矩 阵 的 伴随 分 解 .Jordan 变换 、 奇 异 值 分 解 等 ,利用 矩阵 分 解 的 方 
法 可 以 简化 矩阵 分 析 。4.4 节 首先 分 析 了 线性 代数 方程 可 解 的 条 件 , 分 别 对 唯一 解 ,无 穷 解 和 无 
解 等 问题 进行 处 理 , 给 出 了 基于 MATLAB 语言 的 无 穷 解 的 基础 解 系 与 通 解 求 取 方 法 ,还 介绍 了 
无 解 方程 的 最 小 二 乘 求 解 方法 等 ,并 介绍 其 他 形式 的 矩阵 方程 的 解析 解 与 数值 解 方法 与 结果 检 
验方 法 ,包括 Lyapunov 方 程 .Sylvester 方 程 的 解析 解 和 数值 解法 、Riccati 方 程 的 数值 解法 将 在 
本 节 中 给 出 ,并 给 出 一 般 Sylvester 方 程 解析 和 解 的 求解 程序 .4.5 节 将 研究 矩阵 元 素 的 非 线 性 运算 
及 和 矩 阵 函 数 求解 的 问题 ,给 出 求解 指数 和 矩阵、 三角 函 数 和 矩阵 以 及 一 般 矩 阵 函 数 和 复合 矩阵 函数 
的 解析 解 应 用 程序 ,还 可 以 求解 方 阵 的 乘 方 。 
4.1 特殊 矩阵 的 输入 

MATLAB 语 言 中 固然 可 以 通过 最 底层 的 语句 逐 行 输入 一 个 矩阵 , 但 这 样 的 方法 对 具有 某 
种 特殊 结构 的 矩阵 来 说 显得 很 烦琐 。 例 如 , 想 输 入 单位 矩阵 , 再 采用 逐个 元 素 输入 的 方式 是 很 耗 


时 的 , 故 应 该 考虑 采用 MATLAB 支持 的 现成 函数 eye() 来 输入 特殊 窍 阵 。 下 面 将 介绍 一 些 特殊 
矩阵 的 输入 方法 。 
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4.1.1 数值 矩阵 的 输入 


(1) 零 矩 阵 、 么 矩阵 及 单位 矩阵 。 在 一 般 的 矩阵 理论 中 , 把 所 有 元 素 都 为 零 的 乍 阵 定义 为 堆 
和 矩阵 ,把 元 素 全 为 1 的 矩阵 称 为 么 矩阵 ,把 主 对 角 线 元 素 均 为 1, 而 其 他 元 素 全 部 为 0 的 方 阵 称 为 
单位 矩阵 。 这 里 进一步 扩展 单位 矩 阵 的 定义 ,使 其 为 m x n 的 矩阵 , 零 和 矩阵、 么 矩阵 和 扩展 单位 
矩阵 的 MATLAB 生成 函数 分 别 为 


例 4-1 下 面 的 语句 可 以 生成 一 个 3x 8 的 零 和 矩阵 ,并 可 以 生成 一 个 和 信 维 数 相同 的 扩展 单位 阵 古 。 
可 见 ,这 样 特殊 算 阵 的 输入 还 是 很 容易 的 。 


可 以 将 下 面 两 个 矩阵 输入 MATLAB 工作 空间 


B00 10000000 

六 二 | 房 时 和 和 四 OO 有 7 有三 | 人 二 汪 有 你 0 

和 B01 0 0 
3,4 


的 三 维 数组 , 其 元 素 全 部 为 零 。 
(2) 随机 元 素 和 矩阵 ,顾名思义 ,随机 元 素 和 矩阵 的 各 个 元 素 是 随机 产生 的 ,如果 矩 阵 的 随机 元 
素 满足 [0, 1] 区 间 上 的 均匀 分 布 , 则 可 以 由 MATLAB 函数 rand() 来 生成 ,其 调用 格式 为 


函数 rand() 还 可 以 用 于 多 维 数组 的 生成 ,例如 A=rand(5,4,6) 生成 一 个 三 维 随机 数组 。 

满足 标准 正 态 分 布 N(0, 1) 的 随机 数 和 矩阵 可 以 由 randn() 函数 获得 , 其 调用 格式 与 rand() 
函数 一 致 ,当然 也 可 以 使 用 IE 玖 观 形 式 调用 该 函数 。 

这 里 的 随机 数 实际 上 是 “ 伪 随 机 数 ”。 所 谓 伪 随机 数 ,就 是 通过 某 种 数学 公式 生成 的 满足 
某 些 随机 指标 的 数据 。 这 样 的 随机 数 是 可 以 重复 的 , 与 某 些 用 电子 方法 获得 的 不 可 重复 的 随机 
数 是 不 同 的 。 

更 一 般 地 ,如 果 想 生成 (o, 蕊 区间 上 均匀 分 布 的 随机 数 , 则 可 以 先 用 EGG 避 命令 生 
成 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 数 窍 阵 了 ,再 用 全 =a 二 (一 a*VY 语句 则 可 以 生成 满足 需要 的 
和 矩 阵 太 .车 想 生成 满足 N(1,0?) 的 正 态 分 布 的 随机 数 , 则 可 以 先 用 网 可 志 命令 生成 
标准 正 态 分 布 的 随机 数 矩 阵 V, 再 用 Vi=p 十 ox*V 命令 就 可 以 转换 成 所 需 的 矩阵 。 

本 书 第 9 章 还 将 介绍 满足 特殊 分 布 的 伪 随 机 数 生成 函数 与 方法 。 

(3) Hankel 和 矩阵 .Hankel 和 窍 阵 的 一 般 形 式 如 下 

Cl C2 bb Cm 


(4-1-1) 
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如 果 一 oo, 则 可 以 构造 无 穷 维 Hankel 和 拢 阵 。.Hankel 抱 阵 是 对 称 和 矩阵 , 其 特点 是 每 条 反对 
角 线 上 所 有 的 元 素 都 相同 ,不 过 MATLAB 只 能 处 理 有 限 维 和 矩阵。 

在 MATLAB 语 言 中 ,给 定 两 个 向 量 c 和 r, 如果 用 [ES 天 到 来 生成 瑟 , 则 首先 将 
五 矩阵 的 第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 c 向 量 , 将 最 后 一 行 各 个 元 素 定义 为 r, 这样 就 可 以 依照 
Hankel 和 矩阵 反对 角 线 上 元 素 相等 这 一 特性 来 写 出 相应 的 Hankel 和 矩阵 ,根据 Hankel 秆 阵 的 性 
质 , 其 最 后 一 行 的 第 一 个 元 素 应 该 等 于 第 一 列 的 最 后 一 个 元 素 , 如 果 冲 突 将 给 出 元 素 冲 突 的 警 
告 信息 ,该 函数 会 舍弃 "向量 的 第 一 个 元 素 构造 Hankel 和 矩阵 。 

如 果 已 知 一 个 向 量 c, 则 也 可 以 由 hankel(c) 函数 来 构造 出 一 个 Hankel 和 矩阵 ,将 瑟 矩 阵 的 
第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 c 向 量 , 这样 就 可 以 依照 Hankel 和 矩阵 反对 角 线 上 元 素 相等 这 一 特性 来 
写 出 相应 的 Hankel 和 矩阵 , 使 得 下 三 角 矩 阵 元 素 均 为 0。 

例 4-2 试用 MATLAB 语句 输入 下 面 两 个 给 出 的 Hankel 珑 阵 百 
| Ed 

2345678|,H=|230 

FE 要 

解 分 析 给 出 的 答 阵 , 可 以 用 向 量 分 别 表 示 该 矩阵 的 首 列 和 最 后 一 行 , C==[1,2,3], R=[3,4,5,6,7， 

8,9] , 则 可 以 由 下 面 语句 可 以 生成 所 需 的 Hankel 矩 阵 。 注 意 两 个 向 量 中 3 这 个 共同 元 素 。 


Hi= 


(4) 对 角 元 素 矩 阵 。 对 角 和 矩阵 是 一 种 特殊 的 矩阵 ,这 种 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 可 以 为 零 或 非 
零 元 素 , 而 非 对 角 线 元 素 的 值 均 为 零 。 对 角 和 矩阵 的 数学 描述 方法 为 diag(a1, aq2,… ,an), 其 中 ， 
对 角 和 矩阵 的 矩阵 表示 为 


Ql 
Q2 


diag(Q1, 02,…* ,am) = (4-1-2) 


Qn 


MATLAB 提 供 了 对 角 和 矩阵 的 生成 函数 diag() .该 函数 的 调用 格式 为 


例 4-3 MATLAB 中 的 diag() 函数 是 很 有 特色 的 ,其 不 同方 式 执行 不 同 的 任务 。 例 如 


则 可 以 依次 生成 下 面 的 矩阵 


00100 

2 0 0 1 00020 ee 

V=|0 2 0|, Vi=|2|, W=|0 000 3|, WW=|0 oo0 

003 3 00000 | 
00000 


在 实际 应 用 中 还 可 以 取 大 为 负 值 ,表示 主 对 角 线 下 数 的 第 大 条 对 角 线 利用 这 样 的 性 质 ,可 以 容 
易 地 构造 出 三 对 角 和 矩阵 。 
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0 
3 
Ws 3 
3 


必 心 己 己 


Ooar- 


如 果 有 若干 个 子 矩 阵 A1, A2,… ,An, 可 以 编写 一 个 diagm() 函数 ,构造 块 对 角 年 阵 。 该 函 
数 的 清单 为 


该 函数 的 调用 格式 为 SGSESGACRRR 有 ,其 中 , 子 矩阵 个 数 是 任意 多 的 .该 函数 
可 以 得 出 块 对 角 矩 阵 A 
A= | 42 
An 


(4-1-3) 


(5) Hilbert 矩 阵 及 Hilbert 逆 和 矩阵 .Hilbert 和 抱 阵 是 一 类 特殊 窍 阵 , 它 的 第 (i,j) 元 素 的 值 满足 
ji 一 1/G 二 7 一世, 这 时 一 个 浆 x 对 阶 的 Hilbert 拢 阵 可 以 写成 


1 1/2 和 2“ 
HI as us 本 世人 od 
jn 汉人 


产生 Hilbert 和 矩阵 的 MATLAB 函数 为 JERSTSCR ,其 中 ,为 要 产生 的 矩阵 阶 次 。 

高 阶 Hilbert 和 托 阵 一 般 为 坏 条 件 的 窍 阵 ,所 以 直接 对 之 求 逆 一 般 往往 会 引出 浮 点 溢出 的 现 
象 。MATLAB 提供 了 直接 求 取 Hilbert 逆 和 矩阵 的 算法 及 函数 ISRC 。 

由 于 Hilbert 和 矩阵 本 身 接近 奇异 的 性 质 ,所 以 在 处 理 该 矩阵 时 建议 尽量 采用 符号 运算 工具 
箱 , 而 采用 数值 解 时 应 该 检验 结果 的 正确 性 。 

(6) 相伴 矩阵 假设 有 一 个 首 一 化 的 多 项 式 


p(s) = 5" +als™ 十 aa2sn 2 十 :十 an 1s5 十 an (41-5) 
则 可 以 写 出 一 个 相伴 (companion ) 窍 阵 ( 或 称 友和 窍 阵 


Ql 一 02 …” 一 an-1 一 an 
1 0 0 0 

A.= 0 1 0 0 (4-1-6) 
0 0 站 0 


生成 相伴 矩阵 的 MATLAB 函 数 调用 格式 为 RE , 其 中 ,o 为 降 过 排列 的 多 项 式 
系数 向 量 , 该 函数 将 自动 对 多 项 式 进行 首 一 化 处 理 。 


例 4-4 考虑 一 个 多 项 式 P(s) = 2s4 十 4s2 十 5s 十 6, 试 写 出 该 多 项 式 的 相伴 矩阵 。 
解 先 输入 特征 多 项 式 , 则 相伴 矩阵 可 以 通过 下 面 的 语句 建立 起 来 , 赋 给 和 和 矩 阵 
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这 些 语句 可 以 得 出 相伴 矩阵 轴 
1 前 0 0 
人 得 0 0 


0 0 0 


(7) Vandermonde 和 矩阵 .假设 有 一 个 序列 c, 其 各 个 元 素 满足 fclca,…… ,cn}; 则 可 以 写 出 一 
个 矩阵 ,其 第 (2 妃 元 素 满足 ui = c ,i,j = 1,2,… ,这 样 可 以 构成 一 个 矩阵 


do co "cl 1 
nl nn-2 
本 下 
We (4-1.7) 
1 Ve 5 


该 矩阵 称 作 Vandermonde 和 矩阵 。 如 果 已 知 向 量 c = [c1,cz,… ,cn], 则 可 以 由 MATLAB 提 
供 的 也 FE( 本 函数 来 构造 一 个 Vandermonde 和 矩阵 。 


入 着 责 溃 王 
和 下 入 准许 
例 4-5 试 建立 Vandermonde 给 阵 V=|1 4 9 16 25 
1 2 6 15 
1 16 81 256 625 


解 依 给 出 的 矩阵 类 型 ,生成 向 量 c=[1,2,3,4,5] ,得 出 其 Vandermonde 标准 型 后 再 将 其 北 时 针 旋 
转 90°, 则 可 以 直接 得 出 所 需 V 给 阵 。 
“>> c=[1，2，3，4，5]; V=vander(c); V=rot90(V) % 先 建立 标准 矩阵 再 族 转 | 


(8) 随机 整数 矩阵 .利用 MATLAB 的 内 核 函数 randi() 也 可 以 生成 在 [o, 引 区 间 上 均匀 
分 布 的 随机 整数 矩阵 , 其 调用 格式 为 EEC D, 其 中 ,o, 均 应 该 为 整数 , 且 
a < 5b. 如 果 想 生成 一 个 n xn 方 阵 , 则 可 以 给 出 加 (加 生命 仿 。 
例 4-6 试 生成 一 个 由 0 和 1 构成 的 10 x 10 非 奇异 整数 矩阵 。 
解 可 以 考虑 用 死 循环 结构 来 生成 这 样 的 矩阵 , 若 已 经 找到 非 奇 异 和 矩阵 , 则 用 break 命令 终止 循环 。 
”>> While(1) ，A=randi([0,1] ,10); if rank(A)==10，break; end，end % 找 到 非 奇 噶 算 阵 


4.1.2 稀 琉 矩 阵 的 输入 


在 很 多 应 用 中 经 常 需要 描述 一 些 特殊 的 大 型 矩阵 , 而 这 类 甜 阵 的 大 部 分 元 素 都 是 零 , 仅 有 
少 部 分 非 零 元 素 , 这 样 的 矩阵 称 为 稀疏 矩阵 。 若 选择 合适 的 求解 算法 , 稀疏 算 阵 的 计算 比 常规 矩 
阵 效率 更 高 .MATLAB 支持 稀 玻 矩阵 的 输入 , 且 很 多 矩阵 分 析 函 数 支持 稀 疏 矩阵 的 特别 处 理 。 

稀 玻 矩阵 可 以 由 sparse() 函数 读 入 MATLAB, 其 调用 格式 为 SSEERSSCDOUO, 其 中 ， 
p,q 为 非 零 元 素 的 行 号 和 列 号 构成 的 向 量 ,w 为 相应 位 置 的 矩阵 元 素 构成 的 向 量 。 这 三 个 向 量 
的 长 度 是 一 致 的 , 否则 将 给 出 错误 信息 。 

UBEY 函数 可 将 稀 琉 矩阵 4 转换 成 常规 矩阵 盏 ,也 可 以 由 有 ESDERESCB 将 常规 
和 矩阵 转 回 稀疏 矩阵 ,如果 一 个 矩阵 2/3 以 上 的 元 素 为 零 , 则 利用 稀 朴 矩阵 的 方式 存储 矩阵 比较 
经 济 , 且 和 矩阵 的 稀 玻 度 越 高 存储 越 经 济 .6.7 节 将 通过 例子 演示 稀疏 矩阵 的 应 用 。 
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4.1.3 符号 和 矩阵 的 输入 

若 已 建立 起 了 数值 矩阵 4, 则 可 以 由 喇 SG 中 语句 将 其 转换 成 符号 矩阵 .这 样 ,所 有 数 
值 矩 阵 均 可 以 通过 这 样 的 形式 转换 成 符号 矩阵 , 可 以 利用 符号 运算 工具 箱 获 得 更 高 精度 的 解 。 
相反 地 , 一 个 全 数值 的 符号 矩阵 也 可 以 通过 BE SEOJSCB 转 换 成 双 精 度 算 阵 4;。 

使 用 sym() 函数 还 可 以 生成 任意 元 素 oi 构成 的 矩阵 ,ESGKUSXXG RUIIR 吕 . 类 似 地 ， 
全 用 a ya 和 分 令 则 可 以 生成 人 意向 量 。 
例 4-7 试 输入 如 下 的 三 个 矩阵 和 一 个 列 向 量 。 


Ql Q12 Q13 Q14 
Q21 Q22 Qa23 0Q24 


Ql al2 v1 
Q21 Qa22 v2 
六 二 = C= v= 
a3l as2 a33 a34| a3l a32 | jsr. jon ast Jas | v3 
Qa1 Qa42 a43 Qa44 Q41 a42 fa fa ja fa va 


解 可 以 用 下 面 的 语句 直接 输入 这 些 矩 阵 与 向 量 


如 果 想 进一步 声明 满足 菜 种 属性 的 矩阵 ,还 可 以 用 assumehlso() 函数 设 定 ,例如 


较 新 版 本 的 MATLAB 还 支持 一 些 特殊 符号 矩阵 , 如 Vandermonde 和 矩阵 .Hankel 和 矩阵 和 相 
伴 矩 阵 等 的 直接 输入 函数 ,如 果 用 户 使 用 的 版 本 不 支持 生成 这 样 的 符号 矩阵 , 则 可 以 使 用 本 书 
所 附 的 函数 vandersym() ,hankelsym() 和 compansym() 来 生成 相应 的 符号 矩阵 。 
例 4-8 试 由 多 项 式 己 (A) 一 alX9 十 a2》8 十 a3X7 十 …: 十 a8》X2 十 a9A 十 al0 建立 相伴 矩阵 。 
解 使 用 新 版 MATLAB 下 的 compan() 函数 则 可 以 直接 输入 所 需 的 矩阵 


一 a2/al ~as/ar 一 a4/al 一 as/al 一 ae/al 一 az/al 一 ag/al 一 ag/al 一 alo/ai 


[Cs 
(一 站 一 站 一 下 一 四 一 站 一 下 及 一 
SOOOooPoo 
SoooPrPooo 
Soomoooo 
Oo~oOoOoooo 
OO"“OoOooooo 
OoooooSo 
Sooooooo 


sym() 函数 可 以 生成 任意 常数 矩阵 , 根据 该 函数 还 可 以 编写 出 任意 矩阵 函数 的 输入 函数 ， 
例如 ,如 果 想 生成 矩阵 函数 M = {mij(z, 胃 }; 则 可 以 编写 出 any_matrix() 函数 
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例如 , 若 先 声明 符号 变量 z,y 和 心 则 可 以 用 AGREEECIEEEEEE 生成 一 个 
5x1 向 量 4(z,y)， 其 元 素 为 oi(z,y), 还 可 以 用 EEC 生成 5 x5 的 随机 方 
阵 w 人 ,其 元 素 为 mi 人 。 


4.2 和 抑 阵 基本 分 析 


4.2.1 矩阵 基本 概念 与 性 质 

(1) 行列 式 .矩阵 A = {aiy} 的 行列 式 定义 为 

万 =|4|= det(4) = (ram azs ankn (4-2-1) 

式 中 , ja, ia，…… ,kn 是 将 序列 1,2,… ,mn 的 元 素 交 换 太 次 所 得 出 的 一 个 序列 ,每 个 这 样 的 序列 称 
为 一 个 置换 (permutation); 而 吕 表 示 对 记 ,k2,… ,kn 取 遍 1,2,.… ,n 的 所 有 排列 的 求 和 。 

计算 矩阵 的 行列 式 有 多 种 算法 ， 在 MATLAB 中 采用 的 方法 是 对 原 和 矩阵 又 进 行 三 角 分 角 
(又 称 为 LU 分解, 后面 将 介绍 ), 将 其 分 解 成 一 个 上 三 角 和 矩阵 吕 和 一 个 下 三 角 和 矩阵 工 的 积 , 即 
A = LU, 这 样 可 以 先 求 出 工 和 矩阵 的 行列 式 。 注 意 ,在 这 一 矩阵 中 只 有 一 种 非 零 的 置换 方式 且 其 
行列 式 的 值 s 为 1 或 1。 同样， 因为 UU 为 上 三 角 和 矩阵, 所 以 其 行列 式 的 值 为 该 算 阵 主 对 角 线 元 素 
之 积 , 即 和 A 矩阵 的 行 行列 式 为 det(4) =s 下 wasMATLAB 提 供 了 内 核 函 数 der 0)， 其 调用 格式 很 


直观 ;有 ED ,利用 它 可 以 直接 求 取 趣 阵 A 的 行列 式 .该 画 数 同样 适用 于 符号 逢 隆 A。 


16 2 3 13 
11 10 8 
-i 
4 14 15 1 


解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 答 阵 的 行列 式 为 0。 行列 式 为 零 的 矩阵 为 厅 异 矩阵 。 
>> A=[16 2 3 13; 5 11108;97612;414151]; det(A), det(syn(A)) | 


例 4-10 从 第 1 章 给 出 的 例子 可 知 ,高 阶 Hilbert 给 阵 是 接近 奇异 的 和 矩阵。 试用 解析 解 方法 计算 出 
80 x 80 的 Hilbert 答 阵 的 行列 式 。 

解 首先 用 hilb() 函数 可 以 定义 一 个 80 x 80 的 Hilbert 给 阵 ,将 其 转换 成 符号 给 阵 , 则 MATLAB 
的 det() 函数 会 自动 采用 解析 解法 求 出 其 行列 式 的 值 

”>> tic，H=sym(hilb(80)); det(H) ，toc % 构 造 符号 矩阵 , 求 行列 式 解析 解 , 测 全 程 耗 时 
i 


一 3971 
du) et .000000000000 ~ RONDA 
Ce pee 


3790 位 , 国 排版 限制 省 咯 了 中 间 的 数字 

从 计算 结果 还 可 以 看 出 ,利用 解析 方法 在 1.34s 内 就 可 以 得 出 原 问题 的 解析 解 ,因为 这 里 采用 的 
底层 方法 是 三 角 撼 阵 分 解 的 方法 , 而 不 是 代数 余子 式 算 法 。 
例 4-11 试 给 出 一 般 4x 4 和 矩阵 的 行列 式 计算 公式 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 定义 一 个 一 般 的 4x 4 符号 矩阵 ,然后 调用 det() 函数 即 可 以 直接 求解 。 该 函数 
既 可 以 用 于 数值 给 阵 的 求解 ,也 可 以 用 于 解析 短 阵 的 求解 ,无 须 任何 经 验 和 技巧 。 


例 4-9 试 求 出 矩阵 4 的 行列 式 4 一 
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该 矩阵 行列 式 的 一 般 求 解 公式 为 
d= a11022033044 一 Q11022034043 一 Q11023032044 十 Q11023434042 十 411024032043 一 411024033042 
一 Q12Q21033044 十 412421434043 十 Q12023Q31044 一 Q12023Q34041 一 Q12024Q31Q43 十 Q12Q24Q33Q41 
十 al13Q21032044 一 413021034042 一 013022431044 十 Q13Q22Q34041 十 Q13024031042 一 Q13Q24Q32Q41 
一 Q14Q21Q32Q43 十 014021033042 十 Q14022031043 一 Q14022Q33Q41 一 Q140230Q31Q42 十 Q14023Q320Q41 
从 得 出 的 结果 看 , 答 阵 入 行列 式 的 第 一 行 均 是 和 al1 相关 的 项 ,第 二 行 都 是 和 al2 相关 的 项 ,所 
以 可 以 将 上 面 的 行列 式 结果 写成 a11A11 十 Qa12A12 十 Qa13A13 十 a14414, 其 中 ,Aij 称 为 aij 的 代数 余子 
式 , 其 值 等 于 原来 入 给 阵 划 去 第 i 行 第 7 列 后 子 矩 阵 的 行列 式 来 以 符号 (一 1)i+1。 
如 果 想 求 出 A23 的 值 ,有 两 种 方法 可 以 采用 ,其 一 是 由 定义 直接 求 出 ,下 面 语句 可 以 得 出 其 结果 


为 A23 = 一 Q11432044 十 Q11034042 十 Q12031044 一 412034041 一 Q14031042 十 Q140320Q41。 


另 一 种 方法 是 从 前 面 得 出 的 @d 值 中 把 不 含 azs 的 项 别 除 掉 ,然后 再 除 以 Qa23, 具体 的 别 除 方法 是 
用 d 减 去 将 aa3 置 零 后 剩 下 的 项 。 这 样 就 可 以 得 出 其 代数 余子 式 的 值 ,与 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 


(2) 矩阵 的 迹 .假设 一 个 方 阵 为 4 = {azj 7 = 1,2,… ,n, 则 和 矩阵 和 4 的 迹 定义 为 该 矩阵 


对 角 线 上 各 个 元 素 之 和 , 即 n 
trace(A)= Da (422) 
i=1 


由 代数 理论 可 知 , 和 矩阵 的 迹 和 该 矩阵 的 特征 值 之 和 是 相同 的 ,矩阵 4 的 迹 可 以 由 MATLAB 
函数 trace() 求 出 , 该 函数 的 调用 和 数学 表示 相似 , 即 刁 二 汪汪 . 

例 4-9 中 和 矩阵 的 迹 可 以 由 MATLAB 语 句 直 接 求 出 为 trace(A)=34。 

(3) 和 矩阵 的 秩 。 若 矩阵 所 有 的 列 向 量 中 共有 re 个 线性 无 关 , 则 称 和 矩阵 的 列 秩 为 re 如果 
re 一 7, 则 称 4 为 列 满 秩 矩 阵 。 相 应 地 , 若 和 矩阵 4 的 行 向 量 中 有 六 个 是 线性 无 关 的 , 则 称 和 矩阵 4 
的 行 秩 为 关 。 如 果 关 = n, 则 称 4 为 行 满 秩 矩 阵 。 可 以 证 明 , 和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 是 相等 的 , 故 称 之 


为 矩阵 的 秩 , 记 作 (js 元 三 大 (4-2-3) 


这 时 ,矩阵 的 秩 为 rank(A4)。 和 矩阵 的 秩 也 表示 该 矩 阵 中 行列 式 不 等 于 0 的 子 式 的 最 大 阶 次 。 所 请 
子 式 , 即 为 从 原 矩 阵 中 任 取 大 行 及 大 列 所 构成 的 子 矩 阵 。 

和 矩阵 求 秩 的 算法 也 是 多 种 多 样 的, 其 区 别 是 有 的 算法 是 稳定 的 ,而 有 的 算法 可 能 因 和 矩阵 的 
条 件数 过 大 不 是 很 稳定 .MATLAB 中 采用 的 算法 是 基于 算 阵 的 奇异 值 分 解 的 算法 由 ,首先 对 矩 
阵 进行 奇异 值 分 解 , 得 出 矩阵 和 A 的 nn 个 奇异 值 0i, i = 1,2,… ,mn, 在 这 n 个 奇异 值 中 找 出 大 于 给 
定 误差 限 e 的 个 数 7, 这 时 7 就 可 以 认为 是 和 矩阵 的 秩 。 

MATLAB 提 供 的 内 核 函 数 rank() 可 以 求 取 给 定 矩 阵 的 秩 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , 4 为 给 定 矩 阵 , = 为 机 器 精度 。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 rank() 函数 ,可 以 求 出 数值 窍 
阵 秩 的 解析 解 , 其 调用 格式 与 前 面 的 方法 完全 一 致 。 
例 4-12 试 求 出 例 4.9 中 给 出 的 4 天 阵 的 秩 。 


第 4 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 “107。 


解 用 rank(4) 函数 可 以 得 出 该 给 阵 的 秩 。 该 矩阵 的 秩 为 3, 小 于 矩阵 的 阶 次 , 故 可 以 得 出 结论 : 短 阵 
4 是 非 满 秩 矩 阵 或 厅 异 矩阵 。 


例 4-13 现在 考虑 例 4-10 中 给 出 的 20 x 20 的 Hilbert 矩阵 ,考虑 用 数值 方法 和 解析 方法 分 别 求 该 矩 
阵 的 秩 ,并 比较 其 正确 性 。 
解 先 考虑 数值 方法 ,应 该 给 出 下 面 的 命令 ,然而 得 出 的 数值 秩 为 12。 


故而 可 以 得 出 结论 。 因 为 该 矩阵 的 秩 和 矩阵 阶 次 相差 太 多 ,所 以 再 和 矩 阵 为 非 满 秩 失 阵 。 其 实 该 
函 数 对 一 些 接近 奇异 的 矩阵 可 能 出 现 错误 结论 ,用 数值 解 的 方法 应 该 注意 。 如 果 有 可 能 应 该 采用 解 
析 解 的 方法 求解 该 问题 ,下 面 语 句 可 以 得 出 答 阵 的 秩 为 20。 


(4) 矩阵 的 范 数 .矩阵 的 范 数 是 矩阵 的 一 种 测度 。 在 介绍 算 阵 的 范 数 之 前 , 首先 介绍 向 量 范 
数 的 基本 概念 .如 果 对 线性 空间 中 的 一 个 向 量 z 存 在 一 个 函数 p(z) 满足 下 面 三 个 条 件 ; 

@p(z) > 0, 且 p(z) = 0 的 充 要 条 件 是 z = 0; 

@p(az) = |alp(z),a 为 任意 标量 ; 

国 对 向 量 z 和 y 有 p(x 十 y) < p(x) +p(y): 
则 称 p(z) 为 z 向 量 的 范 数 。 范 数 的 形式 是 多 种 多 样 的 可 以 证 明 , 下 面 给 出 的 一 族 式 子 都 满足 上 
述 的 三 个 条 件 


n 1/p 
la- (Sen) ,P=b2., Hllelle = ma, il (42.4) 


这 里 用 到 了 向 量 范 数 的 记号 lz|l。 
抢 阵 的 范 数 定义 比 向 量 的 稍 复杂 一 些 ,其 数学 定义 为 :对 于 任意 的 非 零 向 量 z, 矩阵 4 的 范 

数 为 llaz | 
14I= sup 


和 向 量 的 范 数 一 样 ， ea 
IIAlli = max > lo 1, NAlls = Vsmax(ATA), IIAle= ma sl (4-2-6) 


1&ij&n 


次,a( 交 ) 汶 区 条 降 的 轩 征 信 , 而 snes(AT 4) 为 AFA 阵 的 最 特征 入 .事实 上 ,||4lls 还 等 
于 A 矩阵 的 最 大 奇异 值 。 

MATLAB 提 供 了 求 取 和 矩阵 范 数 的 函数 norm() ,允许 求 各 种 意义 下 的 矩阵 的 范 数 。 该 函数 
的 调用 格式 为 36 于 (时 到 ,其 中 ,“ 选 项 "可 以 为 1,2 等 ,具体 见 表 4-1。 如 果 不 给 出 任何 
选项 , 则 将 计算 出 ||4|la。 新 版 MATLAB 下 该 函数 可 以 直接 处 理 符号 矩阵 。 

例 4-14 求 例 49 中 矩阵 人 的 各 种 范 数 。 
解 可 以 输入 和 A 矩阵 ,然后 由 下 面 的 MATLAB 函数 直接 求 出 该 矩阵 的 各 种 范 数 


(4-2-5) 
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表 4-1 和 矩阵 范 数 函数 的 选项 表 


选项 意义 及 算法 
无 和 珑 阵 的 最 大 奇异 值 , 即 ||4||2 
2 与 默认 调用 方式 相同 , 即 ||4||2 
1 和 矩阵 的 1- 范 数 , 即 ||4ll: 
Inf 或 'inf' 和 珑 阵 的 无 穷 范 数 , 即 ||4||l= 
fro" 矩阵 的 Frobinius 范 数 , 即 ||4||e = V2 ATTA) 
数值 已 对 向 量 可 取 任 何 整数 ,而 对 矩阵 只 可 取 1, 2, inf 或 'fro' 
-inf 只 可 用 于 向 量 ,4l|_w = min (| 了 0i|) 


得 出 的 各 个 范 数 为 ||All1=||All2=||Al|lw=34, ||Allp==38.6782。 

这 里 有 两 点 值得 注意 , 首先 norm(A) 和 norm(4,2) 应 该 给 出 同样 的 结果 , 因为 它们 都 表示 
1Allz, 其 次 因为 巧合 ,在 这 个 例子 中 ,||Alli = 上 |Al||oo。 但 一 般 情况 下 ,上 |Alli = ||A||oo 不 一 定 能 满足 。 
符号 运算 工具 箱 的 norm() 函数 只 能 用 于 数值 矩阵 求 取 范 数 , 并 不 能 用 于 一 般 含 有 变 
量 的 矩阵 ,早期 版 本 中 即使 数值 型 的 符号 矩阵 也 不 能 直接 使 用 norm() 函数 , 而 先 将 矩阵 
double() 函数 转换 成 双 精 度数 值 矩 阵 , 然后 再 调用 双 精 度 矩 阵 的 norm() 函数 。 

(5) 特征 多 项 式 . 引 入 算 子 s, 并 构造 一 个 矩阵 sT 一 4, 再 求 出 该 矩阵 的 行列 式 , 则 可 以 得 出 
一 个 关于 算 子 s 的 多 项 式 
C(s) = det(sT— A)= s"+ i i (4-2-7) 
这 样 的 多 项 式 C(s) 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 . 其 中 ,系数 cii = 1,2,… ,n 称 为 矩阵 的 特征 多 
项 式 系数 。 

MATLAB 提 供 了 求 取 和 矩阵 特征 多 项 式 系数 的 函数 ET 中 , 返回 的 c 为 行 向 量 , 其 各 
个 分 量 为 算 阵 和 的 降 曙 排列 的 特征 多 项 式 系数 .该 函数 的 另外 一 种 调用 格式 是 , 如 果 给 定 的 4 
为 向 量 , 则 假定 该 向 量 是 一 个 矩阵 的 特征 值 ,由 此 求 出 该 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 ,如 果 向 量 4 中 
有 Inf 或 NaN 值 , 则 首先 剔除 它 再 计算 特征 多 项 式 系数 。 

值得 指出 的 是 ,如 果 4 为 符号 矩阵 , 该 函数 仍然 适用 ,但 得 出 的 不 是 系数 向 量 , 而 是 多 项 式 
的 数学 表达 式 本 身 。 

例 4-15 试 求 出 例 4-9 中 给 出 的 入 纶 阵 的 特征 多 项 式 。 
解 可 以 通过 下 面 的 poly() 防 数 直接 求 出 该 矩阵 的 特征 多 项 式 ,p 包 [1, 一 34, 一 80,2720, 0], 经 检验 误 
差 为 5.6248x10-12。 


用 符号 运算 工具 箱 中 的 poly(sym(4)) 函数 同样 可 以 求 出 答 阵 4 的 特征 多 项 式 的 解析 形式 。 
在 实际 应 用 中 还 有 其 他 简单 的 数值 方法 可 以 精确 地 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 .例如 ,下 
面 给 出 的 Leverrier-Faddeev 递 推算 法 也 可 以 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 
otk = 二 trace( 有) ， Rai = AR, Tenil, k=1.,n (4-2-8) 
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其 中 , 初 值 Ri = 了 ,ci = 1 该 算法 首先 给 出 一 个 单位 阵 工 , 并 将 之 赋 给 Ri, 然 后 对 每 个 的 值 分 
别 求 出 特征 多 项 式 参数 , 并 更 新 下 矩阵 ,最终 得 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 ck。 该 算法 可 以 直接 
下 面 的 MATLAB 语句 编写 一 个 poly1() 函数 实现 


调用 新 的 poly1(4) 函数 , 则 可 以 得 出 特征 多 项 式 的 精确 结果 。 


例 4-16 试 推 导出 向 量 妃 = [ai,aa,aa,a4,as] 对 应 的 Hankel 矩阵 的 特征 多 项 式 。 

解 可 以 首先 构造 Hankel 短 阵 4 ,这样 就 能 用 charpoly(4) 函数 获得 该 矩阵 的 特征 多 项 式 

>> syns x; arsym('aXd',[1,5]); A=hankel(a); collect(charpoly(A,x),x) 
该 矩阵 的 特征 多 项 式 数学 表示 为 


det(zT 一 4) = 25+(-a3— as— a1)zt + (asa1+ asa1+ asas — 2a3 —2a8 — a3 — ad)z3 
十 (一 ala3a5 十 2a3 一 2a2asa3 十 a2as 十 ala3 十 a3 + aia2 十 aaa2 十 a5a3 十 a2as 一 2aoasa4)z2 


+ (2a2a2a4 + ad + at + a2a2 + a2a3 — 3a3a5a? — a1a3 — asa3)r — as 


(6) 矩阵 多 项 式 的 求解 .矩阵 多 项 式 的 数学 形式 为 


B=aA"+aA™ 1 十 … 十 an 如 十 anHT (4-2-9) 


其 中 , A 为 一 个 给 定 和 矩阵, 了 为 和 A 和 同 阶 次 的 单位 矩阵 ,这 时 返回 的 矩阵 为 矩阵 多 项 式 的 值 。 
和 矩阵 多 项 式 的 值 在 MATLAB 语 言 环境 中 可 以 由 polyvalm() 函数 求 出 ,该 函数 的 调用 格式 为 
,其 中 ,a 为 多 项 式 系数 降 暴 排列 构成 的 向 量 , 即 a=[ai,a2,… ,an, an+1]。 

相应 地 ,还 可 以 按 点 运算 的 方式 定义 一 种 多 项 式 运算 为 


C=ar.ni+ar. “(no—1)+ +ant (4-2-10) 


这 时 ,和 矩阵 C 可 以 由 下 面 的 语句 直接 计算 出 来 : 

若 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 给 出 多 项 式 p, 则 可 以 调用 a 函数 求 出 点 运算 意义 
下 多 项 式 的 值 .该 函数 在 此 问题 上 的 具体 调用 格式 为 

MATLAB 给 出 的 polyvalm() 函数 只 能 用 于 数值 霜降 的 多 项 式 秆 隆 求 值 ， 对 该 函数 拓展 ， 
即 可 以 写 出 用 于 符号 矩阵 的 多 项 式 和 矩阵 ,拓展 的 函数 如 下 


Cayley-Hamilton 定理 是 矩阵 理论 中 一 个 重要 的 定理 : 若 矩 阵 4 的 特征 多 项 式 为 
f(s) = det(sT — A)= a1s" + a2s™ 1 十:… 十 ans 十 an+l (4-2-11) 


则 有 了 (4) = 0, 亦 即 
aA" tasA™ li+:...+anA+tarnnT=0 C10 
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例 4-17 假设 答 阵 A 为 Vandermonde 和 矩阵 ,验证 其 满足 Cayley-Hamilton 定理 
, 尖 烛 1 

64 32 16 8 4 

729 243 81 27 9 
4096 1024 256 64 16 

15625 3125 625 125 25 
46656 7776 1296 216 36 
117649 16807 2401 343 49 


解 可 以 试图 由 下 面 的 MATLAB 语 句 来 验证 Cayley-Hamilton 定理 


人 ASEDLO- 
-A 


由 于 使 用 的 poly() 函数 会 产生 一 定 的 误差 , 而 该 误差 在 矩阵 多 项 式 求解 中 导致 了 巨大 的 误差 
e 王 3.5654 x 105, 从 而 得 出 错误 结论 ,由 此 看 来 ,poly() 函数 的 误差 有 时 是 不 可 忽略 的 。 如 果 把 上 面 
语句 中 的 poly() 函数 用 前 面 编 写 的 poly1() 函数 代替 ,得 出 的 妞 和 天 阵 就 会 完全 等 于 0, 故 该 给 阵 满 
足 Cayley-Hamilton 定理 。 


例 4-18 试 证 明 一 般 5 Xx 5 矩阵 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 

解 要 求解 此 问题 需要 首先 声明 一 批 符号 变量 ,构造 出 任意 的 5 x 5 短 阵 4, 然后 用 charpoly() 函数 
求 出 其 特征 多 项 式 系数 向 量 。 因 为 polyvalm() 不 支持 符号 变量 的 处 理 ,这 里 需要 由 底层 命令 求 取 多 
项 式 矩 阵 。 得 出 的 多 项 式 矩 阵 化 简 后 可 以 得 出 其 范 数 为 0 的 结论 ,故此 证 明 这 样 任意 的 5 x 5 矩阵 满 
足 Cayley-Hamilton 定理 下 面 的 语句 耗 时 大 约 2.018s, 改 成 6 x 6 任意 矩阵 则 耗 时 19.72s。 


(7) 符号 多 项 式 与 数值 多 项 式 的 转换 。 若 已 知 数值 多 项 式 系数 为 ET A 可 , 则 
可 以 通过 符号 运算 工具 箱 提供 的 ESI75SGCD 或 [EDU72SGCR 函数 转换 成 多 项 式 表 
示 。 若 已 知 多 项 式 的 符号 表达 式 , 则 可 以 由 有 SO2860 JJ 函 数 转换 成 系数 向 量 。 
例 4-19 已 知 多 项 式 广 = s5 十 2s4 十 3s3 十 4s2 十 5s 十 6, 试 用 不 同形 式 表示 该 多 项 式 。 
解 该 多 项 式 可 以 用 两 种 形式 先 定义 出 来 。 例 如 , 可 以 用 数值 形式 先 定义 之 , 则 可 以 用 相应 的 方式 将 
其 转换 成 符号 型 的 多 项 式 , 也 可 以 转换 回 向 量 。 


还 可 以 由 函数 [GE 证 荆 台 晤 允 近 > 的 降 浓 次 序 直接 提取 多 项 式 系数 ,如 果 z 是 表达 式 己 
中 唯一 的 符号 变量 , 则 可 以 略 去 它 。 
例 4-20 试 提取 符号 表达 式 Z(Z 十 2y)s 中 了 的 系数 。 
解 很 显然 , 原 符号 表达 式 可 以 是 的 多 项 式 也 可 以 是 Yy 的 多 项 式 。 下 面 语 名 可 以 按 I 的 升 轿 次 序 提 
取出 关于 2 的 多 项 式 系 数 ,另外 , 零 系 数 被 自动 略 去 了 。 


得 出 的 结果 为 p = [256y8, 1024y7, 1792y6, 1792y5, 1120y4, 448y3, 112y?, 16y, 1]。 
在 实际 应 用 中 ,如果 多 项 式 有 缺失 系数 , 则 coeffs() 函数 也 不 用 零 占 位 ,而 sym2poly() 函 
数 又 不 能 处 理 含 有 其 他 参数 的 多 项 式 问题 ,所 以 需要 新 的 函数 来 提取 任意 多 项 式 的 系数 。 


假设 已 知 某 多 项 式 模型 
搞 2) = 4 aa2zn LT 十 … 十 anz 十 an4l (4-2-13) 
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其 中 ,系数 m 与 z 无 关 , 则 显然 


1 dm 一 计 1 
ant1=p(0), 且 PCD) 


mith)! dz 
这 样 ,可 以 可 以 由 下 面 函数 实现 多 项 式 系数 提取 算法 


， i=1,2,.… ,n (4-2-14) 
t=0 


例 4-21 重新 考虑 例 4-20 中 多 项 式 ,调用 新 函数 将 得 出 降 霸 排列 的 系数 , 且 保留 零 系数 。 
>> syms x y; P-Xk(X+2+7) 8; p=polycoef(P,x) % 结 果 从 咯 


4.2.2 逆 矩 阵 与 广义 逆 矩 阵 
(1) 矩阵 的 逆 矩 阵 . 对 一 个 已 知 的 m” x n 非 奇异 方 阵 和 A 来 说 , 若 有 同 维 的 C 和 矩阵 满足 


AC=CA=I (4-2-15) 


式 中 ,了 为 单位 阵 , 则 称 C 和 矩阵 为 A 和 矩阵 的 逆 和 矩 阵 ,并 记 作 C = A-1。 
MATLAB 语 言 中 提供 了 [CEIRACGZJ 函 数 ,可 以 直接 用 来 求 取 矩阵 的 逆 和 矩阵 C 。 该 函数 同 

样 适用 于 符号 变量 构成 的 矩阵 的 求 着 。 如 果 A 为 符号 矩阵 则 求解 析 解 , 否则 求 数值 解 。 

例 4-22 试 求 取 Hilbert 珑 阵 的 逆 矩 阵 。 

解 先 考虑 4x4Hilbert 珑 阵 ,调用 MATLAB 的 inv() 函数 可 以 立即 得 出 该 矩阵 的 逆 矩 阵 来 。 


这 样 得 出 的 北 矩 阵 如 下 , 且 误差 矩阵 的 范 数 为 1.3931x10-13。 
15.999999999999 ”一 119.99999999999 239.99999999998 一 139.99999999999 

_ |—119.99999999999 1199.9999999999 一 2699.9999999997 1679.9999999998 
一 | 239.99999999998 ”一 2699.9999999997 6479.9999999994 一 4199.9999999996 

一 139.99999999999 1679.9999999998 一 4199.9999999996 2799.9999999997 

如 果 误 差 矩 阵 的 范 数 是 一 个 微小 的 数 , 则 可 以 接受 得 出 的 逆 答 阵 , 否则 应 该 认为 其 不 正确 。 从 本 
例 的 结果 看 ,此 误差 虽然 未 小 于 MATLAB 矩阵 运算 的 一 般 误 差 (10-15 ~ 10-16 级 ), 但 还 是 比较 小 
的 ,因此 可 以 接受 得 出 的 逆 矩 阵 。 

高 阶 Hilbert 矩阵 接近 于 奇异 矩阵 , 一 般 不 建议 用 inv() 函数 直接 求解 , 可 以 采用 invhilb() 函 
数 直 接 产 生 逆 矩阵 ,得 出 的 误差 为 n 二 5.684x10-14。 


H-! 


可 见 , 对 于 低 阶 矩阵 ,用 invhilb() 计算 出 来 的 逆 矩 阵 的 精度 也 显著 改善 了 。 现 在 考虑 10 x 10 
的 Hilbert 矩阵 , 则 两 个 误差 分 别 为 n1 = 1.4718x10-4,ma = 1.6129x10-5。 


这 样 虽然 后 者 得 出 的 北 和 矩阵 精度 远 高 于 直接 求 逆 的 精度 ,但 还 是 难以 达到 较 高 的 要 求 。 进 一 步 
扩大 给 阵 的 阶 次 ,例如 需要 研究 13 x 13 的 Hilbert 矩阵 , 则 两 个 送 矩 阵 的 误差 分 别 为 n1 二 2.1315， 
ma 二 11.3549, 可 见得 出 的 误差 过 大 ,说 明 原 矩阵 接近 奇异 矩阵 。 
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符号 运算 工具 箱 中 也 对 符号 矩阵 提供 了 inv() 重 载 函数 ,即使 对 更 高 阶 的 非 奇异 答 阵 也 可 以 精 
确 求解 出 矩阵 的 逆 矩 阵 来 。 下 面 的 语句 可 以 求 出 7x7 的 Hilbert 北 短 阵 


得 出 的 这 矩阵 为 
49 一 1176 8820 一 29400 48510 一 38808 12012 
一 1176 37632 一 317520 1128960 一 1940400 1596672 一 504504 
8820 ”一 317520 2857680 ”一 10584000 18711000 ”一 15717240 5045040 
五 1 = | -29400 1128960 ”一 10584000 40320000 ”一 72765000 62092800 ”一 20180160 


48510 ”一 1940400 18711000 ”一 72765000 133402500 ”一 115259760 37837800 
一 38808 1596672 ”一 15717240 62092800 ”一 115259760 100590336 ”一 33297264 
12012 ”一 504504 5045040 ”一 20180160 37837800  —33297264 11099088 


其 实 ,用 符号 运算 工具 箱 可 以 求解 出 更 高 阶 Hilbert 矩阵 的 逆 和 矩阵 。 例 如 ,求解 30 阶 和 矩阵 ,可 以 使 用 下 
面 的 命令 ,得 出 精确 的 结果 一 一 误差 为 零 。 


例 4-23 试 对 例 4-9 中 的 奇异 答 阵 入 求 逆 ,并 观察 用 数值 方法 对 该 矩阵 求 逆 会 发 生 什么 现象 
解 首先 输入 该 矩阵 , 则 可 以 用 inv() 函数 对 其 求 逆 


矩阵 求 北 将 得 出 下 面 的 警告 信息 “Warning: Matrix is close to singular or badly scaled” ,说 明 
外 阵 趋 于 奇异 (事实 上 ,A 给 阵 就 是 一 个 奇异 矩阵 ,但 通过 数值 算法 后 得 出 的 是 接近 奇异 的 结论 ) ,并 
提示 得 出 的 逆 矩 阵 可 能 是 不 正确 的 。 

由 上 面 的 语句 求 出 的 “ 逆 矩 阵 ” 妃 及 ABB 分别 为 


0.2649 0.7948 —0.7948 —0.2649 —1.125 一 5.25 5.375 3.0313 
如 果 对 上 面 的 结果 进行 验算 ,会 发 现 误差 很 大 ,所 以 逆 撼 阵 是 错误 的 。 
事实 上 , 坷 异 矩阵 根本 不 存在 一 个 相应 的 逆 和 矩阵, 能 满足 式 (4-2-15) 中 的 条 件 。 对 这 里 给 出 的 问 
题 还 可 以 试用 下 面 的 语句 求解 , 但 由 于 矩阵 奇异 , 故 inv() 函数 也 无 能 为 力 。 下 面 语句 将 给 出 确切 的 
错误 信息 “FAIL”, 明确 指出 原 短 阵 奇异 ,不 存在 逆 短 阵 。 


一 0.2649 -0.7948 0.7948 0.2649 大， 面 本 彤 
| -07948 -2.384 2.384 0.7948 和 | 洒 二 过 有 
B=| o.7948 2384 -2.384 -0.7948 | x10 ,AB=| -05 -4 4 0.5 


例 4-24 MATLAB 的 矩阵 求 逆 函 数 同样 适用 于 含有 变量 的 答 阵 。 例 如 ,对 于 下 面 的 Hankel 拢 阵 , 可 
以 直接 用 inv() 函数 得 出 其 逆 抵 阵 


可 以 直接 得 出 下 面 的 逆 矩 阵 表示 
0 0 0 1/as 
-| 0 0 1/aa 一 1/a3as 
0 1/as 一 1/a3as —1/a3(a2a4 一 a3) 


l/as 一 LI/a3oa 一 I/ai(azas —a3) 一 (aia3 —2a2a304 + a3)/a 
在 经 典 线性 代数 教材 中 , 通常 采用 基本 行 变 换 的 方式 求解 矩阵 的 逆 , 例 如 在 互 窍 阵 的 右 侧 
补 一 个 单位 矩阵 , 然后 通过 基本 行 变换 将 新 矩阵 左 侧 变换 成 单位 矩阵 , 这 样 新 矩阵 的 右 侧 自然 
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就 是 逆 矩 阵 了 .在 MATLAB 下 提供 了 jiEEEESEK 克 让 函数 直接 求 取 互 矩阵 的 基本 行 变换 矩阵 
瑟 !, 其 中 , 瑟 既 可 以 为 数值 矩阵 也 可 以 为 符号 矩阵 。 
例 4-25 下 面 的 语句 可 以 通过 基本 行 变换 的 方法 重新 求 前 例 矩 阵 的 逆 和 矩阵 
>> H1=[H eye(4)]; H2=rref(H1) ，H3=H2(:,5:8) % 基 本 行 变换 后 提取 结果 的 后 四 列 
得 出 的 a 与 前 面 的 完全 一 致 ,中 间 变 量 百 2 的 左 侧 为 单位 短 阵 。 右 侧 为 得 出 的 逆 矩 阵 H3 


9 0 0 1/aa 
lia 0 1/aa 一 1/a3os 
a 疝 1/ag —1/a3as —1/a3(a2a4 — a3) 

0 0 0 1 1/a -1l/aiaa —l/a3(a2a4 — a3) —(a1a3 — 2a2a3a4 + a3)/ad 


(2) 和 矩阵 的 广义 逆 。 前 面 已 经 介绍 过 ,即使 用 解析 解 求解 的 符号 运算 工具 箱 对 奇异 矩阵 的 

求 逆 也 是 无 能 为 力 的 ,因为 其 逆 矩 阵 根本 不 存在 另外, 长 方形 的 矩阵 有 时 也 会 涉及 求 逆 的 问 
题 , 这 样 就 需要 定义 一 种 新 的 “ 逆 和 矩阵 ”对 算 阵 4, 如 果 存 在 一 个 矩阵 IV ,满足 

ANA=A (4-2-16) 


则 六 矩阵 称 为 4 的 广义 逆 矩 阵 , 记 作 N = A-。 如 果 和 矩阵 是 一 个 n x m 的 长 方形 矩阵 , 则 和 
和 矩阵 为 m x n 阶 和 矩阵。 满足 这 一 条 件 的 广义 逆 算 阵 有 无 穷 多 个 。 
定义 下 面 的 范 数 最 小 化 指标 为 


min||AM 一 如 | (4-2-17) 
M 


则 可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 矩阵 4, 存在 一 个 唯一 的 矩阵 M 使 得 下 面 的 三 个 条 件 同 时 成 立 : 
OO4M4=4: @MAM = M; @AM 与 MA 均 为 Hermite 对 称 和 矩阵 。 
这 样 的 矩阵 RM 称 为 矩阵 和 的 Moore-Penrose 广 义 逆 和 矩阵, 或 伪 逆 (pseudo inverse), 记 作 
AM = 4+。 从 上 面 的 三 个 条 件 中 可 以 看 出 ,第 一 个 条 件 和 一 般 广 义 逆 的 定义 也 是 一 样 的 , 所 不 同 
的 是 它 还 要 求 满足 第 二 个 和 第 三 个 条 件 , 这 样 就 会 得 出 唯一 的 广义 逆 窍 阵 M 了 。 
MATLAB 提供 了 求 取 和 矩阵 Moore-Penrose 广 义 逆 的 函数 pinv() ,其 格式 为 
AM=pinv(4,e) ，% 按 指定 精度 e 求 解 Moore-Penrose 广 义 首 矩 阵 
其 中 ,e 为 判 0 用 误差 限 , 如 果 省 略 此 参数 , 则 判 0 用 误差 限 选 用 机 器 的 精度 eps, 这 时 将 返回 A 
的 Moore-Penrose 广 义 道 矩阵 AM。 如 果 人 44 抢 阵 为 非 奇异 方 阵 , 则 该 函数 得 出 的 结果 就 是 窍 阵 的 
逆 阵 ,但 这 样 求解 的 速度 将 明显 慢 于 inv() 函数 。 
例 4-26 考虑 例 4-9 中 给 出 的 奇异 矩阵 入, 例 4-23 中 用 符号 运算 工具 箱 中 inv() 函数 仍 不 能 获得 问 
题 的 解析 解 ,因为 解析 解 不 存在 。 所 以 这 里 将 考虑 Moore-Penrose 广义 逆 和 矩阵 的 求解 。 
>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 9 7 6 12; 4 14 15 1]; B=pinv(A)，A*B % 求 伪 逆 
得 出 的 妃 矩 阵 和 AB 和 矩阵 分 别 为 


0.1011 —0.0739 —0.0614 0.0636 0.95 -0.15 0.15 0.05 
y= 


_ |—0.0364 0.0386 0.0261 0.0011 一 0.15 0.55 0.45 0.15 
”| 0.0136 —0.0114 一 0.0239 0.0511 0.15 0.45 0.55 一 0.15 


一 0.0489 0.0761 0.0886 ”一 0.0864 0.05 0.15 —0.15 0.95 
这 时 AB 纶 阵 不 再 是 单位 阵 了 ,因为 不 存在 一 个 At 能 使 它 成 为 单位 阵 。 这 样 得 出 的 4+ 应 该 能 使 得 
式 (42-17) 中 的 范 数 取 最 小 值 。 现 在 检验 Moore -Penrose 广义 逆 的 三 个 条 件 的 误差 范 数 均 为 10-14 
级 ,由 此 验证 得 出 的 短 阵 确实 是 和 的 Moore -Penrose 广义 送 矩阵 。 


B 
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>> norm(A*B*A-A) ,norm(B*A*B-B) ,norm(A*B-(A*B)')，norm(B*A-(B*A)') 义 检 验 各 个 条 人 
现在 对 得 出 的 妃 再 求 一 次 Moore-Penrose 广 义 逆 , 则 可 看 出 , (A1)+ = A。 
>> pinv(B) ，norm(ans-A) 义 对 伪 逆 再 求 一 次 伪 北 ,看 看 能 不 能 恢复 原 短 阵 


例 4-27 试用 符号 运算 方法 重新 求解 426 的 伪 逆 问题 并 观察 求解 精度 。 
解 先 将 原 矩 阵 按 符号 和 矩阵 的 形式 输入 到 计算 机 中 ,再 直接 调用 pinv() 函数 
>> A=sym(magic(4)); B=pinv(A)，A*#B，B*A，norm(A*B*A-A) 久 伪 逆 的 符号 运算 与 检验 
得 出 误差 矩阵 的 范 数 为 零 , 且 Moore -Penrose 广义 逆 矩 阵 为 
55/544 ”一 201/2720 一 167/2720 173/2720 
一 99/2720 21/544 71/2720 C3/2720 
37/2720 -31/2720 ”一 13/544 139/2720 
一 133/2720 207/2720 。” 241/2720 ”一 47/544 
将 得 出 的 结果 代入 常规 逆 和 矩阵 公 式 则 可 见 瑟 4 与 4 媚 为 相同 的 矩阵 。 
19/20 -3/20 3/20 1/20 


了 Bi = 


|-a/20 11/20 9/20 3/20 
AB=BA= | 3/20 9/20 11/20 -3/20 
1/20 3/20 -3/20 19/20 

6 1 421 

本 洽 卫 


解 可 以 给 出 下 面 的 语句 对 该 矩阵 进行 分 析 , 得 出 矩阵 为 非 满 秩 和 矩阵 的 结论 
>> A=[6,1,4,2,1; 3,0,1,4,2; -3,-2,-5,8,4]; rank(A) % 先 输入 矩阵 并 求 秩 
由 于 4 和 珑 阵 为 奇异 答 阵 , 所 以 应 使 用 pinv() 哆 数 求 取 矩 阵 的 Moore-Penrose 广义 逆 ,并 可 以 通 
过 下 面 的 检验 语句 对 Moore-Penrose 广 义 逆 的 条 件 逐 一 验证 ,证 实 该 广义 逆 矩 阵 确实 满足 条 件 。 
>> iA=pinv(A) % 非 满 秩 和 矩阵 的 擅 逆 ,下 面 将 检验 伪 逆 的 各 个 条 件 
norm(A*iA*A-A), norm(iA*A-A'*iA'),norm(iA*A-A'*iA'), norm(A*iA-iA'*A') 


例 4-28 试 求 长 方形 矩阵 叉 的 伪 逆 。 
A= 


可 以 得 出 矩阵 的 广义 逆 为 
0.073 0.0413 ”一 0.0221 |4+44+ — 4+|| = 1.0263x10-16 
0.0108 ”0.002 ”一 0.0156 汪 而 = 交 -15 
4+ = |00459 00178 -0.0385|, a 4 lA4°4-Al-8145x10 
0.0327 0.0431 0.0638 I|4+A—(A)*(A+)*||= 3.9098x10 
0.0164 0.0215 0.0319 |44+ — (A+)*(A)*|| = 1.6653x10-16 


4.2.3 矩阵 的 特征 值 问题 


(1) 一 般 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 . 对 一 个 矩阵 入 来 说 ,如 果 存在 一 个 非 零 的 向 量 z, 有 有 
一 个 标量 和 满足 


Ms = (4-2-18) 


则 称 和 为 4 矩阵 的 一 个 特征 值 , 而 z 称 为 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 。 严 格 说 来 ,zx 应 该 称 为 A 
的 右 特征 向 量 , 如 果 算 了 泗 和 4 的 特征 值 不 包含 重复 的 值 , 则 对 应 的 各 个 特征 向 量 为 线性 无 关 的 ,这 
样 由 各 个 特征 向 量 可 以 构成 一 个 非 奇 异 的 矩阵 。 如 果 用 它 对 原始 矩阵 作 相似 变换 , 则 可 以 得 出 
一 个 对 角 和 矩阵 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 由 MATLAB 提供 的 函数 eig() 可 以 容易 地 求 出 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 
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其 中 , dg 为 特征 值 构成 的 向 量 , 万 为 一 个 对 角 和 扼 阵 , 其 对 角 线 上 的 元 素 为 矩阵 4 的 特征 值 , 而 每 
个 特征 值 对 应 的 V 和 矩阵 的 列 为 该 特征 值 的 特征 向 量 , 该 算 阵 是 一 个 满 秩 矩阵 .MATLAB 的 矩 
阵 特 征 值 矩阵 满足 AV = VD, 且 每 个 特征 向 量 各 元 素 的 平方 和 ( 即 2 范 数 ) 均 为 1。 如 果 调 用 
该 函数 时 只 给 出 一 个 返回 变量 , 则 将 只 返回 矩阵 和 A 的 特征 值 .即使 A 为 复数 矩阵 ,也 照样 可 以 
eig() 函数 得 出 其 特征 值 与 特征 向 量 宅 阵 。 

前 面 介 绍 的 矩阵 特征 多 项 式 的 根 和 特征 值 是 同样 的 概念 ,所 以 若 精确 已 知 矩 阵 的 特征 多 项 
式 系数 , 则 可 以 调用 roots() 函数 来 计算 矩阵 的 特征 值 。 

矩阵 特征 值 的 求解 算法 是 多 种 多 样 的 , 最 常用 的 有 求解 实 对 称 和 矩阵 特征 值 与 特征 向 量 的 

Jacobi 算 法 、 原 点 平移 QR 分 解法 与 两 步 QR 算法 .矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 求解 有 许多 标准 
子 程序 可 以 直接 调用 , 如 EISPACK 软 件 包 已 引 等 .MATLAB 中 的 eig() 函数 是 基于 两 步 QR 
算法 实现 的 , 该 函数 也 同样 可 以 求解 复数 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 窍 阵 。 当 矩阵 含有 重 特征 
值 时 ,特征 向 量 矩 阵 可 能 趋 于 奇异 ,所 以 在 使 用 此 函数 时 应 该 注意 。 
例 4-29 求 出 例 4-9 中 给 出 的 答 阵 妇 的 特征 值 与 特征 向 量 和 矩阵 。 
解 可 以 调用 eig() 函数 直接 获得 矩阵 4 的 特征 值 为 34, 填 8.9443, 一 2.2348x10-15。 
>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97612; 414151]; eig(A), [v,dl=eig(A)) | 
可 以 得 出 特征 向 量 算 阵 和 特征 值 算 阵 为 


一 0.5 —0.8236 0.3764  —0.2236 34 0 0 0 

入 涯 —0.5 0.4236 0.0236  —0.6708 训 = | 0 8.9443 0 0 

”| -0.5 0.0236 0.4236 0.6708 | ~ |0 0 一 8.9443 0 
一 0.5 0.3764 ”一 0.8236 0.2236 0 0 0 ”一 2.2348x10-15 


符号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 eig() 函数 ,理论 上 可 以 求解 任意 高 阶 和 矩阵 的 精确 特征 值 ,对 于 给 
定 的 怒 矩 阵 , 可 以 由 下 面 的 命令 求 出 特征 值 的 精确 解 为 0,34, 士 4V5。 
”>> eig(sym(A))，vpa(ans,70) ，[v,d]=eig(sym(A)) % 特 征 值 特征 向 量 的 解析 计算 
得 出 的 相应 矩阵 如 下 


-1 1 12V5/31—41/31 —12V5/31— 41/31 00 0 0 
v=|-3 1 17/31—8V5/31 8V5/31+17/31 Ral 0 
本 ;7T|0 0 -4V5 0 


3 1 —4V5/31—7/31 4V5/31—7/31 
贡 于 0 0 0 4vV5 


可 见 ,在 前 面 的 例子 中 两 次 调用 了 eig() 函数 ,但 由 于 返回 参数 个 数 不 一 致 ,所 以 后 面 的 调 
返回 矩阵 和 的 特征 值 与 特征 向 量 ,而 前 面 的 调用 只 返回 了 甜 阵 和 的 特征 值 而 不 返回 特征 向 
量 矩 阵 。 另 外 ,返回 特征 值 的 格式 也 因 返 回 变量 个 数 不 同 而 不 同 。 

如 果 一 个 矩阵 包含 重 特征 值 , 则 理论 上 和 珑 阵 六 将 为 奇异 矩阵 。 但 因为 MATLAB 数值 运算 
出 现 的 误差 ,不 一 定 能 精确 计算 出 矩阵 的 重 根 , 这样 将 得 出 接近 奇异 的 V 和 矩阵。 

(2) 矩阵 的 广义 特征 向 量 问题 . 若 某 矩 阵 4 含有 重 特征 值 , 则 必定 会 使 得 特征 向 量 矩 阵 为 
奇异 矩阵 , 这 会 约束 特征 向 量 矩 阵 的 应 用 -为 了 保证 特征 向 量 矩 阵 非 奇异 , 需要 引入 广义 特征 向 
量 的 问题 假设 存在 一 个 标量 入 和 一 个 非 零 向 量 =, 使 得 

Az = ABz (4-2-19) 
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成 立 , 其 中 , BB 矩阵 为 对 称 正定 和 矩阵, 则 和 称 为 广义 特征 值 , 而 z 向 量 称 为 广义 特征 向 量 。 
MATLAB 还 提供 了 求 取 广义 特征 值 的 方法 .事实 上 ,普通 的 矩阵 特征 值 问 题 可 以 看 成 是 广义 特 
征 值 问题 的 一 个 特例 , 因为 若 假定 召 = 了 为 单位 阵 , 则 式 (4-2-19) 中 的 形式 可 以 直接 转化 成 普 
通 和 矩阵 特征 值 问 题 。 

若 电 矩 阵 为 非 奇 异 方 阵 , 则 上 面 的 方程 可 以 容易 地 转换 成 矩阵 B14 的 特征 值 问题 


BlAz = Xz (4-2-20) 
即 A 和 z 分 别 为 吾 -14 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 但 一 般 情况 下 不 能 随便 假设 召 阵 为 非 奇 异 的 


方 阵 , 所 以 文献 同 中 给 出 了 广义 特征 值 问题 的 QZ 算法 .在 MATLAB 中 给 出 的 eig() 函数 可 以 
直接 用 来 求 取 和 矩阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 , 这 时 的 调用 格式 为 


这 一 函数 可 以 直接 得 出 矩阵 的 广义 特征 值 向 量 d, 也 可 以 返回 一 个 特征 向 量 矩 阵 V 及 一 
个 对 角 型 特征 值 矩 阵 马 ,满足 AV = BVDD. 值 得 指出 的 是 ,该 函数 可 以 求解 马 矩 阵 为 奇异 矩 
阵 时 的 广义 特征 值 问题 。 
例 4-30 假设 给 出 如 下 的 矩阵 , 试 求 出 A, 如 矩阵 的 广义 特征 值 与 特征 向 量 矩 阵 


= 时 曾 却 = 
二 站 0 放 是 
| | el 光 ) <, 下 击 
和 作 证 癌 和 = 


解 原 给 阵 入 理论 上 有 重 特征 值 一 1, 但 数值 求解 一 般 得 不 出 精确 的 特征 值 .使 用 下 列 命令 可 以 求 出 
和 矩阵 (A, 妃 ) 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 


得 出 的 特征 值 、 特 征 向 量 答 阵 如 下 ,误差 给 阵 的 范 数 为 6.3931x10-15。 


0.0268 = 一 0.2413 0.0269 一 1.2830 
= 0.7697 —0.6931 0.0997 D 

一 0.1252 —0.3666 1 0.0796 | | 

一 0.3015 0.4428 ”一 0.1635 ”一 1 


43 ”和 矩阵 的 基本 变换 与 分 解 
4.3.1 和 矩阵 的 相似 变换 与 正 交 和 矩阵 
对 方 阵 4 如 果 存 在 一 个 非 奇异 的 吾 矩 阵 , 则 可 以 通过 下 面 的 方式 对 原 4 矩阵 进行 变换 
X=B1AB (4-3-1) 


这 样 的 变换 称 为 相似 变换 , 而 吾 称 为 相似 变换 矩阵 。 相 似 变换 后 ,天 矩阵 的 秩 ` 迹 、 行 列 式 和 特 
征 值 等 均 不 发 生变 化 ,其 值 和 4 矩阵 完全 一 致 。 通 过 适当 选择 变换 矩阵 召 , 就 能 有 目的 地 将 任 
意 给 定 的 和 矩阵 相似 变换 成 特殊 的 矩阵 表示 形式 , 而 不 改变 原来 4 的 重要 性 质 。 


了 = 
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对 于 一 类 特殊 的 相似 变换 矩阵 工 , 如 果 它 本 身 满足 T-! = T*, 其 中 ,T* 为 荆 的 Hermite= 
思 转 置 算 阵 , 则 称 工 为 正 交 和 矩阵 , 并 将 之 记 为 @ = 了 .可 见 , 正 交 和 矩阵 @ 满 足 条 件 
Q*Q=I， 且 QQ* =I， 了 为 nxn 的 单位 阵 (4-3-2) 
MATLAB 中 提供 了 求 取 正 交 和 矩阵 罗 =orth(A) 来 求 出 A 矩阵 的 正 交 基 和 矩阵 Q@。 若 4 为 非 
奇异 矩阵 , 则 得 出 的 正 交 基 矩 阵 @ 满 足 式 (4-3-2) 的 条 件 , 若 4 为 奇异 矩阵 , 则 得 出 的 矩阵 Q@ 的 
列 数 即 为 A 和 矩阵 的 秩 , 且 满足 8*Q = 了 ,而 不 满足 QQ* = 工 。 


全 


例 4-31 求 出 A4= | 矩阵 的 正 交 矩阵 。 


解 矩阵 的 正 交 矩阵 可 以 用 orth() 函数 直接 得 出 ,并 可 以 验证 满足 正 交 矩阵 的 性 质 
>> A=[5,9,8,3; 0,3,2,4; 2,3,5,9; 3,4,5,8]; 
Q=orth(A) ，norm(Q'*Q-eye(4)) ，norm(Q*Q'-eye(4)) % 正 交 和 矩阵 的 计算 与 检验 
得 出 的 正 交 抵 阵 如 下 ,误差 矩阵 的 范 数 分 别 为 ||Q*Q 一 I|| = 4.6395x10-16,||QQ@* 一 了 || = 4.9270x 


lo 一 0.6197 0.7738 ”一 0.0262 —0.1286 
一 0.2548 ”一 0.1551 0.949 0.1017 

一 0.5198 ”一 0.5298 ”一 0.1563 ”一 0.6517 

一 0.53 ”一 0.3106 一 0.2725 0.7406 


例 4-32 重新 考虑 例 4-9 中 给 出 的 奇异 矩阵 A, 试 求 出 其 正 交 基 给 阵 ,并 验证 其 正 交 性 质 。 
解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 求 取 并 检验 其 正 交 基 和 矩阵。 注意, 因为 A 为 奇异 矩阵 , 故 得 出 的 @ 
为 4X3 长 方形 矩阵 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; Q=orth(A), norm(Q'*Q-eye(3)) 
奇异 矩阵 可 以 如 下 得 出 ,并 可 以 检验 出 误差 矩阵 的 范 数 为 ||Q*Q 一 TI|=1.0140x10-15。 
—0.5 0.6708 0.5 
—0.5 —0.2236 —0.5 


一 0.5 0.2236 —0.5 
一 0.5 一 0.6708 0.5 


4.3.2 和 矩阵 的 三 角 分 解 和 Cholesky 分 解 

(1) 用 矩阵 乘法 实现 行 基 本 运算 .对 一 个 给 定 矩 阵 左 乘 或 右 乘 一 个 人 为 选择 的 矩阵 , 则 可 
以 改变 得 出 矩阵 的 形式 .下面 将 通过 例子 演示 变换 矩阵 的 选择 方法 。 
例 4-33 对 下 面 给 出 的 仅 矩 阵 ,请 观察 该 矩阵 乘 以 有 意 选 择 的 如 矩阵 后 的 结果 。 


Q= 


1 归 列 1 000 
| 而 | 到 各 i 
三 | 2 0 0 
4 1415 1 0 001 


解 先 输 入 这 两 个 矩阵 , 这样 可 以 用 下 面 语句 直接 计算 三 个 珑 阵 A1 二 EA,As 一 AE 和 El=E-! 
>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; E=eye(4); E(3,1)=-2; 
El=inv(E) ，Al=E+A，A2=A*E 从 仔细 观察 左 乘 与 右 乘 的 效果 
得 出 的 三 个 矩阵 为 


16 2 3 13 允 玄 葡 五 和 区 
| 8 _|1-=15 1 10 8 Bl"1i00 
| 一 i 0 0 td i 

六 名 器 革 -26 14 站 1 站 阁 双 加 
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可 以 观察 到 变换 后 的 结果 吗 ? 先 选择 矩阵 百 为 单位 矩阵 ,在 将 其 第 三 行 第 一 列 元 素 ( 简 记 为 
(3,1) 元 素 ) 设 置 成 2, 得 出 的 百 ! 和 万 几乎 完全 一 致 ,只 是 其 (3,1) 元 素 的 符号 发 生 了 变化 。 

现在 请 观察 得 出 的 A1 短 阵 ,该 矩阵 是 用 思 左 乘 A 得 出 的 ,比较 信 与 41 短 阵 ,可 以 看 出 ,只 有 第 
三 行 发 生 了 变化 ,新 的 第 三 行 是 由 -2 遍 乘 A 给 阵 第 一 行 并 加 到 第 三 行 得 出 的 。 在 hy 矩阵 中 ,第 一 
列 变 成 了 A 给 阵 第 一 列 志 来 -2 后 加 于 A 短 阵 第 三 列 得 出 。 

进一步 使 用 这 样 的 规则 , 可 以 有 意 构 造 出 百 短 阵 ,例如 ,如 果 想 消去 第 一 列 除了 第 一 个 元 素 之 外 
的 所 有 元 素 , 则 可 以 如 下 建立 起 思 | 矩阵 。 


建立 的 矩阵 与 变换 结果 如 下 所 示 , 可 以 变换 的 结果 与 期 望 的 完全 一 致 。 
16 2 3 13 
ye 0 83/8 145/16 63/16 
1 二 |-9%16 0 10 0 47/8 69/16 75/16 
= 0 0 0 27/2 57/4 —9/4 
进一步 地 ,可 以 构造 另 一 个 变换 矩阵 ,使 其 能 消去 Al 矩阵 第 二 列 除 了 第 二 元 素 之 外 的 所 有 
元 素 ,得 出 新 的 2 矩阵 


入 0900 
-5/16 1 0 0 
/ ，Ai= 


0 —16/83 0 0 16 0 104/83 1016/83 
=|0 I 0 0| 4 -|0 83/8 145/16 63/16 

2 |0 -47/83 1 0|' “2 一 |0 0 -68/83 204/83 

0 —108/83 0 1 0 0 204/83 —612/83 


可 以 得 出 总 的 变换 矩阵 百 = E21。 这 样 的 变换 是 梯形 变换 与 三 角 变 换 的 基础 。 
例 4-34 这 里 仍然 使 用 例 4-33 中 的 从 和 给 阵 。 如 下 选择 变换 答 阵 , 试 观测 矩阵 乘法 的 效果 。 


a6 多 3 人 站 本 于 
5 1 10 8 LL) 
| rn a ls Es|0m 1 
法 二 本 出 下 区 心 | 自 
解 矩阵 百 的 建立 方式 是 ,先生 成 一 个 单位 矩阵 ,交换 其 第 一 行 与 第 四 行 ,可 以 由 下 面 的 语句 计算 出 


矩阵 41 = 五 4 和 42 = AE。 


这 样 得 出 的 矩阵 为 4 14 15 1 和 
=|5 0 8 四 

| 人 

用 | 训 浊 下 1 


可 以 看 出 , 如果 用 矩阵 召 左 乘 矩阵 4, 则 可 以 交换 人 的 第 一 行 和 第 四 行 ,得 出 变换 后 的 矩阵 
41。 如 果 做 甜 阵 右 乘 , 则 将 交换 矩阵 的 列 。 


(2) 一 般 矩 阵 的 三 角 分 解 .矩阵 的 三 角 分 解 又 称 为 LU 分解, 它 的 目的 是 将 一 个 矩阵 分 解 成 
一 个 下 三 角 和 矩阵 工 和 一 个 上 三 角 和 矩 了 泗 上 的 乘积 , 亦 即 和 A=LU, 其 中 ,工种 矩阵 可 以 分 别 写成 


1 Ul U2 …” Un 
2 Se (4-3-3) 


ln lnz * 1 Unn 
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这 样 产生 的 矩阵 与 原来 的 4 矩阵 的 关系 可 以 写成 


Qi=ul al2 = U2, aln = Un 
a21 = /21411， 22 = 121412 + U22, 2 Uon = lo1uin + Un 
- : (4-3-4) 
: 2 守 nl 
anl = jnlull， an2 = 1nlzl2 十 1n2z22，… ann = 》) Inkukn +t Unn 
k=1 
式 (4-3-4) 可 以 立即 得 出 求 取 1i; 和 wij 的 递 推 计算 公式 
天 过 
i — 2 KU | 
本 二 一 ，( < 让 同一 呵 一 >》 Nu，( 2 让 (4-3-5) 
| =1 
该 公式 的 递 推 初 值 为 ， 
Ui= Qi=1,2,. ,nn (4-3-6) 


注意 ,在 上 述 算法 中 并 未 对 主 元 素 进行 任何 选取 ,因此 该 算法 并 不 一 定数 值 稳定 ,因为 在 运 
算 过 程 中 0 或 很 小 的 数值 可 能 被 用 作 除 数 .在 MATLAB 中 也 给 出 了 基于 主 元 素 的 矩阵 LU 分解 
函数 1u() ,该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , 工 ,UU 分别 为 变换 后 的 下 三 角 和 上 三 角 和 矩阵 .在 MATLAB 的 lu() 函数 中 考虑 了 主 元 素 选 
取 的 问题 ,所 以 该 函数 一 般 会 给 出 可 靠 的 结果 。 由 该 函数 得 出 的 下 三 角 算 阵 工 并 不 一 定 是 一 个 
真正 的 下 三 角 和 矩阵 , 因为 选取 它 可 能 进行 了 一 些 元 素 行 的 交换 ,这 样 主 对 角 线 的 元 素 可 能 不 是 
1, 而 在 矩阵 工 内 存在 一 个 唯一 的 如 式 (4-2-1) 中 定义 的 置换 ,其 各 个 元 素 的 值 均 是 1。 如 果 想 获 
得 有 关 换 行 信息 , 则 可 以 由 后 一 种 格式 调用 lu() 函数 ,这 时 也 为 单位 阵 变 换 出 的 置换 矩阵 , 4 
矩阵 可 以 分 解 成 4 = P-1LU .在 新 版 本 中 有 可 以 为 符号 矩阵 。 

例 4-35 再 考虑 例 49 中 抵 阵 的 LU 分解 问题 。 分 别 用 两 种 方法 调用 MATLAB 中 的 lu() 函数 , 则 可 
以 得 出 不 同 的 结果 。 

解 先 输入 和 4 和 矩 阵 ,并 求 出 三 角 分 解答 阵 


得 出 的 分 解 矩 阵 分 别 为 


0 0 0 16 2 3 13 
_ |0.3125 0.7685 1 1 i = 0 13.5 14.25 一 2.25 
1 一 | 0.5625 0.4352 1 0|， “一 |0 0 -18889 5.6667 
0.25 1 0 0 0 0 0 3:55X10-15 


可 见 ,这 样 得 出 的 工 1 矩阵 并 非 下 三 角 和 矩阵 , 这 是 因为 在 分 解 过 程 中 采用 了 主 元 素 交 换 的 方法 。 
现在 考虑 lu() 函数 的 另 一 种 调用 方法 


这 样 可 以 得 出 新 的 分 解 和 矩阵 为 


1 0 00 16 2 3 13 有 " 股 
贰 二 0.25 了 0 0 条 三 0 13.5 14.25 一 2.25 的 和 0 0 
”|0.3125 0.7685 1 0|” |0 0 -1.8889 5.6667 只 

0 0 


0.5625 0.4352 1 1 0 0 0 3.55x10—.5 


“ 1290. 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


注意 ,这 里 得 出 的 已 给 阵 不 是 一 个 单位 矩阵 , 而 是 单位 撼 阵 的 置换 矩阵 。 结 合 得 出 的 卫 1 矩阵 可 
以 看 出 ,已 给 阵 的 pz4 一 |, 表明 需要 将 工 1 短 阵 的 第 四 行 换 到 第 二 行 ,pa2 二 Pa.3 王 工 表明 需 要 将 也 1 
的 第 二 行 换 至 第 三 行 ,将 原 第 三 行 换 至 第 四 行 ,这 样 就 可 以 得 出 一 个 真正 的 下 三 角 短 阵 卫 了 。 将 忆 ， 
工 ,U 代入 并 检验 , 即 由 inv(P)*L*U 命令 可 以 精确 地 还 原 丸 答 阵 。 
采用 解析 解 函数 , 则 可 以 对 原 矩 阵 重 新 进行 三 角 分 解 
>> [L2,U2]=lu(sym(A)) % 用 符号 运算 的 方式 求 矩 阵 三 角 分 解 的 解析 解 
这 样 ,可 以 分 别 得 出 如 下 的 三 角 分 解 给 阵 的 解析 解 为 


1 0 0 0 人 3 13 
je | 1 0 0 _ |0o 83/8 145/16 63/16 
2 |9/16 47/83 1 0|' -2? |0 0 -68/83 204/83 

1/4 108/83 —3 1 0 0 0 0 


例 4-36 试 对 任意 3 x 3 算 阵 进行 三 角 分 解 。 
解 可 以 直接 使 用 下 面 语句 来 生成 任意 算 阵 并 进行 三 角 分 解 
>> A=sym('aydyd' ,3); [L =lu(A) % 任意 答 阵 的 LU 分解 


分 解 的 结果 为 0 0 
L= | ai/all 0 

aa3l/all (a32 一 al2a31/all)(a22 一 al2a21/all) 1 

Qll a12 Q13 
TU 二 0 a22 一 al2a21/all aa23 一 Q13Q21/all 
(a23 一 al3a21/all) (a32 一 al2a3l/all) al3a31 
0 0 aa33 一 一 
as22 一 Q12Q21/all all 


(3) 对 称 和 矩阵 的 三 角 分 解 一 一 Cholesky 分 解 .如 果 4 为 对 称 阜 阵 ,利用 对 称 窍 阵 的 特点 则 
可 以 类 似 用 LU 分解 的 方法 对 之 进行 分 解 ,这 样 可 以 将 原来 矩阵 4 分解 成 


hi li 121 …， lnl 


Co 沟 。 人 (43.7) 
i i 
如 果 利 用 对 称 矩 阵 的 性 质 , 则 分 解 矩 阵 可 以 如 下 递 推 地 求 出 
ij-1 
应 一 oa 一 >》 及 ， -二 (wn)， j<i (4-3-8) 
k=1 2 k=1 


且 初 始 条 件 为 na = Vall,1il = aj1/l11: 该 算法 又 称 为 对 称 和 矩阵 的 Cholesky 分 解 算法 。 
MATLAB 提 供 了 chol() 函数 来 求 取 和 矩阵 的 Cholesky 分解 矩阵 妃 , 其 结果 为 一 个 上 三 角 
矩阵。 该 函数 的 调用 格式 为 固 =ehe1(4) ,其 中 , D = LT。 新 版 本 中 AA 可 以 是 符号 矩阵 。 
9342 
仿 帮 0 
4060 


例 4-37 试 求 出 对 称 的 四 阶 A 二 | 矩阵 的 Cholesky 分 解 。 


人 
解 用 下 面 的 语句 可 以 对 AA 进行 Cholesky 分 解 ,得 出 刀 和 矩阵 
>> A=[9,3,4,2; 3,6,0,7; 4,0,6,0; 2,7,0,9]; D=chol(A) Di=chol(sym(A)) 
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可 以 由 解析 法 和 数值 法 分 别 得 出 分 解答 阵 为 
3 1 1.3333 0.6667 3 
-|0 2.2361 -0.5963 2.8324| 7 _|0 V5 —4V5/15 19V5/15 
一 |o 0 1.9664 0.4068 |， 1 |0 0 VI5vV58/15 2VI5V58/145 
@” 0 0 0.6065 0 0 0 4V5V87/87 
(4) 正定 ,正规 矩阵 的 定义 与 判定 .正定 矩阵 是 在 对 称 和 矩阵 基础 上 建立 起 来 的 概念 .在 介绍 
该 概念 之 前 , 先 给 出 主子 行列 式 定义 .假设 对 称 和 矩阵 和 A 可 以 写成 


! al2 | al3 | 


间 4/3 2/3 
D 


”1 Qn 


(4-3-9) 


Aan am Qasn Qnn 
则 左上 角 的 各 个 子 和 矩阵 的 行列 式 称 为 主子 行列 式 。 如 果 一 个 对 称 和 矩阵 所 有 的 主子 行列 式 符号 相 
同 , 则 称 该 矩阵 为 正定 矩阵 。 
相应 地 , 可 以 引入 对 称 矩 阵 的 半 正 定 矩 阵 的 概念 ,如 果 主 子 行列 式 均 为 非 负 的 数值 , 则 称 为 
半 正 定 矩 阵 .MATLAB 的 函数 chol() 还 可 以 用 来 判定 矩阵 的 正定 性 。 该 函数 的 另 一 种 调用 格 
式 为 D3 宙 5H32 到 |, 式 中 ,对 正定 的 A 矩阵 来 说 ,返回 的 p = 0。 所 以 可 以 利用 这 个 性 质 来 
判定 一 个 对 称 矩 阵 是 否 为 正定 矩阵 ,对 非 正定 矩阵 , 则 返回 一 个 正 的 p 值 ,p 一 1 为 A4 和 矩阵 中 正定 
的 子 和 矩阵 的 阶 次 , 亦 即 马 将 为 (p 一 1) 阶 方 阵 。 
如 果 复 数 方 阵 满足 


A*A=AA* (4-3-10) 
则 其 中 , A* 为 4 的 Hermite 转 置 , 亦 即 共生 转 置 ,该 矩阵 称 为 正规 矩阵 .判定 正规 矩阵 由 定义 直 
接 判定 EGGRIRRESRIJR 四 ,如 果 得 出 的 结果 为 1, 则 4 为 正规 矩阵 。 


例 4-38 试 判定 对 称 矩 阵 A 一 是 否 为 正定 矩阵 ,并 对 其 进行 Cholesky 分 解 。 


解 用 下 面 的 语句 可 以 对 如 天 阵 进行 分 解 ,得 出 万 矩阵 ,并 求 出 正定 的 阶 次 为 2, 从 而 说 明 原 矩 阵 并 

非 正定 矩阵 ,因为 也 头 0。 
>> A=[7,5,5,8; 5,6,9,7; 5,9,9,0; 8,7,0,1]; [D,p]=chol(A) % 可 以 判定 给 阵 是 否 为 正定 
这 样 ,矩阵 的 正定 子 答 阵 刀 如 下 ,其 中 ,p = 3 尖 0, 说 明正 定子 答 阵 为 2 x 2 矩 阵 , 与 前 面 得 出 的 


结果 一 致 。 D = [2.6458 1.8898 
| 0 1.5584 


非 对 称 矩 阵 也 可 以 调用 chol() 函数 ,但 结果 是 错误 的 , 它 将 首先 将 给 定 的 矩阵 强制 按 上 三 
角子 矩阵 转换 成 对 称 窍 阵 。 在 严格 的 数学 意义 下 , 非 对 称 和 矩阵 是 没有 Cholesky 分 解 的 。 
4.3.3 和 矩阵 的 相伴 变换 ,对 角 变 换 和 Jordan 变换 

(1) 一 般 矩 阵 变换 成 相伴 矩阵 .对 给 定 矩 阵 4, 如 果 存 在 一 个 列 向 量 z, 使 得 矩阵 全 = 
[zx; 4z,… ,4"-1iz] 为 非 奇异 , 则 矩阵 4 可 以 通过 线性 相似 变换 的 方式 变换 成 类 似 相伴 矩 
阵 的 形式 。 由 此 看 来 ,能 够 进行 这 样 变换 的 矩阵 有 无 穷 多 个 。 若 想 得 出 式 (4-1-6) 中 定义 的 相伴 
矩阵 , 则 还 需要 一 个 左右 翻转 的 单位 窃 阵 , 下 面 通过 例子 演示 这 样 的 变换 方法 。 
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例 4-39 试 将 例 4-30 中 的 矩阵 变换 成 相伴 矩阵 。 
解 可 以 随机 生成 一 个 列 向 量 z, 判 定 生成 的 下 天 阵 是 否 为 非 奇异 ,如 果 奇 异 则 重新 生成 随机 列 向 量 。 
得 到 非 奇 异 全 短 阵 后 ,通过 线性 相似 变换 可 以 对 原 矩 阵 进行 处 理 

1 16 472 14296 


0 
| 
0 14 444 13489 0 35 
可 见 , 这 样 得 出 的 下 短 阵 不 唯一 。 得 出 的 矩阵 41 类 似 于 式 (4-1-6) 中 定义 的 相伴 矩阵 。 下 面 的 
语句 可 以 确实 将 原 矩 阵 变 换 成 相伴 矩阵 


上 述 语句 可 以 得 出 1 11 326 9853 
-| 15 453 13696 


oOo~oo 


这 样 ,变换 矩阵 和 得 出 的 相伴 矩阵 分 别 为 

一 318 10591 ”一 29493 19064 

一 176 5243 3298 ”一 11368 
318 —10591 29493 —5011 |* “2 |0 lL 0 0 
75 一 1835 ”一 13063 2928 0 0 0 


(2) 矩阵 的 对 角 化 ,如 果 和 矩阵 和 4 的 特征 值 互 异 , 则 特征 向 量 矩 阵 了 为 非 奇 异 矩 阵 ,这样 , 选 
择 该 矩阵 即 可 将 原 和 矩阵 变换 成 对 角 和 矩阵 ,由 于 MATLAB 可 以 同等 处 理 复数 矩阵 ,所 以 含有 复数 
特征 值 的 矩阵 能 得 出 复数 的 对 角 和 矩阵 和 复数 相似 变换 矩阵 。 


35 —146 100 一 1 
0 中 :站 


T= Ta053 


3 2 2 2 
例 4-40 试 求 出 短 阵 入 = | 2 这 闻 | 的 对 角 乱 阵 及 变换 短 阵 。 
0 4 吉 四 


解 可 以 由 下 面 的 语句 得 出 答 阵 的 特征 值 为 1,2,3,4, 因为 它们 互 不 相同 ,变换 矩阵 即 其 特征 向 量 矩 
阵 ,所 以 问题 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 


变换 矩阵 和 对 角 抵 阵 分 别 为 


和 旭 一 1 和 和 油 
| 和 玫 | 
95 
JU 2 = 1 0004 
| 
例 4-41 试 求 出 下 面 含有 复数 特征 值 的 给 阵 入 = | 0 怠 中 9 | 的 对 角 适 阵 变换 。 
和 地 和 一 9 


解 复数 特征 值 矩 阵 的 Jordan 标准 型 及 广义 特征 向 量 矩 阵 问题 也 可 以 由 jordan() 函数 求 取 。 可 以 用 
下 面 的 语 身 得 出 相应 的 特征 向 量 矩 阵 与 Jordan 答 阵 为 


得 出 的 分 解 和 矩阵 分 别 为 


-1 0 -1+j -1—j -3 0 0 0 

= 人 0 前 0 0 =2 0 0 

Lt sn | 0 
1 0 


0 
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(3) 和 矩阵 的 Jordan 变换 。 对 含有 重 特征 值 的 矩阵 A 通常 不 能 直接 分 解 成 对 角 甜 阵 , 而 用 纯 
特征 值 求解 方法 必定 能 使 矩阵 的 特征 向 量 矩 阵 玉 含有 若干 相同 的 列 , 使 得 该 矩阵 为 奇异 矩阵 。 
一 人 一 6 -81 一 地 

例 4-42 分 别 用 教 值 .解析 方法 求 A4=| 5 品名 
-687 =21 = = 

解 用 MATLAB 语言 中 的 数值 算法 和 解析 方法 可 以 求 出 该 矩阵 的 特征 值 


的 特征 值 、 特 征 向 量 矩 阵 。 


得 出 的 数值 解 和 解析 解 分 别 为 


一 8.0061 一 17/19 = 有 
D = | -8+j0.0061 | 13/19| 4_|o -8 0 0 | 
二 | -= 和: =| 89 ls lo vw 8 0 
一 7.9939 1 1: 


该 矩阵 的 特征 值 为 位 于 一 8 的 4 重 根 ,所 以 用 数值 解 方法 得 出 的 特征 值 有 很 大 的 误差 , 故 在 这 样 
的 问题 上 不 适合 采用 数值 算法 。 而 解析 解 方法 可 以 得 出 精确 的 解 ,故而 得 出 的 特征 向 量 矩 阵 实 际 上 
是 奇异 矩阵 ,因为 四 列 均 相 同 ,所 以 只 保留 了 一 列 。 


为 解决 这 样 的 问题 , 需要 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 jordan() 函数 来 分 解 出 Jordan 标准 
型 ,并 求 出 非 奇 异 的 广义 特征 向 量 和 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 


有 了 广义 特征 向 量 矩 阵 取 , 则 Jordan 标准 型 可 以 由 J = V1AV 变换 出 来 ,注意 , Jordan 
矩阵 主 对 角 线 为 矩阵 的 特征 值 ,次 主 对 角 线 为 1。 
例 4-43 试 对 例 4.42 中 给 出 的 矩阵 进行 Jordan 分 解 。 
解 符号 矩阵 的 Jordan 分 解 可 以 用 jordan() 函数 直接 进行 分 解 , 得 出 所 需 的 矩阵 


这 样 得 出 的 分 解 矩 阵 为 
—18496 2176 -63 1 和 下 和 
六 | la44 -800 75 :| -| = 和 1 
一 | -87od 32 0 了 
20672 —1504 -67 0 0 向 各 < 
得 出 的 友和 天 阵 就 是 满 秩 的 矩阵 , 对 它 求 逆 , 就 可 以 实现 用 普通 数值 运算 难以 实现 的 功能 。 该 问题 将 
在 后 面 和 矩阵 函数 的 例子 中 演示 。 
例 4-44 重新 考虑 例 441 中 的 带 有 复数 特征 根 的 矩阵 。 变 换 后 的 对 角 和 矩阵 含有 复数 值 。 如 果 将 含有 的 
共 罗 复 数 特征 向 量 分 别 用 其 实 部 和 虚 部 取代 , 则 可 以 编写 下 面 的 函数 重新 构造 变换 矩阵 (局 限 性 : 当 
前 函数 能 处 理 至 多 两 重复 数 根 的 问题 )。 
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这 样 ,由 下 面 的 语句 就 可 以 构造 出 新 的 实数 Jordan 珑 阵 


得 到 的 新 变换 矩阵 和 实数 Jordan 矩阵 为 


= = 
-区 和 


sl a 王 志 


人 是 和 丰 


加 
可 见 , 这 样 得 到 的 41 短 阵 就 不 再 是 对 角 矩 孟 了 ,新 答 阵 A1 的 左上 角 含 有 实数 Jordan 块 。 
例 4-45 试 得 出 下 面 矩 阵 的 Jordan 标准 型 和 变换 矩阵 。 


0 ~ 0 0 | 1 
0.5 0 一 05 0 一 卉 0.5 
一 0.5 0 一 0.5 0 0 0.5 


和 468.5 452 304.5 577 225 360.5 
一 468 —450 —303 —576 一 223 ”一 361 
一 467.5 ”一 451 一 303.5 一 576 一 223 一 361.5 


解 下 面 语句 可 以 输入 人 天 阵 ,并 求 出 矩阵 的 特征 值 


得 出 的 特征 值 分 别 为 一 2, 一 2, -1 士 j2, 一 1 土 j2, 即 包 含 2 重 实 特征 值 一 2,2 重 复 特 征 值 一 1 土 j2。 用 下 
面 的 语句 可 以 得 出 Jordan 矩阵 为 


而 变换 答 阵 是 复数 矩阵 ,显示 从 略 。 如 下 修改 变换 乱 阵 


则 可 以 得 出 新 的 实 变换 矩阵 与 变换 后 的 实 Jordan 块 变形 矩阵 分 别 为 
423/25 -543/125 851/100 757/100 334/125 一 9321/1000 
—423/25 7431/250 2459/100 663/100  —7431/500  —509/1000 
Vo| 423/5 -471/10 -757/40 -851/40 471/20 —1887/80 
= | 4371/25 —70677/250 —47327/400 -9191/100 70677/500 247587/4000 
—4653/25 31353/125 16263/200 15991/200 —31353/250 -96843/2000 
一 5922/25 76539/250 22507/200 12399/200 76539/500 一 74767/2000 


: 芒 全 站 首 通 让 应 
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4.3.4 矩阵 的 奇异 值 分 解 
和 矩阵 的 奇异 值 也 可 以 看 成 是 矩阵 的 一 种 测度 .对 任意 的 n x m 和 矩阵 和 来 说 ,总 有 
TAD MAM” SO (4-3-11) 


且 在 理论 上 
让 rank(4T4) = rank(44T) = rank(A) (4-3-12) 
进一步 可 以 证 明 , ATA 与 4AT 有 相同 的 非 负 特 征 值 入 ,在 数学 上 把 这 些 非 负 的 特征 值 的 平方 
根 称 作 和 矩阵 4 的 奇异 值 , 记 o;(4) = VAi(ATA)。 
二 二 
及 0 
0 
解 显然 ,4 矩阵 的 秩 为 2 用 MATLAB 运算 也 将 得 出 同样 的 结论 
>> A=[1 1; 5yeps,0; 0,5*eps]; rank(A) 人 短 阵 的 直接 求 和 
现在 考虑 用 式 (4-3-12) 中 给 出 的 方法 计算 矩阵 入 的 秩 。 利 用 普通 的 来 法 运算 得 到 ATA 
_[i+p 1 
= | bh pial 
在 双 精 度数 值 运算 中 ,由 于 /好 为 10-30 级 数值 ,所 以 加 到 1 上 事实 上 就 已 经 被 忽略 了 , 这 样 
4T4 矩 阵 将 退化 成 么 矩阵 ,再 求 其 秩 显 然 为 1, 从 而 可 以 断定 原 矩 阵 内 的 秩 为 1, 这 与 实际 矛盾 , 故 
对 这 样 的 问题 应 该 引入 一 个 新 的 量 作为 矩阵 秩 的 测度 , 即 需要 引入 奇异 值 的 概念 。 
假设 4 矩阵 为 mn x 痉 矩 阵 , 则 4 矩阵 可 以 分 解 为 
4=T41M (4-3-13) 


其 中 , 工 和 2M 为 正 交 和 矩阵, Al = diag(o1,… ,on) 为 对 角 和 矩阵 , 其 对 角 元 素 满足 不 等 式 cl > 
02 之 … 之 on > 0。 如 果 存 在 on = 0, 则 原 和 矩阵 和 4 为 奇异 矩阵 ,这 时 甜 阵 和 4 的 秩 应 该 等 于 矩阵 
A1 中 非 零 对 角 元 素 的 个 数 。 

MATLAB 提 供 了 直接 求 取 算 阵 奇异 值 分 解 的 函数 sva() ,其 调用 方式 为 


例 4-46 假设 矩阵 4 = ,其 中 ,二 5eps, 试 根据 式 (4-3-12) 求 取 人 4 矩阵 的 秩 回 。 


其 中 , 4 为 原始 矩阵 ,返回 的 41 为 对 角 和 矩阵 ,而 五 和 Rd 均 为 正 交 矩阵 , 且 4 = LA1MT。 

和 抢 阵 的 奇异 值 大 小 通常 决定 矩阵 的 性 态 , 如 果 和 矩阵 的 奇异 值 变化 特别 大 , 则 矩阵 中 某 个 元 
素 有 一 个 微小 的 变化 将 严重 影响 到 原 和 矩阵 的 参数 ,这 样 的 矩阵 又 称 为 病态 窍 阵 或 坏 条件 算 阵 ， 
而 在 矩阵 存在 趋 于 0 的 奇异 值 时 称 为 奇异 窍 阵 。 甜 阵 最 大 奇异 值 cmax 和 最 小 奇异 值 omin 的 比 
值 又 称 为 该 矩阵 的 条 件数 , 记 作 cond(4), 即 cond(4) = omax/omin; 窍 阵 的 条 件数 越 大 , 则 对 元 
素 变化 越 敏 感 。 和 矩阵 的 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 还 分 别 记 作 5(4) 和 <a(4)。 在 MATLAB 中 也 提 
供 了 函数 | 全 史 来 求 取 矩阵 4 的 条 件数 。 
例 4-47 试 对 例 4-9 中 给 出 的 4 矩阵 进行 村 异 值 分 解 。 
解 如 果 调用 MATLAB 中 给 出 的 天 阵 奇 异 值 分 解 函数 svd(), 则 可 以 容易 地 求 出 工 , A1 和 4 短 阵 ， 
并 可 以 容易 地 求 出 该 矩阵 的 条 件数 
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>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1]; [L,A1,MJ=svd(A) % 奇 异 值 分 解 
得 出 的 分 解 矩 阵 为 
一 0.5 0.6708 0.5 “一 0.2236 34 0 0 0 
:A 一 0.5 —0.2236 —0.5 —0.6708 _|0 17.8885 0 0 
”| -0.5 0.2236 —0.5 0.6708 | | | 0 4.4721 0 
一 0.5 一 0.6708 0.5 0.2236 0 0 0 0 


—0.5 0.5 0.6708  —0.2236 
mM- | 


一 0.5 一 0.5 一 0.2236 —0.6708 
一 0.5 一 0.5 0.2236 0.6708 
一 0.5 0.5 —0.6708 0.2236 


可 见 该 矩阵 含有 0 奇异 值 , 故 原 矩 阵 为 奇异 和 矩阵。 该 矩阵 的 条 件数 可 以 由 语句 cond(4) 得 出 , 接 
近 于 oo0, 但 在 双 精 度数 值 运算 上 有 一 定 的 误差。 如 果 先 将 A 短 阵 转换 成 符号 矩阵 , 则 调用 sva() 将 
得 出 更 精确 的 奇异 值 分 解 短 阵 。 
例 4.48 对 于 mn 产 m 的 知 血 4 = | 2 引 来 说 ,也 可 以 对 之 作 奇 异 值 分 解 。 例 如 ,可 以 对 上 面 


的 长 方形 矩阵 进行 奇异 值 分 解 , 并 检验 分 解 的 结果 。 
解 使 用 如 下 命令 进行 求解 

>> A=[1,3,5,7; 2,4,6,8]; [L,A1,M]=svd(A) ，A2=L+A1+M' ，Dnorm(A-A2) 久 奇 异 值 分 解 
可 以 得 出 如 下 的 分 解 给 阵 , 并 可 得 出 || 瑟 41iVT 一 4||= 9.7277x10-15, 了 41VT 能 恢复 4 天 阵 。 


| -0.6414 一 0.7672 和 三 14.2691 0 0 0 
”| -0.7672 0.6414 | “1 一 0 0.6268 0 0 


一 0.3499 0.4214 0.2428 0.8007 
一 0.5474 0.0201 0.6979 —0.4614 


一 0.1525 0.8226 —0.3945 ”一 0.38 
M= 
一 0.7448 ”一 0.3812 —0.5462 0.0407 


4.4 ”和 矩阵 方程 的 计算 机 求解 
4.4.1 线性 方程 组 的 计算 机 求解 


考虑 下 面 给 出 的 线性 代数 方程 
Av=B (4-4-1) 
其 中 , A 和 马 均 为 给 定 和 矩阵 
all al2 “2 am bu blz :bip 
EN 他 全 | (44.2) 
Eg am2 …- amn Dal bm2 … bmp 
可 以 由 给 定 的 丸和 马 和 矩阵 构造 出 解 的 判定 矩阵 CC 
al aa :am !bu bz -: bip 
汪汪 | (4.4.3) 
CE a 加 看 : es 和 "brnp 


这 样 可 以 不 加 证 明 地 给 出 线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 回 : 
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(1) 当 m =n, 且 rank(A4) =n 时 ,方程 组 式 (4-4-1) 有 了 唯一 解 
=A "1B (4-44) 
用 MATLAB 语 言 可 以 立即 得 出 该 方程 的 解 为 ERACGRJR 司 .但 是 inv() 函数 的 调用 也 
有 值得 注意 之 处 ,例如 , 若 和 4 矩阵 为 奇异 的 或 接近 奇异 的 ,利用 此 函数 可 能 产生 错误 的 结果 。 
若 采 用 符号 运算 工具 箱 , 则 可 以 直接 使 用 inv() 函数 ,如 果 能 得 出 方程 的 解 , 则 解 是 唯一 
的 ,如 果 出 现 错误 信息 , 则 再 考虑 其 他 的 情形 。 


例 4-49 求解 线性 代数 方程 组 


解 上 述 方程 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 ,并 验证 其 精度 


这 样 ,数值 解 、 解 析 解 与 产生 的 误差 如 下 给 出 ,可 见 用 解析 解 方法 可 以 得 出 没有 误差 的 解 。 


= 2.4 —9/5 12/5 
1.8667 ”一 1.2667 28/15 ”一 19/115 
3.8667 ”一 3.2667 58/15 ”一 49/15 

一 2.1333 ”2.7333 —32/15 41/15 


(2) 当 rank(4) = rank(C) =7 <n 时 ,方程 组 式 (4-4-1) 有 无 穷 多 解 , 可 以 构造 出 线性 方 
程 组 的 n 一 + 个 化 零 向 量 z;,i = 1,2,… ,n 一 7, 原 方程 组 对 应 的 齐 次 方程 组 的 解 侈 可 以 由 zi; 的 
线性 组 合 来 表示 , 即 


，e2 一 0 


| el 一 8.4447x10-15，zi = 


全 一 all 十 aa2z2 十 … 十 an_rZn _r (4-4-5) 


其 中 ,ai = 1,2,… ,n 一 7 为 任意 常数 .在 MATLAB 语 言 中 可 以 由 nul1() 直接 求 出 ,其 调 
格式 为 区 = 剖 再 太 洁 硬 测 , 该 函数 也 可 以 用 于 数值 解 问题 ,其 中 , 儿 的 列 数 为 n 一 7, 而 各 列 构 
成 的 向 量 又 称 为 矩阵 4 的 基础 解 系 。 

求解 式 (441) 中 给 出 的 非 齐 次 方程 组 也 是 较 简单 的 , 只 要 能 求 出 该 方程 的 任意 一 个 特 解 
zo; 则 原 非 齐 次 方程 组 的 解 为 z 王公 十 zo。 其 实 , 在 MATLAB 语言 中 求解 该 方程 的 一 个 特 解 并 
非 难 事 , 用 zo=pinv(4A)*B 即 可 求 出 。 


例 4-50 求解 线性 代数 方程 组 加 


| 
| 


0 和 一 3 一 
-= 


解 用 下 面 的 语句 可 以 输入 和 A 和 妃 矩 阵 , 并 构造 出 CC 矩阵 ,从 而 判定 矩阵 方程 的 可 解 性 


通过 检验 秩 的 方法 得 出 答 阵 4 和 C 的 秩 相 同 ,都 等 于 3, 小 于 和 珑 阵 4 的 列 数 7, 由 此 可 以 得 出 结 
论 , 原 线性 代数 方程 组 有 无 穷 多 组 解 。 如 需求 解 原 代数 方程 组 ,可 以 先 求 出 化 零 空间 加 ,并 得 出 满足 
方程 的 一 个 特 解 zo 
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这 样 可 以 先 得 出 基础 解 系 加 及 一 个 特 解 TZ0。 对 任 选 的 a1 和 aa, 可 以 构造 出 原 线性 代数 方程 全 
部 的 解析 解 如 下 ,得 出 的 误差 给 阵 为 零 答 阵 


< < 92/395 —4a1 一 2a 一 aa 十 3a4 十 92/395 
二 六 站 0 368/395 al + 368/395 
0 — 1 5 459/790 一 aa 十 3aa 一 5a4 + 459/790 
ZF=|0 3 6 =6|, wo=|=24/79|, w=| =2 二 6 一 6a —24/79 
人 0 贡 347/790 a2 + 347/790 
| 247/790 as + 247/790 
df i wm 7 303/790 a4 + 303/790 
采用 基本 行 变换 方法 也 能 求解 该 方程 
”>> C=[A B]; D=rref(C) % 算 阵 先 增 广 ,然后 作 基 本 行 变换 得 出 阶梯 形式 | 
得 出 Q 六 i0j 0 迷 业 二 5 要 
高 < | 人 = 
二 | 而 而 下 多 < 和 总 证 
和 


可 见 ,这 时 的 自由 变量 为 za,z5,z6,z7, 它们 可 以 选择 任意 数值 。 令 za = 中,z5 = bo, ze 二 ba, 
27 一 由, 由 得 出 的 万 可 以 手工 写 出 方程 的 解 为 zl 二 一 4b1 一 2b2 一 bs 十 3b4 十 4,T3 二 一 bo 十 3bs 一 5b4 十 2， 
Z4 = —2ba + 6bs — 6ba + 1。 


a aa 二 3 
例 4.51 外线 性 代数 方程 组 | 外 == |. 
解 可 以 给 出 下 面 的 语句 直接 求解 方程 


显然 ,4 和 C 〇 矩阵 的 秩 相同 ,都 为 2, 所 以 , 原 方程 有 无 穷 多 组 解 。 方 程 的 解析 解 可 以 用 下 面 两 种 
方法 直接 求解 ,得 出 下 面 两 组 解 ,经 验证 ,这 两 组 解 均 满足 原 方程 。 


al 3b1 十 2 一 1 
i az + 8/21 zo = | -13061/7—12b2/7+1 
1 一 | 6ai/5+7aa/5+1/3|，22 一 Db 
—13a1/10 — 21a2/10 bo 


(3) 车 rank(A) <rank(C), 则 方程 组 式 (4-4-1) 为 矛盾 方程 ,这 时 只 能 利用 Moore_Penrose 
广义 逆 求 解 出 方程 的 最 小 二 乘 解 为 EECGS 居 避 ,该 解 不 满足 原 方程 ,只 能 使 误差 的 范 数 济 
度 ||Az 一 Bl| 取 最 小 值 。 

EE 

bp 

汉民 


解 先 输入 两 个 抵 阵 , 并 构建 出 解 的 判定 矩阵 C ,再 求解 它们 的 秩 


例 4-52 试 求解 线性 代数 方程 = 


可 见 ,rank(A) = 二 2 关 rank(C) = 3, 故 原始 方程 是 矛盾 方程 ,不 存在 任何 解 。 可 以 使 用 pinv() 函 
数 求 取 Moore -Penrose 广义 北 ,从 而 求 出 原始 方程 的 最 小 二 乘 解 为 
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>> x=pinv(A)*B，norm(A*x-B) % 求 矛盾 方程 的 最 小 二 来 解 并 检验 结果 
得 出 的 解 为 z= 二 [0.5466, 0.4550,0.0443, 一 0.0473]T, 该 解 不 满足 原始 代数 方程 组 ,但 它 能 使 得 最 
小 二 乘 误差 最 小 。 这 时 得 出 的 误差 矩阵 的 范 数 为 0.4472。 


如 果 线性 方程 为 
rzA=B (4-4-6) 


则 可 以 对 上 式 两 端 进行 转 置 处 理 , 得 出 
ATz= BT (4-4-7) 
式 中 ,z = zT, 亦 即 可 以 得 出 形 为 式 (4-4-1) 的 新 线性 代数 方程 , 套用 上 述 的 几 种 情况 则 可 以 求 
解 原 始 线 性 方程 组 。 
4.4.2 Lyapunov 方程 的 计算 机 求解 
(1) 连续 Lyapunov 方 程 ,连续 Lyapunov 方 程 可 以 表示 成 
AX+XAT=-C (4-4-8) 


Lyapunov 方 程 来 源 于 微分 方程 稳定 性 理论 ,其 中 ,要求 一 C 为 对 称 正定 的 n xn 矩阵 , 从 
而 可 以 证 明 解 关 亦 为 n x n 对 称 和 矩阵 其实, 实际 应 用 中 CC 可 以 为 任意 矩阵 ,这 类 方程 直接 
求解 是 很 困难 的 ,不 过 有 了 MATLAB 这 样 的 计算 机 数学 语言 ,求解 这 样 的 问题 就 轻而易举 
了 。 可 以 由 控制 系统 工具 箱 中 提供 的 1yap() 函数 立即 得 出 方程 的 解 , 该 函数 的 调用 格式 为 
及 =1lyap(4,C) .所 以 若 给 出 Lyapunov 方 程 中 的 4 和 C, 则 可 以 立即 获得 相应 Lyapunov 方 
程 的 数值 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 一 般 Lyapunov 方 程 的 求解 。 
例 4-53 假设 式 (4-4-8) 中 A,C 和 矩阵 如 下 , 试 求解 相应 的 Lyapunov 方程 ,并 验证 解 的 精度 。 


有 流 | 识 10 5 4 
pn oy 间 且 和 
?i 到 襄 


解 输入 给 定 的 矩阵 ,可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 出 该 方程 的 解 
>> A=[1 2 3;4 5 6; 7 8 0]; C=-[10,5,4; 5,6,7; 4,7,9]; % 输 入 已 知 算 阵 
X=lyap (A,C) ，norm(A*X+X*A'+C) 尺 求 Lyapunov 方程 的 数值 解 并 检验 结果 
可 以 得 出 方程 的 数值 解 如 下 。 从 最 后 一 个 语句 得 出 解 的 误差 为 ||AX+ 久 AT+C|| = 2.3211x10-14， 
可 见得 出 的 方程 解 四 基本 满足 原 方程 , 且 有 较 高 精度 。 
ES 3.8888888888887 。 0.38888888888891 
或 一 


3.8888888888887 ”一 2.7777777777775 0.22222222222221 
0.38888888888891 “0.22222222222221 一 0.11111111111111 


(2) Lyapunov 方 程 的 解析 解 .为 方便 叙述 ,可 以 将 Lyapunov 方 程 的 各 矩阵 参数 表示 为 


TI Tntl ”…” T(m-—l)nt+l CO ntl “f°* C(m-l)nt+1l 

T2 Tnt2 Tm-l)nt+2 C2 nt2 “°C(m-l)n+2 
X=|. 加 六 ，C=|. 让 上 

Tn Ton Tmn Cn Cn Cmn 


这 样 ,将 和 矩阵 牙 ,C 按 列 展开 ,就 可 以 构造 出 列 向 量 z,c。 利 用 Kronecker 乘积 的 表示 方法 ， 


可 以 将 Lyapunov 方 程 写 成 
(IT@4+4@T)z= 一 c (4-4-9) 
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其 中 , 4 @ B 表 示 和 矩阵 A 和 成 的 Kronecker 乘积, 其 定义 为 


anB :1:: amB 
A@B= 1 (4-4-10) 
amB : anmmB 
其 MATLAB 函数 表示 为 ESG 


可 见 ,这 样 的 方程 有 唯一 解 的 条 件 并 不 局 限于 一 C 为 对 称 正定 矩阵 , 形 如 式 (4-4-8) 的 方程 
只 要 满足 (I @ A + 4 @ 了 ) 为 非 奇 异 的 方 阵 即 可 保证 唯一 解 。 
例 4-54 仍 考虑 例 4-53 中 给 出 的 Lyapunov 方程 , 试 求 出 其 解析 解 。 
解 由 下 面 的 语句 可 以 求 出 其 解析 解 ,将 其 解 代入 原 方程 可 以 验证 这 一 点 。 


—71/18 35/9 7/18 
方程 的 解析 解 为 一 | 35/9 一 25/9 2/9 
7/18 2/9 -1/9 

例 4-55 传统 Lyapunov 方程 的 条 件 (C 为 实 对 称 正定 矩阵 ) 能 否 突破 ? 
解 受 微分 方程 稳定 性 理论 的 影响 ,以 前 的 传统 观念 似乎 Lyapunov 类 方程 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 
是 一 CC 矩阵 为 实 对 称 正定 和 矩阵。 事实 上 , 式 (4-4-8) 中 给 出 的 线性 矩阵 方程 在 不 满足 该 条 件 的 情况 下 

仍 有 唯一 解 。 例 如 , 例 4-53 中 给 出 的 人 和 珑 阵 不 变 ,将 〇 矩阵 改 为 复数 非 对 称 矩 阵 

Be 3+3j 12+10j 

C=— 


,经 检验 该 解 没有 误差 。 


2+5 6 11+6j 
5+2) 11+j 2+12j 


用 上 述 方法 输入 入 和 CC 矩阵 ,可 以 立即 解 出 满足 该 方程 的 复数 解 。 


可 以 得 出 方程 的 解析 和 解 如 下 ,经 验证 该 解 没有 误差 
—5/102+j1457/918 15/17—j371/459  —61/306+j166/459 
z=| 4/17 一 j626/459 —10/51+j160/459 115/153+j607/459 
—55/306 +j166/459 —26/153—j209/459 203/153 十 j719/918 


得 出 的 解 经 验证 确实 满足 原始 Lyapunov 方程。 故 可 以 得 出 结论 ,如果 不 考虑 Lyapunov 方程 稳 
定性 的 物理 意义 和 Lyapunov 函数 为 能 量 的 物理 原型 ,完全 可 以 将 Lyapunov 方程 进一步 扩展 成 能 处 
理 任意 C 矩阵 的 情形 。 


(3) Stein 方 程 的 求解 .Stein 方程 的 一 般 形式 为 
AXB—-X+Q=0 (4411) 


这 里 ,所 有 的 矩阵 均 应 该 是 nx n 方 阵 。 类 似 于 前 面 的 介绍 , 令 外 矩阵 按 列 展开 的 向 量 为 z,@ 甜 
阵 按 列 展开 的 向 量 为 q, 则 Stein 方 程 可 以 由 下 面 的 线性 方程 直接 解 出 


(本 ee A)z =g (44.12) 
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-1 2 3 -2 2 
解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 该 方程 


-2 2 1 -2 -1 2 0 -1 0 
例 4-56 试 求解 Stein 方程 | -1 0 -1|X|I|1 3 0|-X+|-1 1 0|=0。 
1 1 


可 以 得 出 方程 的 解析 解 为 
4147/47149 ”3861/471490 ”一 40071/235745 
六 = | 一 2613/94298 2237/235745 一 43319/235745 
20691/94298 66191/235745 一 10732/235745 


(4) 离散 Lyapunov 方 程 .离散 Lyapunov 方 程 的 一 般 表示 形式 为 


AXAT— 久 +Q=0 (4-4-13) 
该 方程 是 Stein 方 程 的 一 个 特例 。 该 方程 还 可 以 由 MATLAB 控 制 系统 工具 箱 的 dlyap() 函 
数 直接 求解 ,该 函数 的 调用 格式 为 区 二 7P@NN@) . 


例 4-57 求解 离散 Lyapunov 方程 


:时 8 16 4 1 
3 竹下 | 项 | 剑客 7 一 妆 二 | 入 8 1 者 
492 492 及 各 柯 


解 该 方程 可 以 直接 用 dlyap() 方程 求解 出 来 


可 以 得 出 方程 的 数值 解 如 下 ,其 误差 为 1.7909x10-14 


一 0.1647 0.0691 ”一 0.0168 
于 = | 0.0528 一 0.0298 一 0.0062 
一 0.102 0.045  —0.0305 


4.4.3 Sylvester 方 程 的 计算 机 求解 


Sylvester 方 程 的 一 般 形式 为 。 《xB-_c (4414) 


其 中 , 4 为 nxn 和 矩阵 ,如 为 m x m 甜 阵 ,C 和 六 均 为 n x m 甜 阵 , 该 方程 又 称 为 广义 Lyapunov 
方程 。 仍 可 以 利用 MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 的 1yap() 函数 直接 求解 该 方程 ,其 调用 格式 为 
X=1lyap(A, B,C), 该 函数 采用 的 是 Schur 分 解 的 数值 解法 求解 方程 .此 外 , MATLAB 还 提 
供 了 Sylvester 方 程 数 值 求解 的 函数 sylvester()， 其 调用 格式 为 区 二 591VeSter (G29 B69 
注意 这 里 的 一 C, 因为 该 函数 求解 的 方程 为 4XX+ 基 B= C。 
如 果 想 得 到 解析 解 ,类 似 于 前 述 一 般 Lyapunov 方 程 , 可 以 采用 Kronecker 乘积 的 形式 将 原 
始 方程 进行 变换 , 得 出 下 面 的 线性 代数 方程 
(In®A+BT®In)z= -ec (4-4-15) 


如 果 (Im @ 和 4 十 BT @ 工 ,) 和 矩阵 为 非 奇异 矩阵 , 则 Sylvester 方 程 有 唯一 解 。 
综合 上 述 算 法 , 可 以 编写 出 Sylvester 型 方程 的 解析 解 求解 函数 1yapsym() 
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考虑 式 (4-4-13) 中 给 出 的 离散 Lyapunov 方 程 ,两 端 同时 右 乘 (AT)-1, 则 离散 Lyapunov 方 
程 可 以 变换 成 
AX+X[-(AT) 1!]=-Q(AT)! (4-4-16) 
故 令 B= 一 (4T)-1,C = Q(AT)-!, 则 可 以 将 其 变换 成 式 (4-4-14) 所 示 的 Sylvester 方 程 ， 
故 也 可 以 通过 新 的 1yapsym() 函数 求解 该 方程 该 函数 的 具体 调用 格式 为 


例 4-58 求解 下 面 的 Sylvester 方程 
8 1 6 16 4 
3 5656 了 | 六 汪 这 | 全 3 
本 一 这 娟 名 
解 调用 1yap() 函数 可 以 立即 得 出 原 方程 的 数值 解 


可 以 得 出 该 方程 的 数值 解 如 下 , 经 检验 该 解 的 误差 为 7.5409x10-15, 精 度 较 高 。 


0.0749 0.0899 —0.4329 
= |0.0081 0.4814 —0.216 
0.0196 0.1826 1.1579 


如 果 想 获得 原 方程 的 解析 解 , 则 可 以 使 用 下 面 的 语句 直接 求解 


得 出 方程 的 解 如 下 ,经 检验 该 解 是 原 方程 的 解析 解 
1349214/18020305 648107/7208122 ”一 15602701/36040610 
T= | 290907/36040610 3470291/7208122 —3892997/18020305 
70557/3604061 1316519/7208122 8346439/7208122 
当然 ,1yapsym() 函数 仍然 可 以 用 于 数值 求解 Sylvester 方程 ,如 果 入 算 阵 是 数值 算 阵 ,不 变换 成 
符号 矩阵 , 则 可 以 得 出 原 方程 的 数值 解 ,得 出 的 误差 为 2.8034Xx10-15, 咯 小 于 前 面 介 绍 的 1yap() 函 
数 。sylvester() 函数 的 误差 为 9.6644x10-15, 注 意 其 调用 格式 。 


例 4-59 重新 考虑 例 4-57 中 给 出 的 离散 Lyapunov 方程 , 试 求 取 其 解析 解 。 
解 该 方程 可 以 通过 下 面 的 语句 求解 出 解析 解 
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得 出 方程 的 解 如 下 ,经 验证 该 解 是 原 方程 的 解析 解 。 


一 22912341/139078240 “48086039/695391200 一 11672009/695391200 
36746487/695391200 “一 20712201/695391200 一 4279561/695391200 
一 70914857/695391200 ”31264087/695391200 ”一 4247541/139078240 


例 4-60 求解 下 面 的 Sylvester 方程 
' 
3 4 
5 6 


:i 
3 证 久 | 2= | 让 = 
和 8) 名 
解 Sylvester 方程 能 解决 的 问题 中 并 未 要 求 C 矩阵 为 方 阵 ,利用 上 面 的 语句 仍然 能 求 出 此 方程 的 解 
析 解 , 这 里 还 可 以 尝试 上 面 编写 的 Lyapunov 方 程 解析 解 求 解 的 新 函数 1yapsym() ,可 以 直接 求解 上 
述 的 方程 
>> AM=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[2,3; 4,5]; C==[1,2; 3,4; 5,6] 
X=lyapsym(sym(A) ,B,C) ，norm(A*X+X*B+C) 久 解 析 解 求解 ,经 检验 没有 误差 
得 出 的 解 如 下 ,经 检验 该 解 是 原 方程 的 解析 解 。 
| pe | 
天 = 


T= 


FE 


一 557/14186 ”一 8817/56744 
9119/14186 50879/56744 
如 果 万 和 矩阵 的 (2,1) 元 素 改 成 自由 变量 a, 则 仍 可 以 求解 Sylvester 方程 
>> syms a real; B=sym(B); B(2,1)=a; % 将 吾 (2,1) 设置 为 实数 a 
X=simplify(lyapsym(A,B,C))，norm(A*X+X*B+C) % 求 解 并 验证 
得 出 的 解 如 下 ,另外 , 当 分 母 27a3 一 3672a? 十 69300a 十 6800 二 0 时 方程 无 解 。 


6 (3a3 + 155a? — 2620a + 200) 513a2 — 10716a + 80420 
27a3 一 367202 +693004+6800 27a3 — 3672a? + 69300a 十 6800 
_ | 4(9a3—315a?+314a+ 980) 3 (201a? — 7060a + 36780) 
| 27as 一 367202 十 69300a 十 6800 27a3— 3672a3 + 69300a 十 6800 
2 (27a3 — 1869a? 十 25472a — 760) —477a? + 4212a + 194300 


27a3 — 3672a2 + 69300a 十 6800 27a3 — 3672a2 十 69300a + 6800 
4.4.4 Diophantine 方 程 的 求解 
前 面 介绍 的 方程 都 是 矩阵 方程 ,这 里 探讨 下 面 给 出 的 多 项 式 方程 
A(s)X(s)+ B(s)Y(s) = C(s) (4-4-17) 
其 中 , A(s),B(s) 与 C(s) 均 为 已 知 的 多 项 式 
A(s) = als" 十 有 十 08sm ?+ 二 Gns+ Gantl 
B(s) = bs™+b2s™ 1+bas™ 2+. + bms + bm+1 (4-4-18) 
C(s) = clsk + cosk-1+cast -2 十 … 十 cks 十 ckHl 
这 样 的 多 项 式 方程 称 为 Diophantine 方 程 . 从 给 定 的 系数 多 项 式 4(s), B(s) 阶 次 看 ,未 知 多 
项 式 久 (s) 和 Y(s) 的 阶 次 分 别 为 m 一 1 和 n 一 1, 记 作 
X(s)=715™ 十 To2sm 2 十 T3sm ?++ Tm 15 + Tm 


Y(s)=hs" 1+ys™ ?+ys™ ?++ yn 15+ yn 


(4-4-19) 


。134。 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


Diophantine 方 程 的 矩阵 形式 可 以 写成 


al 0 Rs 321 0 
Q2 “I 入 格 汪 所 0 T2 0 
as az 0 bb | 0 : : 
EE hb zm|_| 0 
a a2 bz 1 人 (4-4-20) 
日 22 C2 
0 antl “aa bs 站 , 
和 
gt 
m 列 n 列 


方程 中 的 系数 矩阵 是 Sylvester 和 矩阵 的 转 置 , 可 以 证 明 , 若 多 项 式 4(s) 与 B(s) 互 质 , 则 
Sylvester 矩阵 非 奇 异 , 这 样 , 原 方程 有 唯一 的 解 .要 想 检 测 两 个 多 项 式 是 否 互 质 ,最 简单 的 方法 
就 是 求 出 它们 的 最 大 公约 数 ,看 看 是 否 包含 s 项 .如 果 不 包 含 s, 则 两 个 多 项 式 互 质 。 

可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 构造 Sylvester 和 矩阵 


基于 这 个 函数 ,可 以 编写 出 diophantine() 函数 来 求解 Diophantine 方 程 


例 4-61 已 知 多 项 式 如 下 , 试 求解 Diophantine 方 程 

4_27s3 1192 1249s 53 
A(s)=s -0 + 4 ~ 1000 + 250’ 

解 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求解 Diophantine 方程 


6s 51 
2 _ 
Bl(s) = 3s 5 天 6? 


Cl(s) = 2s2 十 


可 以 得 出 如 下 的 Diophantine 方程 的 解 , 若 将 其 代 回 原 多 项 式 方程 , 则 误差 为 零 ,由 此 验证 所 得 
解 的 正确 性 。 4280s 9480 4280s3 ”364s2 16882s 1771 


X(s) = 53 十 459， 


4.4.5 Riccati 方 程 的 计算 机 求解 
Riccati 方 程 是 一 类 很 著名 的 二 次 型 矩阵 方程 式 ,其 一 般 形式 为 
ATX+XA—XBX+C=0 (4-4-21) 


Ms 13359 人 13359 二 13359 4453 
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由 于 含有 未 知 矩 阵 下 的 二 次 项 , 所 以 Riccati 方 程 的 求解 数学 上 要 比 Lyapunov 方 程 更 难 。 
MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 中 提供 了 现成 函数 are(), 可 以 直接 求解 式 (4-4-21) 给 出 的 方程 ， 
该 函数 的 具体 调用 格式 为 区 sare(4 BC) . 

例 4-62 考虑 式 (4-4-21) 中 给 出 的 Riccati 方 程 ,其 中 


| 和 流光 5 -4 4 
A=|-1 0 -2|, B=|-1 5 -2|, c=|1 0 4 
不 二 最 -1 1 2 1 -1 5 


试 求 出 该 方程 的 数值 解 ,并 验证 解 的 正确 性 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求解 该 方程 。 
>> A=[-2,1,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -1 5 -2; -1 1 2]; 输入 已 知 答 阵 
C=[5 -4 4; 1 0 4; 1 -1 5]; X=are(A,B,C), norm(A'*X+X*A-X*B*X+C) 求解 并 检验 
得 到 的 解 如 下 ,代入 原 方程 可 以 得 出 误差 为 1.4370x10-14, 故 得 出 的 解 满足 原 方程 。 
0.9874 ”一 0.7983 | 


= |0.5774 一 0.1308 0.5775 


一 0.284 —0.073 0.6924 
当然 ,求解 函数 are() 的 局 限 性 是 极 大 的 ,如果 方程 的 形式 稍 有 变化 , 如 
AX+XD—- XBX+C=0, AX+XD- XBXT+C=0 (4-4-22) 


这 类 求解 函数 都 无 能 为 力 .即便 对 标准 的 Riccati 方 程 来 说 ,are() 也 只 能 求 出 其 一 个 根 ,不 能 得 
出 其 他 的 根 第 6 章 将 探讨 一 般 矩 阵 方程 的 数值 解 方 法 ,并 试图 得 到 矩阵 方程 所 有 的 根 。 


4.5 非 线性 运算 与 矩阵 函数 求 值 


4.5.1 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 运算 
MATLAB 提 供 了 大 量 函 数 , 允许 用 户 对 和 矩阵 进行 处 理 ,前 面 介绍 的 主要 是 矩阵 的 线性 变 
换 , 本 节 将 介绍 如 何 对 和 矩阵 进行 非 线 性 运算 。 
MATLAB 提 供 了 两 类 函数 , 其 中 一 类 是 对 矩阵 的 各 个 元 素 进行 单独 计算 的 ,类 似 于 和 矩阵 的 
点 运算 , 而 另 一 类 是 对 整个 矩阵 进行 运算 的 .前面 曾经 用 到 了 sin() 函数 , 该 函数 属于 第 一 类 ， 


这 类 常用 的 MATLAB 函数 在 表 4-2 中 列 出 来 ,它们 的 调用 方法 是 很 显然 的 , 其 标准 调用 格式 为 
万 = 函数 名 (4); 例如 B=sin(A4); 


表 4-2 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 函数 表 


函数 名 意义 函数 名 意义 
abs() 求 模 ( 绝 对 值 ) 函 数 asin(), acos(), atan() 反正 弦 、 余 弦 、 正 切 函数 
sqrt() 求 平方 根 函 数 log(), log10() 自然 和 常用 对 数 
exp() 指数 函数 real(), imag(), conj() 求实 虚 部 及 共 辆 复数 


sin(), cos(), tan() 正弦 ,余弦 正切 函数 round(), floor(), ceil() 取 整 数 函数 


例 4-63 考虑 例 4-9 中 给 出 的 和 矩阵 ,调用 其 中 的 一 些 函 数 , 其 结果 在 下 面 给 出 
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>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1] ; exp(A) ，sin(A) % 答 阵 计算 
可 以 得 出 8.8861x106 7.3891 20.0855 0.4424x105 
exp(A) = | 148.4132 5.9874x104 2.2026x104 2980.958 
Xp\A4T | 8103.0839 1096.6332 403.4288 1.6275x105 
54.5982 1.2026x106 3.2690x105 2.7183 


-0.2879 0.9093 0.1411 0.4202 
-0.9589 -1 -0.544 0.9894 
sin(A)= | 0.4121 0.657 -0.2794 一 0.5366 

一 0.7568 0.9906 0.6503 0.8415 


4.5.2 矩阵 函数 求 值 
(1) 矩阵 指数 与 对 数 的 函数 运算 .除了 对 矩阵 的 单个 元 素 进行 单独 计算 以 外 , 一 般 还 常常 
要 求 对 整个 矩阵 做 这 样 的 非 线性 运算 。 例 如 ,和 矩阵 4 的 e 指 数 可 以 定义 成 如 下 的 无 穷 级 数 


oo 
Wi 计 1 
A ed 2 a wk i 站 
e 3 I+A+74 +a4 十 tA + (4-5-1) 
记 


文献 [8] 中 叙述 了 求解 矩阵 指数 的 19 种 不 同方 法 ,每 一 种 方法 都 有 自己 的 特点 及 适用 范围 。 
MATLAB 中 提供 了 求 取 和 矩阵 指数 的 函数 expm() ,其 调用 格式 为 芭 @==expm(A) .该 函数 还 支持 
A 为 符号 变量 问题 的 求解 ,如 矩阵 函数 e4t, MATLAB 提供 了 万 二 6 柄 区 了 求 数值 矩阵 的 对 数 

函数 ,还 提供 了 sqrtm() 求 取 矩 阵 的 平方 根 。 
-3 一 一 1 


例 4-64 已 知 一 般 矩 阵 A= 二 | 0 -3 -1 
如 六 


解 矩阵 指数 及 指数 函数 可 以 通过 expm() 函数 直接 计算 。 
>> syms t; A=[-3,-1,-1; 0,-3,-1; 1,2,0] ; Al=expm(A) 输入 短 阵 并 求 其 指数 的 数值 解 
A2=expm(sym(A)), simplify(expm(A*t)) % 求 矩阵 的 指数 与 指数 函数 解析 解 
可 以 得 出 矩阵 指数 的 数值 解 与 解析 解 分 别 为 


, 试 求 出 e4t。 


0 一 0.13534 ”一 0.13534 0 —e-2 —e-2 
41 = | -0.067668 —0.067668 —0.203 |, A2= | -e-2/2 ~e?/2 一 3e-2/2 
0.203 0.33834 0.47367 302/2 5e2/2 7e 2/2 

还 可 以 得 出 答 阵 的 指数 函数 为 


—e-2(—1+t 一 te 和 —te—2t 
est=| -tle /2 ~e2¥(-1+t+t2/2) -te-2(2+t/2) 
te 2 te-2t(2 十 t/2) er-2t(1 十 2 十 万/2) 


下 面 演示 基于 Jordan 矩阵 变 换 的 e4t 矩阵 处 理 方法 。 
>> [V,JJ=jordan(A)  % Jordan 矩阵 变换 
可 以 得 出 Jordan 和 珑 阵 J 和 广义 特征 向 量 和 矩阵 WV, 并 由 Jordan 和 矩阵 写 出 et 


0 = 于 -2 1 0 二, 洲 ' 更 允 
V=|-1 0 0|, J=|0 -2 1|, et=et|o1l 上 
诸 二 i0 0 0 -2 On"i@ 和 


这 样 利 用 Jordan 纶 阵 的 性 质 即 可 以 求 出 原 短 阵 的 指数 函数 ,与 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 
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>> Ji=exp(-2*t)*[1 t t°2/2; 0 1 t; 0 01]; Al-simplify(V#JlyinvCO) 

其 实 , 用 这 样 的 方法 求解 矩阵 指数 不 是 此 例 的 目的 ,因为 用 符号 运算 工具 箱 中 的 expm() 函数 可 以 立 

即 得 出 所 需 的 结果 。 后 面 将 通过 例子 演示 其 他 函数 ,如 正弦 等 函数 如 何 用 Jordan 答 阵 的 方法 求解 。 
(2) 矩阵 的 三 角 函 数 运 算 .MATLAB 下 没有 对 和 拖 阵 进行 三 角 函 数 运算 的 现成 函数 ， 

其 数值 解 可 以 通过 funm() 函数 得 出 .该 函数 的 目的 是 求 出 矩阵 的 任意 函数 , 调用 方法 

为 四 于 元 型 呈 求 缀 名册 , 其 中 ,函数 名 应 该 由 单 引号 括 起 来 .例如 , 可 以 通过 命令 居于 型 到 

(4,'sin') 求 出 矩阵 和 的 正弦 矩阵 ,在 新 版 本 的 MATLAB 中 ,还 可 以 由 funm(A*t,'sin') 或 

funm(A*t,Q@sin) 这 类 命令 求 取 和 矩阵 函数 sin At。 

例 4-65 重新 考虑 例 464 中 给 出 的 矩阵 , 试 求 出 其 正弦 sin A。 

解 如 果 想 对 其 中 的 入 给 阵 进行 正弦 运算 , 则 可 以 得 出 下 面 的 语句 


一 0.4546 —0.9478 —0.0385 


这 样 得 出 的 给 阵 正弦 函数 为 一 0.4931 0.4161 0.4161 
再 = 
0.0385  —0.3776 ”一 1.2869 


一 sin 2 一 zcos 2 一 tcos 2 一 tcos 2 
全 三 —t? sin 2t/2 —sin2t — tcos2t — t2 sin2t/2 —tcos2t — t2sin2t/2 
tcos2t+t?sin2t/2 t(4cos2t +tsin2t))/2 2tcos2t — sin2t +t?sin2t/2 


例 4-66 事实 上 , 短 阵 的 非 线性 函数 数值 运算 可 以 通过 震级 数 的 方法 简单 地 求 出 。 试 编写 出 求 取 和 矩阵 
正弦 函数 的 数值 计算 程序 。 
解 正弦 函数 可 以 由 下 面 的 肾 级 数 展开 式 求 出 


A2k+1 Lg 
sinA 到 —1)* GET A + + (4-5-2) 


如 果 起 用 稚 级 数 的 形式 求 取 给 阵 示 数 的 数值 解 ， 很 重要 的 一 步 是 由 通 项 公式 求 出 后 项 对 前 项 的 
增 量 ,然后 用 循环 形式 编写 数值 求解 的 对 这 个 例子 而 言 , 其 第 大 项 的 通 项 为 


十 1 
F=(-1)* Ed k=0,1,2,.… (4-5-3) 
这 样 ,由 后 项 比 前 项 很 容易 求 出 (为 叙述 方便 起 见 , 矩阵 除法 简 记 为 一 般 除 法 形式 ) 
Fr  (-1)k+l420+D+1/(2(E 十 1D) 十 1 a 让 站 二 
F (SI) A+I/(2k + 1)! (Zk+3)(2k+2) 


可 以 用 累加 实现 正弦 函数 紧 级 数 的 求 和 ,如 果 误 差 足够 小 则 停止 累加 程序 。 这 里 采用 的 判定 条 
件 为 上 | 轧 十 下 一 马上 1 > 0, 其 物理 含义 是 醒 加 到 至 上 的 量 可 忽略 ,不 建议 简化 成 || 严 | > 0。 


由 上 面 的 程序 可 以 看 出 ,看 起 来 比较 复杂 的 矩阵 正弦 函数 的 早 级 数 展 开 运 算 可 以 由 几 条 
MATLAB 语句 容易 地 编写 出 来 。 利 用 函数 sinm1(4) 可 以 容易 地 求 出 原 矩 阵 的 正弦 短 阵 。 

(3) 矩阵 三 角 函 数 的 解析 求解 .再 考虑 矩阵 三 角 函 数 的 解析 解 求解 方法 。 先 考虑 标量 三 角 
函数 的 运算 公式 ,根据 著名 的 Euler 公式 ei* = cosa 二 jsina 与 ein = cosa 一 jsina 可 以 立即 推 


有 sin a 一 (eo —e ir),，cosa= 3(e” +e i*) (4-5-5) 
J 
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此 公式 可 以 直接 用 于 a 为 矩阵 的 形式 ,由 于 前 面 已 经 给 出 了 可 靠 的 指数 矩阵 求解 函数 
expm() ,利用 该 函数 可 以 直接 得 出 一 般 矩 阵 的 正弦 和 余弦 函数 的 解析 解 运算 结果 。 
例 4-67 仍 考虑 例 4-64 中 给 出 的 矩阵 , 试 求解 sin A。 
解 可 以 利用 现成 的 expm() 函数 求 出 矩阵 的 正弦 函数 
>> A=[-3,-1,-1; 0,-3,-1; 1,2,0]; j=sqrt(-1); Ai=(expm(A*j)-expm(-A*j))/(2*j) 
可 见 , 这 样 得 出 的 解 与 例 4-66 完全 一 致 ,证 明 该 解 是 正确 的 。 
例 4-68 假设 已 知 如 下 矩阵 有 重 特征 值 , 试 求 出 该 矩阵 的 正弦 函数 sin At 和 余弦 函数 cos At。 


= 站 证 
二 = 
| 吕 二 = 党 
= 二 省 次 = 


解 根据 式 (4-5-5) 可 以 由 下 面 的 语句 求解 矩阵 的 正弦 和 余弦 函数 
>> AS[-7,2,0,-1; 1,-4,2,1; 2,-1,-6,-1; -1,-1,0,-4];“% 算 阵 输入 
syms t, Al=(expm(A*1j*t)-expm(-A*1j*t))/(2*1j); Al=simplify(A1) % 正弦 函 数 
A2=(expm(A*1j*t)+expm(-A*1j*t))/2; A2=simplify(A2) % 利 用 Euler 公式 求 余弦 函数 
其 实 , 前面 的 语句 即使 经 过 了 化 简 ,在 最 新 版 本 的 MATLAB 得 出 的 是 含有 复数 变量 的 指数 函 
数 ,所 以 应 该 采用 rewrite() 函数 进一步 化 简 
>> simplify(rewrite(A1,'sin')), simplify(rewrite(A2,'sin')) 
上 述 的 语句 可 以 直接 求 出 如 下 的 解 ,与 早期 版 本 直接 得 出 的 一 致 。 
—2/9sin3t+(t2—7/9)sin6t—5/3tcos6t ”一 1/3sin3t 十 1/3sin 6t 十 tcos6t 
二 —2/9sin3t+(t?+2/9)sin6t +1/3tcos6t 一 1/3sin3t 一 2/3sin6t 十 tcos6t 
”|=-2/9sin3t 十 (一 2t2 十 2/9)sin6t 十 4/3tcos6t 一 1/3sin3t 十 1/3sin6t 一 2tcos6t 
4/9sin3t+ (t2 — 4/9)sin6t+ 1/3tcos6t 2/3sin3t 一 2/3sin 6t 十 tcos 6t 
一 2/9sin 3t 十 (2/9 十 世 ) sin 6t 一 2/3tcos 6t 1/9sin3t+(—1/9+t?)sin6t—2/3tcos6t 
—2/9sin3t+ (2/9+t?)sin6t + 4/3tcos6t 1/9sin3t+(-1/9+t?)sin6t+ 4/3tcos6t 
—2/9sin3t — (7/9+2t?)sin6t — 2/3tcos6t 1/9sin3t— (1/9+2t?)sin6t— 2/3tcos6t 
4/9sin 3t 十 (一 4/9+ 妇 ) sin 6t 十 4/3tcos6t —2/9sin3t+(-7/9+t?)sin6t+ 4/3tcos6t 
2/9cos3t 十 (一刀 十 7/9) cos6t 一 5/3tsin6t ”1/3cos3t 一 1/3cos6t 十 tsin 6t 
ey 2/9cos3t— (t2+2/9)cos(6*t)+1/3tsin6t 1/3cos3t+2/3cos6t+tsinGt 
~ | 2/9cos3t+ (2t? —2/9)cos6t+4/3tsin6t 1/3cos3t—1/3cos6t— 2tsin6t 
—4/9cos3t+ (—t?+4/9)cos6t+1/3tsin6t 一 2/3cos3t 十 2/3cos6t 十 tsin 6t 
2/9cos3t — (2/9+t2)cos6t —2/3tsin6t  —1/9cos3t+ (1/9—t?)cos6t— 2/3tsin6t 
2/9cos3t— (2/9+t?)cos6t+4/3tsin6t  —1/9cos3t+ (1/9—t?)cos6t+ 4/3tsin6t 
2/9cos3t+ (7/9+2t2)cos6t 一 2/3tsin6t 一 1/9cos3t 十 (1/9+212) cos 6t 一 2/3tsin 6t 
—4/9cos3t+ (4/9—t2)cos6t+4/3tsin6t 2/9cos3t+ (7/9—t?)cos6t+ 4/3tsin Gt 


4.5.3 一 般 和 矩阵 函 数 的 运算 

除了 对 整个 和 矩阵 求 取 和 矩阵 指数 、 对 数 函 数 之 外 , MATLAB 还 允许 求 取 矩阵 的 其 他 非 线 性 函 
数 ,遗憾 的 是 ,虽然 最 新 版 本 的 funm() 已 经 能 求 取 和 矩阵 函数 的 解析 解 了 ,但 有 时 是 有 局 限 性 的 。 
这 里 将 介绍 基于 Jordan 甜 阵 的 矩阵 函数 求解 方法 8,19 并 给 出 其 MATLAB 实 现 .这 里 给 出 的 
具体 算法 与 函数 是 2004 年 作者 在 本 书 第 一 版 中 给 出 的 , 当时 没有 其 他 方法 可 以 求解 类 似 问题 。 
例 4-69 先 观察 一 下 早 零 矩阵 (nilpotent matrix) 的 乘 方 运算 特点 。 
解 用 下 面 的 循环 观察 一 下 紧 零 矩阵 
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>> Hdiag([1 1 和],1),for i=2:4,， Hi，end % 观 察 一 下 协 零 答 阵 1 元 素 的 位 置 变化 
在 下 面 显 示 的 矩阵 中 ,第 一 个 是 紧 零 矩阵 ,后面 是 早 零 矩阵 的 乘 方 , 可 以 看 出 再 4 及 以 后 的 乘 方 


均 为 零 矩 阵 。 
0100 0010 和 旭 沽 5 0000 
| 2 |o001 a |oooo0 人 
| 人 闪 利生 | 入 全 0 本 三 页 | 可 二 0 站 8 看 
0 .000 ow0gn 0000 Vi 


首先 可 以 将 mi 阶 Jordan 块 五 写 成 = 和 T+ Hm,, 其 中 ,入 i 为 Jordan 和 矩阵 的 重 特 征 值 ， 
Hm 为 寡 零 矩阵 一 一 次 对 角 线 元 素 为 1, 其 他 均 为 0, 且 有 大 > mi 时 有 HS 三 0。 这样 可 以 证 明 ， 
Jordan 抑 阵 块 无 的 矩阵 函数 风 ( 瑚 ) 可 以 由 下 式 求 出 
WomD(Ai) 


Yi) = VN) Tn + YM) Hm 十 … 十 Cm Fn 1 (4-5-6) 
如 果 通过 Jordan 和 矩阵 分 解 的 方法 可 以 将 任意 矩阵 和 A 分 解 成 
BA 
交 王 药 | 人 V-! (4.5-7) 
这 样 ,该 矩阵 的 任意 函数 灼 (4) 可 以 最 终 如 下 求 出 。 如 果 通 过 Jordan 和 矩阵 分 解 的 方法 可 以 将 任 
意 和 矩阵 4 分 解 成 wD) 
VC) 


(4) = 六 天 一 (4-5-8) 


~ WI) 
根据 上 面 的 算法 可 以 立即 编写 出 新 的 函数 funmsym() ,可 以 推导 任意 矩阵 函数 的 解析 解 。 
该 函数 的 清单 为 


该 函数 的 调用 格式 为 [REEEGGGSRCRIEEE, 其 中 ,> 为 符号 型 自 变量 ,funx 为 = 的 函 
数 表示 。 例 如, 若 想 求 出 e4, 则 可 以 将 funx 盾 写成 exp(z) .其 实 ,funx 参 数 可 以 描述 任意 复杂 
的 函数 ,如 exp(z#t) 表示 求 取 eAt, 其 中 ,t 也 应 该 事先 设置 成 符号 变量 ,另外 ,该 函数 还 可 以 表 
示 成 expCzxcos(z#t)) 型 的 复合 函数 ,表示 需要 求 取 W(4) = eaem 4t。 
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-7 2 0 一 L 
1 -4 2 
2 一 1L 一 6 -1 

-1 -1 0 -4 
解 如 果 想 求 出 轨 (A) = e459%At, 则 应 该 构造 原型 函数 为 f=exp(T*cos(Z 六 )) ,这 样 就 可 以 用 下 面 

语句 直接 求 取 和 矩阵 函数 了 


得 出 的 结果 是 很 完 长 的 ,根本 无 法 显示 全 部 内 容 ,这 里 只 给 出 其 中 一 项 为 
W111(A) = 2/9e-3ecos3 十 (2tsin 6t 十 6t2 cos 6t)e-6cos6t + (cos6t — 6tsin 6t)2e—6coset 
一 5/3(cos 6t 一 6tsin 6t)e-6cos6t 十 7/9e-6cos6t 
可 见 ,这 样 得 出 的 Wi,1(t) 有 很 多 项 均 是 e-6cos6t 的 系数 项 , 故 可 以 通过 合并 同类 项 的 化 简 方 法 
手动 给 出 下 面 的 命令 
”>> collect(A1(1,1) ,exp(-6*cos(6*t))) % 对 延 阵 左 上 前 项 作 合并 同类 项 处 理 
则 可 以 得 出 如 下 的 化 简 结 果 


例 4-70 已 知 给 定 短 阵 4 二 , 试 求 出 矩阵 函数 轨 (4) = eacos 4t。 


Wi1(A) = [= sin 6t + 6t?2 cos6t + (cos6t — 6tsin 6t)? 一 3 cos6t 十 引 Cs Bee 


进一步 地 , 若 令 t= 二 1, 则 可 以 求 出 eA4cos 和 4 的 精确 数值 解 
”>> subs (A1,t,1) % 该 结果 与 语句 expm(A#funm( 妥 ,'cos')) 得 出 的 一 致 ,但 精度 高 得 多 
得 出 4.3583 6.5044 4.3635 —2.1326 
4.3718 6.5076 4.3801  —2.116 
4.2653 6.4795 4.2518 —2.2474 
—8.6205 —12.984 一 8.6122 4.3832 
例 4-71 重新 考虑 4-70 中 的 矩阵 的 平方 根 问题 。 
解 由 于 该 矩阵 由 三 重 特征 根 ,MATLAB 提 供 的 全 部 数值 方法 均 将 失效 ,这 里 给 出 的 funmsym() 函 
数 是 该 问题 的 一 种 有 效 的 解法 , 且 可 以 得 出 原 问题 的 两 个 解析 解 A4, As。 


e4ecos 4 二 


得 出 的 问题 解析 解 为 
2V3/9+131V6/144 V3/3—5V6/12 2V3/9—25V6/144 —V3/9+23V6/144 
i 2V3/9—37V6/144 V3/3+7V6/12 2V3/9—49V6/144 —V3/9— V6/144 
4 一 | 2V3/9—23V6/72 V3/3—V6/6 2V3/9+61V6/?? V3/9+13V6/72 
一 4V3/9 十 59V6/144 —2V3/3+7V6/12 —4V3/9+47V6/144 2V3/9 十 95V6/144 
例 472 已 知 4 答 阵 如 下 , 试 求 出 其 状态 转移 矩阵 理 (t) = Ea(4ta), 其 中 ,Ea(.) 为 单 参数 Mittag- 
Leffler 元 数 矩阵 [1, 19。 


人 
= = 到 而 
a | 
0 


解 可 以 令 符 号 函数 马 (T) 表示 Mittag-LefHer 函数 Ea(z), 这 样 就 可 以 使 用 下 面 语句 直接 计算 状态 转 
移 矩 阵 : 
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得 出 状态 转移 矩阵 的 数学 形式 为 
Ea(—t°)—t° E(t°)/2—t° E‘(-t°) 
Ea(—3t°) — Ea(-—t°) + t2°EL(—t°) /2 + t°B,(—t?) 
t2oEs(-t°) /2+ 2t°E,(—t°) 
Ea(-t°) — Ea(—3t°) —t2°E’(-t°) /2— 2t°E,(—t°) 
-tps(-t°) /2 

Ea(—3t°) + t2°E’(-t°) /2 

t2oE/(—t°) /2+t°E,(—t°) 
Ea(—t°) — Ea(—3t°) —t2°E’(-t°) /2—t°E(-t°) 


FB(t) = 


—t2°E’(—t°) /2—t°E(-t°) —t2°EY(—t°) /2 
tpe(-t°) /2+t°Es(-t?) tops(-t°) /2 
Ea(—t°) +t2°E’(-t°) /2+ 2t°E(—t°) t2oE!(—t°) /2+t°E,(-t°) 
—t2 Ea(-t°) /2 — 2t°Eo(—t°) Ba(-t°) — toBa(-t°)/2—t°Ea(-t°) 


其 中 ,E,(:) 和 EL(.) 是 Mittag-Leffler 函数 Ea(.) 对 t 的 导数 。 


从 给 出 的 例子 看 ,即使 最 新 版 的 funm() 函数 也 只 能 求 取 给 定 矩 阵 的 某 些 函数 , 而 作者 2004 
年 给 出 的 funmsym() 函数 是 可 以 求 取 任 意 和 矩阵 函数 (包括 自 定义 函数 ) 的 ,其 通用 性 更 广 。 
4.5.4 矩阵 的 乘 方 运算 

这 里 将 探讨 一 个 方 阵 4 的 次 方 (A*) 的 计算 方法 ,其 中 ,为 正 整 数 .如 果 上 不 是 整数 , 则 
计算 A* 不 是 很 容易 , 因为 这 需要 求 取 和 矩阵 的 无 穷 项 的 和 。 本 节 先 介绍 一 个 简单 的 例子 , 然后 将 
算法 拓展 到 任意 矩阵 的 乘 方 运算 。 

假设 和 A 矩阵 可 以 变换 为 Jordan 和 矩阵 , A = VJV-1. 和 矩阵 乘 方 可 以 写成 A* = VJRV-!， 
所 以 ,这 里 主要 考虑 .J* 的 计算 。 

正如 前 面 指出 , 了 = AT 十 Hh, 其中, Hm 为 m x m 和 零 矩阵 , 则 kk >m 时 有 HS =0. 由 二 
项 式 展开 可 知 


Jk = MI 十 有 AL 十 人 ee (4-5-9) 


因为 了 HW 及 其 后 续 项 都 是 零 矩 阵 , 所 以 上 述 的 无 穷 级 数 计算 累加 到 m 项 就 可 以 了 ,所 以 可 

以 容易 地 得 出 J* 的 解析 解 了 。 

= 
例 4-73 考虑 例 4-64 中 研究 的 矩阵 A 二 | 0 一 3 te 

二 ”这 竹 
解 可 以 对 原 和 矩阵 作 Jordan 变换 ,得 
>> A=syn([-3,-1,-1; 0,-3,-1; 1,2,0]); syms k, [V J]=jordan(syn(A)) 
可 见 ,可 是 一 个 3x3 的 Jordan 拢 阵 ,特征 值 均 为 入 = 一 2。 由 百 王 JJ 一 XT 提 取 震 零 矩 阵 , 这 样 就 可 以 
由 下 面 语句 直接 计算 矩阵 的 来 方 
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这 样 可 以 得 出 和 矩阵 的 太 次 方 矩 阵 ,其 结果 同样 适用 于 负 整 数 次 方 。 


(~2)*(k+ 2)/2 (~2)*k/2 (一 2)*k/2 
F= | 一 (-2) 人 -2 一 1)/2 (2)*(—k2+5k+8)/8  —(—2)*k(k—5)/8 
| (—2)*k(k— 5)/8 (—2)*k(k— 9)/8 (—2)*(k?2 一 9k+ ,| 


参考 funmsym() 函数 的 编写 思路 ,可 以 写 出 一 个 类 似 的 MATLAB 函数 来 计算 矩阵 的 乘 方 ， 
其 中 ,核心 的 funJ() 由 新 的 子 函数 powJ() 取代 。 


-7 2 0 -1 
例 4-74 考虑 例 4.70 中 的 短 阵 A 二 | 2 了 2 |, 试 计算 = hk。 
-1 -1 0 -4 


解 先 输入 给 阵 ,然后 用 下 面 的 语句 直接 计算 矩阵 的 来 方 


可 见 , 化 简 后 的 短 阵 乘 方 可 以 直接 得 出 

(R32/36 + k/4+7/9)(-6)* +2(-3)*/9 (~k/6— 1/3)(-6)* + (—3)*/3 

(k2/36— Ek/12—2/9)(—6)*2+(—3)*/9 (2/3—Ek/6)(—6)* + (—3)*/3 
(—k2/18—k/6—2/9)(—6)*+2(—3)*/9 (k/3—1/3)(—6)*+(—3)*/3 
(k2/36—k/12+ 4/9)(—6)* — 4(—3)*/9 (2/3—k/6)(—6)* — 2(—3)*/3 

(k2/36 + Rk/12—2/9)(—6)* +2(—3)*/9 (kK? 36 +k/12+1/9)(—6)* 一 (—3)*/9 | 


(k2/36—k/4—2/9)(—6)*+2(—3)*/9 (k:/36—k/4+1/9)(—6)*— (—3)*/9 
(—k2/18+ Ek/6+7/9)(—6)* +2(—3)*/9 (—k?2/18+k/6+1/9)(—6)*— (—3)*/9 
(k2/36—k/4+4/9)(—6)*+4(—3)*/9 (k2/36—k/4+7/9)(—6)* +2(—3)*/9 
可 以 用 两 种 方法 得 出 412345 与 的 平方 根 ,可 见 两 种 不 同方 法 得 出 的 结果 完全 一 致 。 


事实 上 ,funmsym() 函数 也 可 以 直接 用 于 求 取 A*, 由 下 面 语句 就 可 以 得 出 完全 一 致 的 结果 。 


4.6 习 题 
(1) 试 生成 一 个 对 角 元 素 为 a1,4a2,-… ,a12 的 对 角 算 阵 。 
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(2) 


(3) 


be 


(4 


~ 


(5 


ea 


(6 


经 


~ 


(8 


Ne 


(9 


心 


(10) 


试 从 天 阵 显示 的 形式 辨认 出 短 阵 是 双 精 度 和 矩阵 还 是 符号 矩阵 ,如 果 人 是 数值 矩阵 而 召 为 符号 
矩阵 ,它们 的 乘积 C=4*# 刀 会 是 什么 样 的 数据 结构 ? 试 通过 简单 例子 验证 此 判断 。 
Jordan 矩阵 是 矩阵 分 析 中 一 类 很 实用 的 矩阵 ,其 一 般 形 式 为 


sa -5 1 0 0 0 
1 0 -5 1 0 0 
| 。 or . |, 例如 万 =|0 0 -5 1 0 
2 0 0 0 -5 
0 有 D 0 0 0 = 


试 利 用 diag() 函数 给 出 构造 .用 的 语句 。 

试用 随机 矩阵 的 生成 方式 生成 一 个 15 x 15 和 矩阵 ,使 得 该 给 阵 的 元 素 只 有 0 和 1, 且 短 阵 的 行列 
式 的 值 为 1。 

试 不 用 循环 方式 输入 下 面 两 个 20 x 20 矩 阵 ,并 求 出 它们 的 行列 式 \. 迹 和 特征 多 项 式 系数 ,并 总 
结 出 行列 式 的 一 般 规律 。 


本 b 新光 光 a 

本 a ra a 

A= 2 B=|aasz a 
ba 3 i 

g 3 a 

b Qa aa 3 


需 零 算 阵 是 一 类 特殊 的 算 阵 ,其 基本 形式 如 下 , 即 矩 阵 的 次 主 对 角 线 元 素 为 1, 其 余 均 为 0, 试 
验证 对 指定 阶 次 的 办 零 矩阵 ,有 Hi = 0 对 所 有 的 i 之 nn 成立,( 提 示 : 需 零 和 矩阵 输 入 ) 

>> n=10; a=ones(1,n); H=diag(a,1) 
请 将 下 面 给 出 的 矩阵 4 和 媚 输 入 到 MATLAB 环境 中 ,并 将 它们 转换 成 符号 矩阵 。 


5 Fels 3 5 5 0 12 3 
FE 3 2 5 4 625 
6 420644 有 2 1 1 34 6 
通 二 1 重 号 阁 驻 入 阁 名] 有 三 | 四海 5 于 哲 ， 号 下台 
多 和 4 昌 ,i 下 
如 久光 = = 
站 人 a = 人 


试 生 成 如 下 的 10 x 10 给 阵 ,并 求 出 其 行列 式 、 迹 及 其 特征 多 项 式 , 能 从 结果 猜 出 来 一 般 hXn 
甜 阵 的 行列 式 是 什么 吗 ?请 用 大 型 的 矩阵 来 验证 该 结果 。 


沪 二 入 。 放 a 0 a T1 a a a 

而 划一 各“ 是 2 a a 7z2 a a 

得 寺 a a Tz—a a 5 加 三 小 元 站， 王 a 
9 和 a a 

a a a “* Zz—a a a a … zn 


试 求 出 下 面 矩 阵 的 行列 式 
sina cosa sin(a+d) (az 十 az)2 (ar—a®)? 1 
® |sing cosB sin(B+6)|, @® | (W+6 小 人 bY? 1 
siny cosy sin(7 十 0) 全 直 E (= 者 


了 
VT 

SR 

mmSaneae 


试 求 出 Vandermonde 短 阵 4 二 | ct 的 行列 式 , 并 以 最 简 的 形式 显示 结 


外 
® 
Yb 
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(11) 
(12) 


(13) 


(14) 
(15) 


(16) 


(17) 


(18) 
(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


试验 证 100 阶 以 下 的 偶数 阶 幻 方 给 阵 都 是 奇异 答 阵 。 

利用 MATLAB 语言 提供 的 现成 函数 对 习题 (7) 中 给 出 的 两 个 矩阵 进行 分 析 , 判定 它们 是 否 为 
奇异 矩阵 ,得 出 短 阵 的 秩 、 行 列 式 \. 迹 和 逆 和 矩阵 ,检验 得 出 的 逆 短 阵 是 否 正确 。 

试 求 出 习题 (7) 中 给 出 的 A 和 万 矩阵 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 ,并 验证 Cayley- 
Hamilton 定理 ,解释 并 验证 如 何 运算 能 消除 误差 。 

试 对 习题 (7) 中 给 出 的 4 和 召 矩 阵 进行 奇异 值 分 解 下 U 分 解 及 正 交 分 解 。 


对 任意 矩阵 41, A2, A3, 试 验证 Cayley-Hamilton 定理 。 
Ql al2 Q13 Q14 Q15 


all al2 Q13 Qa14 
al1 Q12 Q13 i Q21 Q22 G23 Q24 Qo5 
41= | a21 a22 a23 | ，42 = | A3= | aal as32 a33 a34 a35 
a31 Qa32 aa3 Q41 Qa42 443 044 Q45 


Se a51 Qas2 053 054 055 
试 判定 下 面 的 二 次 型 是 否 为 正定 的 (提示 :可 以 将 二 次 型 用 对 称 和 矩阵 表示 再 判定 是 否 正定 )。 
@O ji(z) = 9973 -12zizoe 十 48ziza 十 130z3 — 60zoza 十 71z3， 

@fo(z) = 729+23+ 4r3+77 十 6zlza 十 47174 — A7273 十 27o74 十 47374。 

试 求 出 下 面 矩 阵 的 特征 值 . 特 征 向 量 、 奇 异 值 。 


FE 703 795 980 137 661 
74933 547 957 271 12 284 
A=|3 983 8|, B=|445 523 252 894 469 
596356 695 880 876 199 65 
26854 621 173 737 299 988 
试 根 据 例 4-33 中 的 思路 编写 出 给 定 答 阵 从 求 逆 的 底层 函数 。 
试 选择 有 限 的 n( 如 n 二 50) ,验证 下 面 矩 阵 的 特征 多 项 式 为 sn 一 ala2….ano 
人 全 os 和 
站 
| 有 3 : 
0 0 0 二 
@: 0 0 0 
试 对 下 列 矩 阵 进行 LU 与 SVD 分 解 。 
3 是 和 学 
92940 1120 
ps i 二 和 | 起 三 
是 他 及 认 
99479 0020 
698956 


试 判定 下 面 矩 阵 是 否 为 正定 矩阵 ,如果 是 , 则 得 出 其 Cholesky 分 解 和 矩阵。 


0 区 着 证 人 十 :看 
2 让 入 区 | 下 
A=|1373 4|,B=|9 12 18 7 13 
0 办 公允 6 如 
21 和 轴 汪汪 兴 i :0 
试 判 定 下面 的 矩阵 是 否 为 正定 矩阵 ,如 果 是 正定 抉择 则 求 出 其 Cholesky 分 解 。 
证 坊 : 逢 型 本 
8B 人 村 3 5 8 测 
Sl | 
攻 要 汉 看 2 So M0. 6 
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(23) 


(24) 


(25) 
(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


对 非 正定 的 符号 矩阵 , MATLAB 函数 chol() 并 不 能 得 出 矩阵 的 Cholesky 分 解答 阵 。 试 根据 
给 出 的 算法 编写 一 个 可 以 完成 Cholesky 分 解 的 函数 。 提 示 , 可 以 参考 下 面 的 函数 。 试 构造 一 个 
元 素 均 为 整数 的 非 正 定 对 称 和 矩阵, 对 其 进行 Cholesky 分 解 ,并 检验 结果 。 


试 对 下 列 甜 阵 进行 Jordan 变换 ,并 得 出 变换 矩阵 。 
-2 0.5 -0.5 0.5 
cd 

流 。 建构 td = 8 

考虑 习题 (24) 中 的 天 阵 , 试 选择 合适 的 变换 矩阵 ,将 其 变换 为 相伴 矩阵 的 形式 。 

试 求 出 下 面 矩 阵 的 特征 值 与 Jordan 标准 型 ,已 知 原 给 阵 含有 复数 特征 根 , 试 找 出 实 变换 矩 阵 
并 实现 Jordan 标准 型 的 变换 。 


= = < 
= 入 和 站 


= = 
有 光一 = 

2 2 0 3 2 0 

1 


= 名 和 漠 多 型 
了 T = 加 = 时 下 = 和 了 
如 下 
试 求 下 面 齐 次 方程 的 基础 解 系 。 


6zli 十 z2 十 473 一 774 一 3z5 王 0 


—221 一 7za 一 8za 十 6r4 一 0 王国 
@O4 41+5z2+z3— 6r4+8rs=0 @A=|0 3 2 2 1 
一 3471 + 36z2 十 9za 一 2174 + 49zs = 0 二 


一 26zi 一 12z2 一 27za + 2774 十 17z5 = 0, 
试 求 下 面 线性 代数 方程 的 解析 解 与 数值 解 ,并 检验 解 的 正确 性 。 
和 = 3 = -1 = = 0 
邓 一 区 遇 X= ee 一 
8 = = =% 8 i A 村 如 
一 = = 9 -5 3 
试 求解 线性 代数 方程 组 ,并 检验 解 的 正确 性 。 


本 
| 本 浊 革 交 
判 断 当 a,b 取 何 值 时 ,下 面 方 程 有 解 ,并 求 出 解 的 一 般 形式 。 

| ZT1 十 TZ2 十 Z3 十 T4 十 TZ5 二 1 
| @ 


Dawo 


6 时 
1 2 
1 5 
4 6 


3rli 十 2rzo 十 za 十 Z4 一 3z5 一 Q 
全 人 za 十 2za 十 2z4 十 6z5 一 3 
na 521 + A472 + 373 + 374 — Z5 = bo 
试 判 定 下 面 两 个 矩阵 是 否 相 似 。 如 果 相 似 ,应 该 选择 什么 样 的 变换 矩阵 可 以 将 入 变换 成 BB? 
= 镍 ”和 生 ，: 和 态 省 = 三 /本 -Wi 一 
下 | -as -9 0 | ee 3/4 -15/4 -1/4 0 
二 中 浊 i 
yo 2 -3/2 1/2 - 没 
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(32) 试 判 定 下 面 的 线性 代数 方程 是 否 有 解 。 


2 3 了 
5 XL 了 殉 | 洛 3 
pT 8 各 | 入 二 | 
4 14 15 1 
(33) 试 求 出 线性 代数 方程 的 解析 解 ,并 验证 解 的 正确 性 。 
多 9 4 到 5 8 6 和 9 
12 2 8 志 3 3 学 5 12 
9 0 3 5 5 10 4 12 
本 “于 6 6 9 9 = 
下 名 1 4 6 8 La 0 5 
区 二 -90 下 -1 ‘18 10 18 
= -20 2 
(34) 对 下 面 的 给 阵 和 A 和 电 , 试 计算 A@B 和 BB@ A 和 ,并 判定 二 者 是 否 相 等 。 
1210 303 
大 二 2 110|， 各 二 | 入 守重 
-Wh 
SO 
(35) 类 似 于 Kronecker 夹 积 A @ 电 ,还 可 以 定义 出 两 个 矩阵 的 Kronecker 和 有 AA 田 如 ,其 数学 表示 为 
al 十 已 … am+B 
A@B= : < : 
anit+B … am+B 


试 仿照 kron() 函数 编写 出 计算 Kronecker 和 的 通用 函数 kronsum()。 
(36) 试用 数值 方法 和 解析 方法 求解 下 面 的 Sylvester 方程 ,并 验证 得 出 的 结果 。 
3 =6 = 有 $ = 二 
L 4 2 = 才 


和 = 4 1 2 
= -= -6 
= WB t=11 0D = 名 一 而 6 一 4 一 4 
0 4 0 3 4 = 和 = 
(37) 试 求 出 下 面 矩 阵 方 程 的 解析 解 并 验证 得 出 的 结果 ,a 满 足 什 么 条 件 时 方程 无 解 ? 
= 和” 1 二 和 二 归 人 < 疹 
-1 0 -1|X+X|a 3 0 = 1 0 | =0 
1 -1 2 3 -2 2 | 生生 一 
(38) 试 求 离散 Lyapunov 方程 4XA4T 一 和 十 @=0 的 数值 解 与 解析 解 , 其 中 
-2 -1 0 -3 一 12 一 16 14 一 8 
-2 -2 -1 -3 一 20 25 11 一 20 
nt i a 到 = 和 
= 一直 全 有 = 没 —4 —10 21 10 


(39) 试 求解 下 列 的 Diophantine 方程 并 验证 所 得 的 结果 。 
@O4(z) =1-0.7z, 了 B(z) = 0.9 一 0.6z,C(z) = 2z2 十 1.573， 
@A(z)=1+0.6z 一 0.08z2 十 0.152z3 十 0.0591z4 一 0.0365z5， 
妃 (z) =5 一 4z 一 0.25z2 十 0.42z3，C (z) = 1。 
(40) 假设 某 Riccati 方 程 的 数学 表达 式 为 PA+ ATP-PBR1BTP+Q=0, 且 已 知 
0 和 0 3 6 53 


2 6 =2 一 16 4 5 6; 汉 
| -有 卫 | 和 证 
4 4 2 


和 省” 省 一 珊 9 友 


加 心心 
Ey 
ll 
一 一 
请 
a 
一 
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试 求解 该 方程 ,得 出 已 矩阵 ,并 检验 得 出 解 的 精度 。 

(41) 某 些 函数 可 以 用 多 项 式 函 数 , 如 Taylor 因 级 数 来 表示 ,对 这 些 函 数 来 说 ,如 果 用 矩阵 4 去 取代 
自 变量 z, 则 可 以 求 出 矩阵 非 线性 函数 的 值 。 对 下 面 的 非 线性 矩阵 函数 试 编写 出 相应 的 求解 M 
函数 ,并 和 funm() 或 funmsym() 函数 的 结果 进行 比较 。 

(es 


a a Ey 
OeosA=I- 囊 4+ 有 HA- 而 t+ 
e lL Ls 13385 im he (2n)! 2n+1 | ... 
@arcsinA A+5.54 Da.6.74 毕 + gna 1) 4 * 
1 2 工 a_1 4 全 Was n 
@InA=A-I-3(4-D?+5(4-1) -3(A-D'+.+ (A-D"+.… 
(42) 已 知 自治 型 线性 微分 方程 2'(t) 二 Az(t) 的 解析 解 可 以 写成 Z(t) = eAtz(0), 试 求 出 下 面 自治 
微分 方程 的 解析 解 = 站 区 于 -六 
= 对 = =1 0 
w= ob zd, z(0)=|) 
0 0 0 一 4 1 


(43) 试 求 出 下 面 给 定 矩 阵 入 的 对 数 函 数 和 矩阵 In 4 和 ln At, 并 用 可 靠 的 expm() 函数 验证 结果 。 
和 

-2 -5/2 -1/2 1 

1 -3/2 -8/2 > 

3 -1/2 -1/2 -4 

(44) 试 求 出 下 面 矩 阵 的 三 角 函 数 sin At,cos 4t,tan At 和 cot 4t。 

-15/4 3/4 -1/4 0 :省 看 WV 

3/4 -15/4 14 0| 4 
-1/2 1/2 -9/2 0|，“ 2 一 
7/2 -7/2 12 -1 ee 


(45) 假设 已 知 某 Jordan 块 矩 阵 入 及 其 组 成 部 分 为 


流 三 


A 3 全、 电 -5 1 动 

A= A» ;Ai=| 0 -3 1 |, 4 | =| 请 二 和 
As 和 全 = 一 际 

Bi wh 证 | = 


试用 解析 解 运算 的 方式 得 出 eat,sin (24 了 ,ee 42 十 sin(43t)4t 十 esin4t。 
(46) 假设 已 知 矩 阵 和 A, 试 求 出 e4t,sin 4t,e4tsin (42e4tt) 和 AKk。 
一 45 0 0.5 ”一 1.5 
-8 =4 1s <08 


1.5 1 =25 1 
0 -和 一 和 


(47) 试 求 出 习题 (43) 中 44 答 阵 的 [4 与 54, 并 检验 结果 。 
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积分 变换 技术 可 以 将 某 些 难以 分 析 的 问题 通过 映射 的 方式 映射 到 其 他 域内 的 表达 式 后 再 
进行 分 析 。 例 如 ,Laplace 变换 可 以 将 时 域 函 数 映射 成 复 域 函数 , 从 而 可 以 将 某 时 域 函数 的 微分 
方程 映射 成 复 域 的 多 项 式 代数 方程 , 使 得 原 微分 方程 在 诸多 方面 ,如 稳定 性 、 解 析 解 等 方面 更 便 
于 分 析 , 这 样 的 变换 方法 构成 了 经 典 自动 控制 理论 的 基础 。 在 实际 应 用 中 , Fourier 变换 .Mellin 
变换 及 Hankel 变 换 都 是 有 其 应 用 领域 的 .如 何 利 用 计算 机 求解 积分 变换 的 解析 解 是 本 章 主要 
介绍 的 问题 之 一 。 如 果 读者 没有 学 过 积分 变换 与 复 变 函 数 课程 ,也 可 以 利用 类 似 于 第 3 章 介绍 
的 方法 , 直接 由 计算 机 求解 相关 问题 。 

5.1 节 将 首先 介绍 Laplace 变 换 与 反 变换 的 定义 及 基本 性 质 ,然后 介绍 用 MATLAB 语 言 
中 的 符号 运算 工具 箱 函 数 求 取 Laplace 变 换 及 反 变换 问题 的 解析 解 方法 ,还 给 出 了 复杂 函数 
Laplace 反 变换 的 数值 求解 方法 与 应 用 实例 .5.2 节 将 介绍 Fourier 变换 及 反 变换 的 定义 、 性 质 和 
变换 问题 的 MATLAB 解法 , 并 介绍 Fourier 余 弦 变 换 、 正 弦 变 换 、 离 散 Fourier 正 余弦 变换 等 问 
题 的 计算 机 求解 方法 , 并 介绍 快速 Fourier 变换 的 求解 与 应 用 。5.3 节 将 介绍 Mellin 变换 ,Hankel 
变换 等 问题 的 MATLAB 语言 的 求解 算法 , 可 以 得 出 函数 的 相应 变换 及 反 变 换 .z 变换 是 另 一 类 
实用 的 变换 方法 , 该 变换 方法 也 是 离散 控制 理论 的 数学 基础 .5.4 节 将 介绍 2 变换 及 其 反 变 换 的 
定义 和 性 质 , 并 介绍 基于 MATLAB 语 言 符号 运算 工具 箱 的 > 变换 问题 的 计算 机 辅助 求解 方法 。 
本 章 的 另 一 个 主要 问题 是 复 变 函数 问题 及 其 MATLAB 语 言 求解 ,可 以 用 5.5 节 中 介绍 的 方法 
计算 复 变 函数 的 奇 点 与 留 数 , 进行 部 分 分 式 展开 等 运算 , 讨论 了 有 理 函 数 Laplace 反 变换 的 求解 
方法 和 化 简 方法 ,基于 留 数 定理 还 探讨 了 封闭 曲线 积分 的 求解 方法 。5.7 节 还 将 介绍 各 种 差分 方 
程 的 求解 方法 。 


5.1 Laplace 变 换 及 其 反 变换 


法 国 数学 家 Pierre-Simon Laplace(1749-1827) 引 入 的 积分 变换 可 以 巧妙 地 将 一 般 常 系数 
微分 方程 映射 成 代数 方程 , 葛 定 了 很 多 领域 , 如 电路 分 析 、 自 动 控 制 原理 等 的 数学 模型 基础 .本 
节 将 首先 介绍 Laplace 变换 及 其 反 变换 的 定义 与 性 质 ,然后 介绍 利用 计算 机 数学 语言 MATLAB 
求解 Laplace 变 换 及 其 反 变换 的 方法 与 应 用 ,最 后 给 出 复杂 函数 Laplace 反 变换 的 数值 求解 方 
法 与 实用 函数 。 

5.1.1 Laplace 变 换 及 反 变换 的 定义 与 性 质 
一 个 时 域 函 数 f(t) 的 Laplace 变 换 可 以 定义 为 
[fg 一 | jeradt 一 Fo) (5-1-1) 
0 
式 中 , .多 [f(tj 为 Laplace 变 换 的 简单 记号 。 
下 面 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 常 用 的 Laplace 变 换 性 质 。 
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(1) 线性 性 质 ,车 a 与 5 均 为 标量 , 则 .名 [af(t) 土 5g(t)] = a 多 [f(t) 圭 blg( 四 ]。 
(2) 时 域 平移 性 质 。. 儿 [f(t 一 a)] =e “FF(s)。 

(3) s- 域 平移 性 质 .le f(t)] = F(s 十 a)。 

(4) 微分 性 质 ,- 儿 [df()/dt] = sF(s) 一 了 (0+), 一 般 地 ,n 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 


多 [的 1/ 各] = 5 FE(s) — sf(0t)—s" fF(0t)—..— ft) (5-1-2) 
若 假设 函数 f(t) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0, 则 式 (5-1-2) 可 以 简化 成 
ZZ[d"f(t)/dt"] = s"F(s) (5-1-3) 


此 性 质 事实 上 是 微分 方程 员 对 成 代数 方程 的 关键 式 子 。 
(5) 积分 性 质 . 若 假设 零 初始 条 件 ,多 | 


0 


f(7) | 二 (3) ,一般 地 ,函数 f(t) 的 nn 重 积分 


5 


的 Laplace 变换 可 以 由 下 式 求 出 t pt F(s) 
2|| -| an 二 (5-1-4) 
0 0 5 
(6) 初 值 性 质 .lim f(t) — lm sF(s)。 
(7) 终 值 性 质 。 如 果 下 (s) 没 有 s > 0 的 极点 ， 则 Jim f(t) = lim sF(s). 
(8) 卷 积 性 质 。. 名 [f(t) * g(t) = - 儿 [f()]. 多 [g(t)]; 式 中 , 卷 积 算 子 * 的 定义 为 
t t 
tO0*90 = | 10ndr = | -nsodr (5-1.5) 
(9) 其 他 性 质 。 
Gt"f (0)] ss 过 得 下 | | -| F(s)ds" (5-16) 


如 果 已 知 函 数 的 Laplace 变 换 表 达 式 F(s), 则 可 以 通过 下 面 的 反 变 换 公 式 反 演 求 出 其 
Laplace 反 变换 1 [otioo 
f(t) = 2-1[P(s)] = | ~ Fl(s)es'ds (5-1-7) 
mj Jo jco 
其 中 ,oa 大 于 下 (s) 的 奇 点 实 部 , 奇 点 的 概念 将 在 后 面 给 出 。 
5.1.2 Laplace 变换 的 计算 机 求解 
求解 已 知 函 数 的 Laplace 变 换 的 解析 解 必须 借助 于 计算 机 数学 语言 , 如 本 书 介 绍 的 
MATLAB 语 言 .MATLAB 语 言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 轻松 地 求解 Laplace 变 换 问题 ,具体 的 
变换 及 反 变 换 问题 的 求解 步 又 为 : 
(1) 用 syms 命令 声明 符号 变量 t, 这 样 就 能 描述 时 域 表达 式 了 。 
(2) 直接 调用 laplace() 函数 ,就 可 以 得 出 所 需 的 时 域 函数 Laplace 变换 式 子 
F=1aplace(f) % 采 用 默认 的 t 为 时 域 变 量 
五 =1laplace(f,v,u) ”% 用 户 指 定时 域 变 量 v 和 复 域 变 量 名 
还 可 以 考虑 采用 simplify() 等 函数 对 其 进行 化 简 。 
(3) 对 复杂 的 问题 来 说 ,得 出 的 结果 形式 通常 需要 调用 simplify() 函数 化 简 , 此 外 , 有 时 
变换 的 结果 难以 阅读 ,所 以 需要 调用 pretty() 函数 或 latex() 函数 对 结果 进行 进一步 处 理 ,可 
以 在 屏幕 上 或 利用 JITFX 的 强大 功能 将 结果 用 可 读 性 更 强 的 形式 显示 出 来 。 
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如 果 已 知 Laplace 变换 式 子 , 则 应 该 首先 给 出 Laplace 变 换 式 子玉 ,然后 采用 符号 运算 工具 
箱 中 的 ilaplace() 函数 对 其 进行 反 变 换 。 该 函数 的 调用 格式 为 


获得 变化 式 后 也 可 以 对 之 进一步 化 简 和 改变 显示 格式 。 

例 5-1 已 知 函 数 jb = te sin(t 十 ), 试 求 取 该 函数 的 Laplace 变换 。 

解 分 析 原 题 , 可 以 先 声明 t 为 符号 变量 ,再 用 MATLAB 语句 表示 给 定 的 (ti) 函数 ,然后 就 可 以 用 下 
面 的 语句 对 该 函数 进行 Laplace 变换 


有 
直接 得 出 原 函 数 的 Laplace 变换 为 F(aj = 2 5 一 23+ ，。 
((s+22+D (e+22+1T) 
例 5-2 假设 给 出 的 函数 为 flz) = z2e-2z sin(z 十 zt), 试 求 其 Laplace 变换 , 并 对 结果 进行 Laplace 反 
变换 ,看 是 否 能 变换 回 原 函 数 。 
解 同样 可 以 采用 laplace() 函数 求解 该 问题 


可 见 , 这 样 的 结果 和 上 面 的 例子 是 完全 一 致 的 ,但 需要 按 要 求 做 一 下 变量 替换 。 使 用 Laplace 反 
变换 的 函数 ilaplace( 开 ) 得 出 原 函 数 一 t2e 2tsint, 因为 sin(t 二 7) 二 一 sint。 
例 5-3 试 求 出 下 面 函 数 的 Laplace 反 变换 。 
ca 一 17z5 一 7z4 十 2z3 十 z2 一 了 十 1 
26 + 1125 + 4824 十 106z3 十 125z2 十 757 十 17 
解 从 原来 给 出 的 问题 ,似乎 用 下 面 的 语句 就 能 直接 求解 出 所 需 结 果 


得 出 的 结果 可 读 性 很 差 。 事 实 上 ,这 样 的 问题 因为 方程 ze 十 1175 十 48z4 十 106z3 十 125z2 十 757 二 17 二 0 
不 存在 解析 解 ,所 以 导致 原 问题 不 存在 解析 解 。 若 利用 MATLAB 的 变 精度 算法 vpa(f) 则 可 以 得 出 
高 精度 的 数值 解 ,这 里 因 篇 幅 所 限 将 其 解 表示 为 

y(t) = 一 556.2565e-3.2617 十 1.7589e™1.0778t cos 0.6021t + 10.9942e—1.0778t sin 0.6021t 

十 0.2126e-0.5209t + 537.2850e-2.5309t cos 0.3998 一 698.2462e-2.5309t sin 0.3998t 

例 5-4 对 例 5-1 给 出 的 原 函 数 了 (t), 试 得 出 .多 [d5f(t)/dt5] 和 s5.Z[f(t)] 之 间 的 关系 。 
解 如 果 想 求解 这 样 的 问题 ,可 以 利用 符号 运算 工具 箱 中 的 diff() 函数 对 函数 f(t) 求 五 阶 导 数 , 再 
进行 Laplace 变换 , 则 


对 f(t) 进行 Laplace 变 换 ,并 将 变换 结果 磁 以 s5, 将 得 出 的 结果 与 前 面 直接 得 出 的 结果 相 减 ,可 以 得 
到 差 为 6s 一 48。 


由 于 二 者 之 差 不 为 0, 所 以 看 起 来 和 式 (5-1-3) 是 不 同 的 。 这 是 因为 f(t) 函数 有 了 (0)=f'(0)=0， 
但 其 高 阶 导 数 在 t= 二 0 处 的 值 不 为 0, 故 不 满足 式 (5-1-3), 而 满足 式 (5-1-2)。 由 式 (5-1-2) 直 接 可 见 ， 
考虑 初始 条 件 后 ,得 出 的 结果 和 上 述 的 差 完 全 一 致 。 
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例 5-5 试 推导 出 .多 [d?f(t)/dt3] 的 微分 公式 。 

解 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 还 可 以 进行 一 些 简单 的 Laplace 变换 公式 推导 。 假 设想 导出 f(t) 的 
二 阶 导 数 的 Laplace 变换 ,首先 应 该 先 定义 一 下 f(t) 函数 ,这 可 以 通过 如 下 语句 实现 ,并 推导 出 二 阶 
导数 的 Laplace 变换 公式 


得 出 的 结果 为 s*2*laplace(f(t),t,s)-s+rf(0)-D(f)(0), 其 数学 表示 为 s2P(s) 一 sf(0) 一 了 (0)， 
展开 即 可 发 现 ,该 结果 与 式 (5-1-2) 中 的 式 子 完全 一 致 。 当 然 ,该 功能 可 以 进一步 引申 , 求 出 函数 八 阶 
导数 的 Laplace 变换 


例 5-6 已 知 f(t) =e-5tcos(2t 十 1) 十 5, 试 求 出 .2[d5f(t)/dt5]。 
解 这 个 例子 是 上 个 例子 的 引申 。 若 已 知 某 具 体 函 数 了 (t), 则 可 以 将 diff() 函数 与 laplace() 函数 
结合 起 来 使 用 ,这 样 用 下 面 的 MATLAB 命令 则 可 以 得 出 所 需 的 结果 


其 结果 为 局 二 (1475cos1s 一 1189cos1 一 24360sin1 一 4282sin1s)/(s? 十 10s 十 29)。 对 化 简 后 的 结 
果 其 实 还 可 以 采用 其 他 化 简 方 法 微调 ,例如 , 想 将 分 子 多 项 式 合并 同类 项 , 则 可 以 给 出 如 下 语句 


则 将 得 出 的 显示 结果 为 
Fi(s) 


5.1.3 Laplace 变换 问 题 的 数值 求解 


前 面 给 出 了 Laplace 变 换 的 求解 函数 1aplace(), 该 函数 可 以 推导 出 很 多 时 域 函数 的 
Laplace 变 换 的 解析 解 ,同时 也 有 很 多 函数 Laplace 变 换 的 解析 解 不 存在 或 不 适合 用 解析 解 方法 
求解 ,所 以 应 该 考虑 数值 方法 求解 Laplace 变换 问题 。 

Juraj Valsa 开 发 了 基于 数值 方法 的 Laplace 反 变换 的 MATLAB 函数 INVLAP() [lh 3, 该 函 
数 的 调用 格式 为 [ENVIARCNARN ER 天 ], 其 中 , 原 函 数 由 含有 字符 s 的 字符 
串 表示 , (to 如) 为 感 兴趣 的 区 间 且 如 关 0, N 为 用 户 选择 的 计算 点 数 ,用 户 可 以 选择 不 同 的 N 什 
来 检验 运算 的 结果 。“ 其 他 参数 ”的 选取 可 以 参考 原 函数 的 联机 帮助 ,不 过 这 里 建议 : 除非 特别 
需要 没有 必要 去 人 为 修改 这 些 默认 参数 。 

对 源 程序 代码 进行 扩展 , 可 以 建立 新 的 函数 清单 如 下 


(1475 cos1 一 4282sin 1) s — 1189 cos1 — 24360sin 1 
52 十 10s 十 29 
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该 函数 的 调用 格式 如 下 


该 函数 支持 多 种 调用 格式 , 其中, G 为 Laplace 变换 表达 式 的 字符 串 , 如 果 同 时 提供 了 五 , 则 
G 为 前 向 通路 的 传递 函数 模型 字符 串 , 五 为 负 反 馈 回路 传递 函数 的 字符 串 ; 如 果 需 要 描述 输入 
信号 , 则 久 可 以 为 输入 信号 的 Laplace 变 换 字符 串 ,或 输入 时 域 信号 的 匿名 函数 句柄 ;输入 信号 
还 可 以 由 采样 点 (t2, uz) 表示 ;如果 只 考虑 G 模 型 的 响应 ,可 以 将 五 设置 为 0。 
例 5-7 试用 数值 方法 重新 求解 例 5-3 中 给 出 函数 的 Laplace 反 变换 的 问题 。 
解 由 前 面 给 出 的 例题 可 知 , 虽然 原 问 题 的 解析 解 是 未 知 的 ,可 以 通过 符号 运算 工具 箱 相关 函数 求 出 
高 精度 的 数值 解 。 对 同样 的 问题 , 可 以 利用 MATLAB 语句 将 其 变换 成 关于 s 的 字符 串 变量 G, 对 其 
进行 数值 求解 , 则 可 以 得 出 该 函数 Laplace 反 变换 的 数值 解 。 和 精确 的 数值 解 相 比 ,这 个 例子 的 相对 
误差 为 1.83x10-59%6, 应 该 满足 一 般 科 学 运算 的 要 求 。 


从 计算 量 看 ,如 果 将 计算 点 数 从 100 增 加 到 5000, 采 用 INVLAP_new() 函数 所 需 时 间 为 0.61s, 而 
采用 ilaplace() 与 subs() 函数 则 需 时 261s, 可 见 对 某 些 问题 来 说 ,采用 数值 方法 更 高 效 。 


在 一 般 应 用 中 ,如 果 某 复杂 系统 G(s) 输 入 信号 的 Laplace 变 换 可 求 且 已 知 为 R(s), 可 以 得 
出 输出 信号 的 Laplace 变 换 表 达 式 为 Y(s) = G(s)U(s), 则 可 以 通过 前 面 给 出 的 方法 得 出 输出 
信号 的 数值 解 。 , 

,0.4 0. 

例 5-8 考虑 已 知 的 Laplace 变换 表达 式 Ga) = -CO 下 人 人 二 二 
方法 绘制 出 t€ (0,1) 区 间 内 的 Laplace 反 变换 时 域 函数 曲线 。 
解 该 函数 不 能 用 ilaplace() 函数 求 取 Laplace 反 变换 解析 解 ,只 能 采用 数值 方法 求解 此 问题 。 选 
择 计算 点 数 入 二 1000, 则 可 以 由 下 面 的 语句 对 G(s) 进行 Laplace 反 变换 ,得 出 的 时 域 函 数 曲 线 如 


试用 数值 
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图 5-1 所 示 。 增 加 计算 点 数 到 及 一 5000 仍然 能 得 出 一 致 的 结果 ,说 明 这 样 得 出 的 结果 是 正确 的 。 


0 02 而 0.6 08 
图 5-1 数值 Laplace 反 变换 时 域 函数 曲线 
值得 指出 的 是 ,分 数 阶 多 项 式 PP(z) 本 身 的 精确 解 应 该 对 应 于 无 穷 级 数 ,其 Laplace 反 变换 的 解 

析 解 是 不 可 能 求 出 的 ,必须 借助 于 数值 方法 来 求解 原始 问题 。 另 外 , 该 数值 算法 速度 足够 快 ,实际 求 

解 时 间 只 需 0.3s。 

如 果 给 出 函数 u(t) 的 Laplace 变 换 的 解析 解 是 不 存在 的 , 则 可 以 考虑 对 原始 的 问题 用 数值 
方法 求解 输入 信号 的 Laplace 变换。 分 析 INVLAP() 源 程 序 可 见 , 该 函数 主要 采用 循环 结构 ,每 一 
个 循环 步骤 内 生成 一 个 s 向 量 ,根据 该 向 量 可 以 采用 数值 积分 的 方法 求 出 输入 信号 的 Laplace 
变换 Zult) = 下 zu(t)e-stdt = U(s) (5-1-8) 

0 

其 中 ,s 为 向 量 。 由 于 积分 中 含有 e -对 项 ,在 实际 应 用 中 只 要 求解 的 时 间 区 间 (0, 如 ) 足 够 大 , 即 可 

以 用 该 有 限时 间 内 的 积分 代替 无 穷 积 分 ,得 出 近似 的 数值 Laplace 变换。 如 果 输入 信号 只 是 已 知 

一 些 样本 点 向 量 zo,uo, 则 实际 w(t) 信号 在 t+ 时 刻 的 值 可 以 通过 插值 求 出 , 插值 方法 在 第 8 章 中 

将 详细 叙述 。 

例 5-9 假设 前 面 给 出 的 G(s) 为 菜系 统 的 分 数 阶 传递 函数 模型 , 试 求 出 该 系统 在 u(t) = er03tsin 妈 

激励 下 的 响应 曲线 。 

解 分 数 阶 传递 函数 的 输入 方法 与 前 面 给 出 的 完全 一 致 ,将 输入 信号 用 匿名 函数 描述 出 来 , 则 可 以 由 

下 面 的 语句 计算 出 输出 信号 的 曲线 ,如 图 5-2 所 示 。 该 函数 内 部 采用 了 数值 积分 运算 , 耗 时 比 前 面 介 

绍 的 Laplace 反 变换 数值 算法 长 得 多 , 大约 需 要 9s。 若 想 解决 耗 时 问题 需要 在 算法 上 有 所 突破 。 


现在 重新 考虑 输入 信号 ,假设 已 知 在 t e (0,15) 周期 内 已 知 的 采样 点 可 以 直接 如 下 求 出 ,基于 
这 些 样本 点 可 以 求 出 输出 信号 的 数值 解 ,该 解 与 前 面 得 出 的 完全 一 致 , 但 由 于 该 函数 内 部 采用 了 插 
值 运算 ,所 以 耗 时 极 长 ,计算 点 数 缩减 一 半 以 后 本 例 仍 需要 大 约 90s 的 时 间 。 


第 5 章 积分 变换 与 复 变 函 数 问题 的 求解 5 


-02 
0 5 10 
图 5-2 复杂 分 数 阶 系 统 的 输出 曲线 
例 5-10 假设 复杂 开 环 无 理 模型 如 下 国 , 试 绘制 单位 负 反 馈 统 的 阶 跃 响应 曲线 。 
_ [sinh(0.1V3)]? 1 
ca= P| vas 

解 开 环 无 理 传递 函数 可 以 由 字符 串 表 示 , 这 样 由 下 面 语句 直接 绘制 出 系统 的 闭环 阶 跃 响应 曲线 ,如 
图 5-3 所 示 。 


0 2 4 6 10 
图 5-3 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 


5.2 ”Fourier 变换 及 其 反 变 换 


5.2.1 Fourier 变 换 及 反 变 换 定义 与 性 质 


Fourier 变换 的 一 般 定义 为 击 
F[f(t)] = | je ivtdt = F(w) (i 


如 果 已 知 Fourier 变换 式 下 (w), 则 可 以 由 Fourier 反 变换 公式 反 演出 f(t) 函数 为 
f(t) =F-1F(w)] = 站 | ~ Fw)evtgw (5-2-2) 


这 里 仍 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Fourier 变换 的 性 质 。 
(1) 线性 性 质 .车 a 与 5 均 为 标量 , 则 .多 [af(t) 土 bg(D)] = a 多 [AD] 土 28[oG]。 
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(2) 平移 性 质 ,.F[f(t 土 a)] = eti%*F(w)。 
(3) 复 域 平移 性 质 ,.Z[etiotf(t)] = F(w 千 a)。 
(4) 微分 性 质 。 多 [df(t)/dt] =jwF(w), 一 般 地 ,n 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 


了 [大 /0| = Go)"Z[f(O) (5.23) 
(5) 积分 性 质 .多 | yojd| 三 人 9 一般 地 ,函数 /0) 的 " 重 积分 的 Fourier 变换 可 

以 由 下 式 求 册 
>| | f(r)dr™ = G24) 


(6) 尺度 变换 .多 [Flat] = F(w/a)/a: 

(7) 卷 积 性 质 ,. 多 [f(t) * g(t)] = 多 [fb] 殉 [g(], 其 中 , 卷 积 定义 仍 为 式 (5-1-5) 。 
5.2.2 Fourier 变 换 的 计算 机 求解 

和 Laplace 变 换 一 样 ,应 该 先 声明 符号 变量 ,并 定义 出 原 函 数 为 ,这 样 就 可 以 按 如 下 的 格 
式 调用 Fourier 变换 求解 函数 fourier() ,得 出 该 函数 的 Fourier 变换 式 


给 出 了 Fourier 变换 表达 式 , 则 可 以 通过 ifourier() 函数 求解 该 函数 的 Fourier 反 变换 问 
题 ,该 函数 的 具体 调用 格式 为 


从 上 面 的 语句 可 以 看 出 , 如 果 定 义 了 已 知 函数 , 则 可 以 用 一 个 语句 求解 出 其 Fourier 变换 
或 反 变换 式 ,变换 函数 的 调用 和 Laplace 变 换 一 样 简单 .如 果 已 知 的 是 MATLAB 得 出 的 Fourier 
变换 式 , 则 可 以 直接 使 用 ifourier() 函数 进行 变换 。 
例 5-11 考虑 f(t) = 1/( 妇 十 a2),a > 0, 试 写 出 该 函数 的 Fourier 变换 式 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 原 范 数 的 Fourier 变换 ,得 出 F = re-olel/a。 


例 5-12 假设 时 域 函 数 为 f(t) = sin2(at)/t,a > 0, 试 求 出 其 Fourier 变换 。 
解 由 给 定 的 式 子 ,可 以 用 下 面 的 语句 获得 原 函 数 的 Fourier 变换 


得 出 的 结果 为 一 zj heaviside( 一 2a 一 w)/2 一 zj heaviside(2a 一 w)/2 十 可 heaviside( 一 w), 其 中 ,heav- 
iside(z) 函数 为 z 的 阶 路 函数 , 又 称 为 Heaviside 函数 , 当 z > 0 时 ,该 函数 的 值 为 1,z 二 0 取 0.5, 否 
则 为 0。 当 w > 2a, 则 三 个 heaviside() 函数 的 值 均 为 1, 故 严 (w) = 0。 若 w < 一 2a, 则 三 个 函数 的 值 
均 为 0, 故 玉 (w) = 0。 若 0 < w < 2a, 则 第 二 和 第 三 个 heaviside() 的 值 为 1, 故 FF(w) = 一 j/2。 当 
0>w> 一 24, 则 下 (w) =jn/2。 综 上 所 述 , 原 函 教 的 Fourier 变换 可 以 手工 化 简 成 

0, lw| > 2a 


多 [f(t) -{ —jxsign(w)/2, |w| < 2a 
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例 5-13 假设 函数 为 f(t) =e-oltl/ Vil, 试 求解 Fourier 变换 问题 。 
解 先 考虑 用 现成 的 函数 fourier() 对 给 出 的 原 函 数 进行 变换 
>> syms Ww t; syms a positive; f=exp(-a*+abs(t))/sqrt(abs(t)); F=fourier(f,t,w) 
得 出 的 结果 为 V2r/(2VIw 一 jal) + V27/(2Vhw +jal)。 
5.2.3 Fourier 正弦 和 余弦 变换 
Fourier 正弦 变换 的 一 般 定 义 为 


多 [fd]= | "i= i (5-2.5) 

0 

Fourier 余弦 变换 的 一 般 定 义 为 。 
Rolf (= | Pv (5-2-6) 


MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 直接 提供 余弦 Fourier 变换 的 函数 ,所 以 可 以 考虑 
采用 符号 积分 的 方法 直接 求 取 余弦 Fourier 变换 。 下 面 将 提供 具体 例子 演示 正弦 和 余弦 Fourier 
变换 的 推导 方法 。 

例 5-14 试 求 出 f(t) =tre- 呈 ,a > 0,n 二 1,2,… ,8 的 余弦 Fourier 变换 。 
解 解决 这 样 的 问题 可 以 采用 循环 结构 ,对 不 同 的 i 值 ,可 以 用 直接 积分 的 算法 求 取 Fourier 余 弦 变 
换 ,并 将 得 出 的 结果 进行 化 简 , 如 表 5-1 所 示 。 

>> syms t; syms W real; syms a positive % 声 明 符号 变量 ,并 用 循环 求 变换 

for i=1:8, f=t"i*exp(-a*t); F=simplify(int(f*cos(w*t),t,0,inf)), end 
其 实 ,按照 数学 手册 四 中 给 出 的 公式 ,对 整数 nn, 可 以 得 出 


nt1 n+1 [n/2] 2m+1 
Re [tre-"] =nlRe (Gs 区) =nl ( ) Dy" (2) YY (527) 
m=0 


a2+w? 


表 5-1 n 取 不 同 值 时 Fourier 余弦 变 换 结果 


n 值 Fe[f (t)] 
i ow (+3w)a 和 十 2aw 十 w2)( 一 a2 — 2aw 十 w2) 242(o 一 10a2w2 十 5w4) 
(a2 十 w2)2， (az 十 w2)3 ， (a2 + w2)4 (a2 十 w2)5 
a = +w)(at+w)(a — dwatw?)(a tdvatw) vod 十 21la4uw2 一 35w4a2 十 7ws)a 
(a2 十 2)5 和 (a2 十 w2)7 
040(@ 十 4a3w 一 6a2w2 一 4aw3 十 w4) (ad 一 4a3w — 6a2w2 + 4aw? 十 4) 
由 (到 二 wa 
Md (~a? 十 3w2) (—a® + 33a4w? 一 27a2w4 十 3w6) 
(十 oaj5 


eat, 0O<zs<u 
0, 其 他 

解 研究 Fourier 余弦 变 换 定义 可 见 , 式 (5-2-6) 的 被 积 函 数 在 t € (a,o0) 区间 的 值 为 0, 这 样 ,其 积 
分 亦 为 0, 故 整个 积分 问题 就 变 成 t€ (0,a) 区 间 的 积分 问题 了 , 故 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 该 函数 的 
Fourier 余弦 变换 

>> Syms t w; syms a positive; f=cos(t); F=simplify(int(f*cos(w*t),t,0,a)) 


例 5-15 试 求 取 分 段 函 数 ft) 一 { 的 Fourier 余弦 变换 。 
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其 结果 是 分 段 函 数 
a/2 十 smn2a/4， we{-lb,1} 
F(w)= | sinla(w — DI/R(w -D+sinfle(w+D /B+D)), wg¢{-1,1} 
0, a=N/2&w=3 


如 果 将 了 用 分 段 函 数 直 接 表 示 , 也 可 以 得 到 一 致 的 结果 。 
~ >> f=piecewise('t<a and t>=0','cos(t)', 't>=a','0'); F-int(f*#cos(w*t),t,0,inf) | 


5.2.4 离散 Fourier 正 弦 \ 余 弦 变 换 


离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 又 称 为 有 限 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 , 和 前 面 介 绍 的 Fourier 正 
弦 \ 余 弦 变 换 相 比 ,其 积分 区 间 从 t+ € (0, co) 变 成 了 te (0,a), 故 其 定义 为 


k = k 
F(A) 上 f(sin Edt, Fe(h) | f(0) cos di (5-2.8) 
相应 地 , 可 以 定义 出 有 限 Fourier 正弦 、 余 弦 反 变换 为 


1(0 =2 DO FNsin ,fF(0) = LF(0) + 2 5 Fe(k) cos 
B=1 k= 


(5-2-9) 
a 
和 前 面 定义 的 不 同 , 反 变 换 不 再 是 积分 式 子 , 而 是 无 穷 级 数 的 求 和 。 下 面 通过 例子 介绍 如 何 


日 MATLAB 及 其 符号 运算 工具 箱 求 取 给 定 函 数 的 有 限 变 换 。 


例 5-16 | 和 8 及 22。 其 中 > 0, 访 未 其 两 艇 Fourier 正 获 变 接 。 


解 函数 的 离散 Fourier 正弦 变换 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 


得 出 的 结果 为 (一 1)*/2a2(( 一 1)*+1/2 一 j))/(k2r2)。 
如 果 采 用 分 段 函数 的 方式 描述 了 函数 ,也 可 以 得 出 完全 一 致 的 结果 。 


5.2.5 快速 Fourier 变 换 

从 前 面 的 叙述 看 只 有 一 部 分 简单 的 函数 可 以 通过 各 种 Fourier 变 换 的 公式 得 出 其 相应 的 变 
换 表达 式 ,限制 了 这 样 解析 变换 方式 在 实际 中 的 应 用 ,在 实际 应 用 中 ,更 多 地 采用 数值 形式 直接 
对 信号 的 采样 值 进 行 离散 Fourier 变换 .离散 数据 zi,i = 1,2,… ,六 的 Fourier 变换 是 数字 信和 号 
处 理 的 基础 .离散 Fourier 变换 的 数学 表示 为 


N 
Xk) = 》 zie DN, 其 中 , 1S EEN (5-2-10) 
t=1 
其 逆 变 换 定义 为 a 
z(k) = DX DD/N, 其 中 , 1<k<N KE 
i=1 
快速 Fourier 变换 (fast Fourier transform,FFT) 技 术 是 求解 离散 Fourier 变换 的 最 实用 、 也 
是 最 通用 的 方法 ,MATLAB 提 供 了 内 核 函数 fft(), 其 调用 格式 很 简单 ,为 REED ,可 以 直 
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接 进 行 FFT 变换 ,而 ifEEG 有 可 进行 反 变 换 .fft() 函数 可 以 高 效 地 求解 FFT 问题 , 另 一 个 
显著 特点 是 它 可 以 对 任意 长 度 的 向 量 进行 变换 , 而 不 要 求 所 变换 的 向 量 长 度 满足 2? 一 1 约束 。 
例 5-17 假设 给 定数 学 函数 了 人 二 12sin(2x xt 十 /4 十 5cos(2r x 和 外 ), 选 择 步 长 为 h, 对 其 进行 FFT 
变换 , 试 绘 制 变换 结果 的 幅 值 曲线 。 对 得 出 的 结果 试用 FFT 反 变换 的 方法 ,观察 是 否 能 通过 反 变换 
还 原 出 所 需 的 信号 。 
解 对 采用 的 采样 周期 hh, 时 间 区 间 为 t€ (0,th), 可 以 产生 工 个 时 间 值 夺 , 并 求 出 这 些 点 上 的 函数 值 为 
2i 其 相应 的 频率 点 可 以 由 如 二 1/(htn),2f0,3f0,… 构成 ,然后 可 以 由 语句 

>> h=0.01; t=0:h:10; x=12*sin(2*pi*t+pi/4)+5*cos(2*pi*4*t); X=fft(x); f=t/h/10; 

stem(f (1:floor(length(f)/2)),abs(X(1:floor(length(£)/2)))), xlim([0,10]) 

得 出 FFT 幅 值 与 频率 的 关系 ,如 图 5-4(a) 所 示 。 这 里 仅 取 一 半数 据 绘 制图 形 的 原因 是 为 了 避免 
FFT 分 析 的 频率 混合 (aliasing) 现 象 。 分 析 结 果 可 以 看 出 ,在 幅 值 曲线 上 有 两 个 峰值 点 ,对 应 的 频率 
值 为 1Hz 和 4Hz, 正 是 给 定 函数 中 的 两 个 频率 值 。 

快速 Fourier 逆 变换 可 以 由 ifft() 函数 直接 求解 ,误差 向 量 的 范 数 为 e 二 1.029x10-13 

>> ix=real(ifft(X)); plot(t,x,t,ix,':'); xlim([0,1]); e=norm(x-ix) 

这 样 得 出 的 逆 FFT 变换 结果 与 原 函 数 在 图 5-4(b) 中 给 出 。 可 以 看 出 二 者 完全 一 致 。 由 于 采样 点 

较 稀 朴 , 故 曲 线 看 起 来 不 是 很 光滑 。 


此 外 , MATLAB 还 提供 了 二 维 或 更 高 维 的 FFT 与 逆 FFT 函数 ,二 维 问题 可 以 调用 fft2() 
和 ifft2() 函数 ,而 高 维 问题 可 以 使 用 fftn() 和 ifftn() 函数 。 


8000 20 
6000 10 
4000 0 
2000 -10 
-20 
0 2 4 6 凶 10 0 02 0.4 0.6 0.8 
(a) FFT 分 析 的 幅 值 特性 (b) 道 FFT 与 原 函数 比较 


图 5-4 数据 的 FFT 分 析 


5.3 其 他 积分 变换 问题 及 求解 
除了 Laplace 变 换 和 各 种 Fourier 变 换 外 ,在 不 同 的 领域 还 需要 各 种 各 样 其 他 的 变换 , 如 
Mellin 变换 .Hankel 变换 等 ,实践 表明 ,新 版 本 的 符号 运算 工具 在 求解 这 两 种 变换 中 的 表现 不 很 
理想 ,所 以 建议 本 节 采 用 2008a 或 以 前 版 本 的 底层 Maple 直接 求解 相应 问题 ,尽管 新 版 本 标准 
的 MATLAB 符 号 运算 工具 箱 中 未 直接 提供 求解 这 些 变换 的 现成 函数 ,解决 这 些 问 题 仍 然 有 两 

种 方法 , 其 一 是 采用 直接 积分 的 方法 ; 其 二 是 采用 数值 积分 的 方法 。 
5.3.1 Mellin 变换 
Mellin 变换 可 以 定义 为 


MIf(7)] = | jazz 1dz = M(z) (5-3-1) 
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相应 地 ,Mellin 反 变换 可 以 定义 为 i 
f(z) = .AM(2)] = pl| ~ M(s)z qs (5-3.2) 
8 


MATLAB 符号 运算 工具 箱 并 没有 直接 可 用 的 Mellin 正 反 变换 的 函数 ,但 仍 可 以 通过 积分 
的 形式 计算 Mellin 变换 。 下 面 将 通过 例子 解决 这 类 问题 。 


例 5-18 考虑 时 域 函数 ft) = Int/(t 十 a), 其 中 ,a > 0, 试 求 其 Mellin 变换 。 
解 根据 定义 可 以 用 下 面 语句 求 取 该 函数 的 Mellin 变换 (注意 :新 版 本 无 法 得 出 所 需 的 解 ) 。 


经 过 化 简 ,可 以 立即 得 出 结果 .NW[f(t)] = az-lr(lnasinrz — xcosnz)csc? nz。 


例 5-19 假设 给 定 函 数 f(t) = 1/(t 十 a)", (a > 0), 对 若干 个 n 值 求 取 Mellin 变换 ,并 总 结 出 对 一 般 n 
值 的 规律 。 
解 下 面 的 语句 将 给 出 n 二 1,2,… ,8 时 Mellin 变换 的 结果 


上 面 的 循环 结构 可 以 得 出 如 下 结果 

qr-1mcscnz 

一 ao-2+2zT(z 一 1) cscmz 

1/2a-3+zr( 一 2 十 2)(z 一 1)cscmz 

一 1/6az-4r(z 一 1)( 一 2 十 2z)( 一 3 十 z)cscmz 

1/24a stzn(z — 4)(-3+2z)(—2+2)(z— 1)cscnz 

—1/120a-6tzn(—5+ 2z)(z — 4)(—3+2z)(—2+2z)(z—1)cscnz 

1/720a-?+tzx(—6+2z)(—5+2)(z—4)(—3+2)(—2+2z)(z—1)cscnz 

—1/5040a-8tzn(—7+z)(—6+2)(—5+2)(z—4)(-3+2)(-2+2z)(z—1)cscnz 

所 以 ,可 以 总 结 出 一 般 的 Mellin 变换 规律 为 

Dy > 
;4 和 二 -| = 二 ) yp i le —icscnz 

和 很 多 其 他 积分 变换 类 似 , 绝 大 多 数 函 数 是 不 存在 Mellin 变换 解析 解 的 ,所 以 可 以 考虑 通 
过 数值 积分 引入 数值 Mellin 变换 的 概念 .可 以 编写 mellin_trans() 来 计算 函数 的 数值 Mellin 
变换 ,调用 格式 为 e100 2 岗 尾 对 加, 其 中 “属性 对 "与 integral() 函数 要 求 
的 完全 一 致 。 


例 5-20 试 求 出 函数 f(z) = sin(3z08)/(z 十 2)15 的 数值 Mellin 变换 。 
解 无 论 用 什么 工具 都 不 能 得 出 该 函数 Mellin 变换 的 解析 解 ,所 以 数值 Mellin 变换 是 唯一 的 选择 。 可 
以 用 匿名 函数 先 描述 原 函 数 ,然后 调用 数值 Mellin 变换 函数 直接 求解 ,结果 如 图 5-5 所 示 。 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


5-5 数值 Mellin 变换 
5.3.2 Hankel 变 换 及 求解 
Hankel 变换 是 另 一 类 常用 的 数学 变换 ,> 阶 Hankel 变 换 的 数学 表达 式 为 
[f(D] = L tf (0) J (wat = Hu(w) (5-3.3) 


其 中 ,.(z) 为 v 阶 Bessel 函 数 ,在 MATLAB 下 可 以 用 本 到 列表 示 .还 可 以 定义 v 阶 

Hankel 反 变换 公式 为 Ps 

wp Ho)=| sR (5-3-4) 
0 

由 定义 可 见 Henkel 变换 实际 上 是 无 穷 积 分 问题 ,所 以 可 以 通过 int() 函数 直接 求解 。 


例 5-21 求 取 f(t) = eree/2 函数 的 零 阶 Hankel 变换 。 
解 利用 MATLAB 的 积分 还 是 可 以 直接 求 取 原 函 数 的 Hankel 变换 


可 以 得 出 变换 结果 为 er-w/(2a)/a2, 由 反 变换 语句 可 以 还 原 出 户 (日 = f(t)。 

用 积分 方法 只 能 求 出 极 少 函 数 的 Hankel 变 换 , 并 只 能 求 取 低 阶 Bessel 变换 ,例如 > = 0， 
而 对 绝 大 多 数 的 Hankel 变 换 无 能 为 力 , 所 以 应 该 考虑 数值 Hankel 变 换 方法 ,可 以 编写 一 
个 MATLAB 函数 来 计算 数值 Hankel 变换 , 四 二 开 和 1 于 局 三 对 ,其 中 “属性 
对 ”与 integral() 函数 描述 的 一 致 。 


例 5-22 考虑 前 面 的 例子 , 若 取 a 一 2, 试 绘制 不 同 阶 次 的 Hankel 变换 曲线 。 

解 下 面 的 语句 可 以 直接 绘制 出 各 阶 Hankel 变换 的 数值 曲线 ,如 图 5-6 所 示 , 前 面 已 经 得 出 了 v= 二 0 
阶 变换 的 理论 解 ,可 以 直接 对 其 取 值 ,也 屋 印 在 新 图 形 上 。 可 见 , 零 阶 Hankel 变 换 的 结果 与 理论 值 
完全 一 致 ,此 外 ,由 得 出 的 结果 看 ,高 阶 Hankel 变 换 的 衰减 很 慢 ,不 能 由 得 出 的 结果 直接 求解 数值 
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Hankel 反 变换 ,必须 考虑 足够 大 的 由 范围 才 行 。 如 果 函 数 焉 (w) 已 知 , 则 可 以 由 类 似 的 MATLAB 语 
句 计算 数值 Hankel 反 变换 。 


v 二 0, 与 理论 值 一 致 


0 2 4 6 8 10 


图 5-6 不 同 阶 次 的 数值 Hankel 变 换 曲 线 


5.4 z 变 换 及 其 反 变换 


严格 说 来 ,> 变换 并 不 属于 积分 变换 ,但 由 于 其 定义 ,性质 和 求解 方法 也 类 似 于 Laplace 变 
换 ,并 且 该 方法 可 以 在 描述 序列 信号 中 起 重要 作用 ,所 以 本 节 将 介绍 2 变换 及 其 求解 方法 , 并 将 
给 出 通过 长 除法 求 取 z 反 变换 的 数值 方法 的 MATLAB 实 现 。 
5.4.1 z 变 换 及 反 变 换 定义 与 性 质 


离散 序列 信号 fi), 大 = 1,2,… 的 z 变 换 可 以 定义 为 


ZL)] = f(s * =F(2) (5-4.1) 
k=0 


类 似 于 前 面 介绍 的 Laplace 变换 和 Fourier 变换 ,z 变换 也 有 很 多 类 似 的 性 质 , 这 里 仍 不 加 证 明 地 
列 出 一 些 性 质 如 下 : 

(1) 线性 性 质 ,车 a 与 5 均 为 标量 , 则 和 [af(k) 土 bg(k)] = a 儿 [f(K)] 土 b22[g(k)]。 

(2) 后 向 平移 性 质 . 儿 [f(k 一 n)] = zmF(z)。 

(3) 前 向 平移 性 质 .对 非 零 初 值 的 问题 , 前 向 平移 的 = 变换 可 以 由 下 式 计 算 


n—l 
ZIf(k+n)] =2F(2)— > "fi) (5-4-2) 
i=0 
特别 地 ,对 零 初 值 问题 有 宪 [j( 人 十 由] = 2z"F(z)。 
(4) s- 域 比例 性 质 。 儿 [r-*f(k)] = 下 (rz)。 
(5) 频 域 微分 性 质 。 寡 [kf(k)] = 一 zdF(z)/dz。 
(6) 频 域 积分 性 质 . 寡 [f() /及 = 下 Zu 


第 5 章 积分 变换 与 复 变 函数 问题 的 求解 “163。 


(7) 初 值 性 质 。 lm f(t) = lim FG)。 
(8) 终 值 性 质 ,如果 (=) 无 单位 圆 外 的 极点 , 则 lim 7( = lim(z 一 F(z2)。 
(9) 卷 积 性 质 。 寡 [f(k) * g(k)] = 寡 [f(A)] 参 [g()], 式 中 ,离散 信号 的 卷 积 算 子 * 定 义 为 


Js- JUDok -0 (5-4.3) 

让 

给 定 z 变 换 式 子 F(z), 则 其 z 反 变换 的 数学 表示 为 
fk) = ZK)] = 击 和 a (5-4.4) 


5.4.2 z 变 换 的 计算 机 求解 


利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 , 则 z 变 换 及 其 反 变 换 可 以 很 容易 地 求 取 出 来 , 掌握 这 样 
的 工具 可 以 免除 复杂 问题 的 手工 推导 , 既 节 省 时 间 也 能 避免 底层 的 低级 错误 。 利 用 符号 运算 工 
有 具 箱 中 提供 的 ztrans() 和 iztrans() 函数 可 以 得 出 给 定 函数 的 正 反 > 变换 。 这 两 个 函数 的 调 
格式 为 


若 原 函 数 只 有 一 个 变量 , 则 调用 时 无 须 给 出 上 和 >。 


例 5-23 求解 J(ET) = akT 一 2 十 (akT 十 2)erokT 函数 的 z 变换 问题 
解 原 函 数 的 z 变换 可 以 用 下 面 的 语句 来 完成 


该 结果 可 以 表示 为 
aTz 2z CY 2 了 Fa 
ZU(KT)] (G21) z-1 (z—e-ar) ee (Em 局 1) 
例 5-24 考虑 所 (z) = g/(z-1 一 p)" 函数 的 z 反 变换 问题 ,这 里 可 以 对 不 同 的 m 值 进行 反 变 换 , 并 总 
结 出 一 般 规律 。 
解 根据 要 求 ,可 以 用 符号 运算 工具 箱 求 出 m 二 1,2,… ,8 的 z 反 变换 


对 不 同 的 i 值 循环 可 以 得 出 如 下 结果 

—q/p(1/p)™, gq/p*(1+n)(1/p)", -1/29(1/p)"(1+n)(2+n)/p? 
1/6g(1/p)"(3+n)(2+n)(1+n)/pt, -1/249(1/p)"(4+n)(3+n)(2+n)(1+n)/p 
1/120g(1/p)"(5+n)(4+n)(3+n)(2+n)(1+n)/ps 
—1/720g(1/p)"(6+n)(5+n)(4+n)(3+n)(2+n)(l+n)/p 


1/5040g(1/p)"™(7+n)(6+n)(5+n)(4+n)(3+n)(2+n)(l+n)/ps 
总 结 上 述 结果 的 规律 ,可 以 写 出 一 般 的 z 反 变换 结果 为 


于， 4 (CDre Ts 
[ess] ms e+? 
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5.4.3 双边 z 变 换 


前 面 叙述 的 = 变换 由 于 描述 的 是 ” > 0 时 序列 信号 的 性 质 ,所 以 又 称 为 单 边 z 变 换 , 如 果 将 
n 的 范围 扩展 到 整个 整数 集合 , 则 可 以 定义 出 双边 2 变换 


ZIK)] = > fh)z*=F(z) (5-4.5) 


K= 一 co 

MATLAB 中 并 未 提供 双边 z 变 换 的 求解 函数 ,但 可 以 从 定义 直接 求 出 给 定 函数 /的 
汉 边 -表亲 CO DMA 
LAB 的 symsum() 函数 有 时 不 支持 (一 co,co) 区 间 的 求 和 。 
例 5-25 试 求 出 分 段 函 数 了 (na) 的 双边 2 变换 四, 其中, f(n) = { Re 
解 采用 前 面 介 绍 的 方法 ,整个 求 和 可 以 分 成 两 个 区 间 单 独 计算 ,可 以 由 下 面 的 语句 直接 得 出 函数 的 
双边 Zz 变换 。 下 面 语句 将 得 出 FF 二 z/(z 一 2) 十 2/(z 一 3)。 


5.4.4 有 理 函 数 z 反 变换 的 数值 求解 
很 多 函数 z 反 变换 的 解析 解 是 不 能 由 iztrans() 求 出 的 ,即使 对 某 些 有 理 函 数 也 不 能 解析 

地 求 出 其 z 反 变换 。 假 设 一 般 有 理 函 数 = 变 换 表 达 式 可 以 写成 
F271) = botbiz 1 +baz ?+ + bm 12 (D+ bmz ™ 


(5-4-6) 
ao+ a12-1 二 a2z2 十 十 an_12-("™D) 二 anz-" 
将 该 函数 作 关 于 > 天 的 震级 数 展开 则 可 以 写 出 a 
F(z1)=fot+fis +f ? +... = fr" (5-4.7) 
k=0 


上 式 恰巧 是 :变换 的 定义 式 , 可 以 通过 长 除法 展开 F(z-!), 从 而 得 出 F(z-!) 函数 z 反 
变换 的 数值 解 ,可 以 编写 长 除法 函数 ,其 调用 格式 为 羽 台 六 到 于 于, 其 中 ,4 为 纯 
延迟 的 步 数 , 系数 向 量 num==[bo,b1,b2,… ,bm], den 一 [a0,a1,42,… ,an] ,默认 的 计算 点 数 为 
N = 10。 应 用 数值 方法 求 出 的 序列 信号 由 y 向 量 返回 。 
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的 z 反 变换 。 


例 526 积 用 数值 坊 法 尘 G( 可 25 一 4.1z4 十 6.71z3 一 5.481z2 十 2.2356z 一 0.3645 
解 原 函 数 分 子 和 分 母 同时 乘 以 z-5 则 可 以 得 出 下 面 所 需 的 表达 式 
工 十 0.4z 一 2 
F 个 = 
1 一 4.1z-1 十 6.71z-2 一 5.481z-3 十 2.2356z-4 一 0.3645z 一 5 
这 样 由 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 原 函 数 的 z 反 变换 ,得 出 的 序列 如 图 5-7 所 示 。 
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虽 


| 


0 10 20 30 40 50 
图 57 z 反 变换 的 数值 解 


5.5” 复 变 函 数 问题 的 计算 机 求解 
5.5.1 复数 矩阵 及 其 变换 
前 面 介绍 过 , MATLAB 可 以 用 来 直接 表示 复数 矩阵 。 假 设 已 知 一 个 复数 矩阵 了, 则 可 以 使 
简单 函数 对 该 矩阵 进行 如 下 变换 : 
(1) 共 三 复数 矩阵 [ZE RNZJ. 
(2) 实 部 、 虚 部 提取 RSICZJ ,ERSECZJ). 
(3) 幅 值 ,相位 表示 REE6SCZJ ,PESELSCZ ,其 中 ,相位 的 单位 为 弧度 。 


例 5-27 重新 考虑 例 4-41 中 的 Jordan 标准 型 问题 。 由 于 原 和 矩阵 存在 复数 特征 值 , 所 以 有 时 需要 用 手 
工 的 方法 修改 变换 矩阵 。 这 里 采用 下 面 语句 修改 变换 矩阵 ,也 能 起 到 同样 的 作用 。 


5.5.2 复 变 函数 的 映射 


若菜 函数 f(z) 的 自 变量 > 为 复数 , 则 该 函数 称 为 复 变 函 数 。 由 于 复数 是 MATLAB 的 最 基本 
的 数据 结构 ,在 大 多 数 算法 中 均 未 特别 区 分 实数 和 复数 ,所 以 前 面 介绍 的 绝 大 多 数 内 容 均 可 以 
直接 用 于 复 变 函数 的 分 析 。 例 如 , 前面 的 微 积分 运算 的 解析 和 解 和 数值 解 均 可 以 直接 用 于 复 变 函 
数 的 微 积分 运算 。 
例 5.28 已 知 菜 复 变 示 数 为 J(z) 二 2 十 32 汗 人 4， 其中 ,为 复数 变革 , 访 来 出 9(-jVE) 的 全 。 
解 由 下 面 语句 可 以 立即 得 出 所 需 的 结果 为 da = 0.8150 一 j0.6646。 
>> syms zZ; f=(2°2+3*2+4)/(2-1)°5; f3=diff(f,z,3); d3-subs(f3,Z,-sqrt(-5)) 
在 复 变 函数 中 一 种 很 重要 的 数学 变换 形式 是 映射 , 即 函 数 可 以 从 一 个 变量 = 变换 成 另 一 个 
变量 ww 的 函数 ,其 中 ,z = g(w) 为 给 定 的 函数 .经 常 使 用 的 映射 是 平移 映射 2 = w 十, 反 演 映 
射 z = 1/w 和 双 线 性 映射 2 = (aw 十)/(cw 十 dd), 这 里 ,7 为 给 定 复数 ,a,b,c,d 为 给 定 实数 .其 
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换 实现 直线 与 圆 的 相互 映射 .求解 函数 映射 的 最 直接 的 MATLAB 函数 是 subs(), 下 面 通过 例 
子 演示 函数 的 映射 。 
22 十 3z 十 4 


例 5-29 考虑 例 5-28 中 的 复 变 函 数 jz) 一 Gs ; 试 得 出 z 二 
解 映射 问题 由 subs() 函数 直接 得 出 ,得 出 的 结果 需要 化 简 


3 


—1 
3 了 下 的 映射 函 教 (s)。 


该 语句 可 以 直接 得 出 映射 函数 为 F(s) = 一 (s 十 1)3(4s? 十 3s 十 1)/16。 


例 5-30 还 可 以 绘制 出 s = (z 一 1)/(z 十 1) 的 映射 效果 ,z 平 面 单位 圆 内 如 图 5-8(a) 所 示 的 点 可 以 通 
过 映射 ,映射 成 s 左 半 平 面 的 点 ,如 图 5-8(b) 所 示 。 


3 05 0 0.5 1 0 0 - 0 5 
(a) z 域 散 点 与 单位 贺 (b) s 域 映射 效果 


图 5-8 z 域 到 s 域 的 映射 示意 图 


5.5.3 ” Riemann 面 绘制 
复 变 函数 喘 射 的 三 维 图 形 表示 和 实 函数 是 不 一 致 的 , 复 变 函数 映射 应 该 首先 采用 函数 
cplxgrid() 生成 极 坐 标 网 格 ,用 户 可 以 根据 给 定 的 单 值 复 变 函数 公式 计算 出 变量 了 ,然后 由 
cplxmap() 函数 绘制 该 复 变 函 数 的 映射 曲面 ,这 类 曲面 又 称 为 Riemann 面 .这 些 函数 具体 调用 
起 为 -cplxgria(ni 给 出 语句 计 算 扩 pbaap(e, 办 
例 5-31 试 绘制 出 复 变 函数 f(z) = z3sin22 的 映射 曲面 。 
解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 绘制 出 相应 的 复 变 函数 的 映射 曲面 ,如 图 5-9 所 示 。 
”>> z=cplxgrid(50); f=z. 3.+sin(Z. “2); cplxmap(z,f) % 生 成 复 平面 网 格 并 绘制 映射 曲面 
对 于 复数 变量 z, 多 值 复 变 函数 的 Riemann 面 可 能 有 多 个 分 支 , 这些 分 支 又 称 为 Riemann 
叶 (Riemann sheet), 比 如 f(z) = 妨 就 有 nn 个 分 支 .MATLAB 提 供 了 绘制 其 各 次 方 根 Rie- 
mann 曲面 的 函数 [IESSECR ,可 以 直接 绘制 出 Vz 的 Riemann 曲面 。 
例 5-32 试 绘制 入 3 的 Riemann 曲面 。 
解 由 cplxroot() 流 数 可 以 直接 绘制 出 和 Wz 的 Riemann 面 ,如 图 5-10(a)、(b) 所 示 。 


从 上 面 给 出 的 cplxroot() 函数 可 见 ,其 局 限 性 在 于 只 能 绘制 出 方 根 函 数 的 Riemann 面 ， 
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图 5-9 复 变 函 数 的 Riemann 面 


0 
-1 
1 l 1 
0 9 0 


3 省 潭 
(a) 三 次 方 根 (b) 四 次 方 根 
图 5-10 Wz 方 根 函 数 的 Riemann 面 


对 其 他 类 型 的 多 值 复 变 函 数 无 能 为 力 , 所 以 可 以 考虑 扩展 cplxmap() 函数 :将 该 函数 另存 
为 cplxmap1() 函数 ,再 删除 掉 其 中 的 mesh() 函数 和 hold 语句, 这 样 就 可 以 考虑 多 值 复 变 函数 
Riemann 面 的 绘制 了 。 
例 5-33 利用 上 述 思 路 重新 绘制 Wz 的 Riemann 面 。 
解 首先 考虑 重新 绘制 Bfz 函数 的 Riemann 面 。 如 果 一 个 函数 户 (z) 是 j(z) = 2 的 一 个 分 支 , 则 另 两 
个 分 支 可 以 由 户 (z)e-3jr/3 和 万 (z)e-gr/3 求 出 。 这 样 可 以 由 下 面 语句 直接 绘制 Wz 的 Riemann 面 ， 
与 图 5-10(a) 给 出 的 完全 一 致 。 
>> z=cplxgrid(30); f1=z.~(1/3); a=exp(-2i*pi/3); cplxmap1i(z,f1) % 绘 制 第 一 叶 
hold on; cplxmap1(z,a*f1); cplxmap1(z,a 2*f1); zlim([-1 1]) % 绘 制 第 二 和 第 三 ” 


5.6 ” 复 变 函数 问题 的 求解 

本 节 将 介绍 复 变 函数 中 一 些 常 见 问题 的 求解 方法 , 首先 将 给 出 奇 点 行 留 数 的 概念 与 计算 ， 
然后 计算 有 理 函数 的 部 分 分 式 展开 与 Laurent 级 数 展开 问题 ,最 后 介绍 复 变 函数 的 封闭 曲线 积 
分 问题 的 求解 。 
5.6.1 留 数 的 概念 与 计算 

在 介绍 留 数 概念 之 前 , 应 该 先 介绍 一 下 复 变 函数 解析 的 概念 。 若 函数 f(z) 在 复 平面 的 区 域 
内 各 点 处 均 为 单 值 , 且 其 导数 为 有 限 值 , 则 称 f(z) 在 复 平面 内 为 解析 的 ,这 样 就 将 单 值 函数 上 不 
解析 的 点 称 为 奇 点 。 使 得 f(z) 分 母 多项式 等 于 零 的 奇 点 又 称 为 极点 。 
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假设 z = ao 为 jz) 函数 上 的 奇 点 , 若 存 在 一 个 最 小 整数 m 使 得 乘积 (z 一 a)"f(z) 在 z= a 
点 处 解析 , 则 称 z = “为 四 重 奇 点 .特别 地 ,可 以 由 [EUSSC 函 数 计算 出 函数 的 极点 ， 
如 果 极 点 个 数 大 于 1, 则 函数 的 极点 由 列 向 量 p 返 回 ,极点 的 重 数 由 向 量 m 返 回 ,如 果 想 得 出 菜 
个 区 域 (a,5) 内 的 极点 , 则 可 以 调用 下 面 的 语句 

车 z =a 为 1(z) 函数 的 单 奇 点 ， 则 函数 在 该 条 点 处 的 久 数 (residue) 可 以 定义 为 


Res[f(z),a] = lim(z — a)f(z) (5-6-1) 
车 z = a 为 函数 f(z) 的 mm 重 奇 点 , 则 该 点 的 留 数 定义 为 
dm 一 1 
Resl/(), qd = li Ti - 机 下 [roc=-o] (5-6.2) 


利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 求 留 数 的 方法 很 简单 .假设 已 知 奇 点 和 重 数 mm, 则 用 下 
面 的 MATLAB 语句 自然 可 以 求 出 相应 的 留 数 。 


例 5-34 试 求 出 函数 f(z) 一 有 sin (= 十 村) e 2 的 留 数 。 


解 对 原 函 数 的 分 析 可 见 ,z 一 a 一 1 是 单 奇 点 , 故 可 以 直接 使 用 下 面 的 MATLAB 语句 
将 这 两 个 奇 点 处 的 留 数 分 别 求 出 。 可 以 得 出 z 二 0 处 的 留 数 为 瑟 二 一 V3/4 十 1/2,z 二 1 处 的 留 数 为 
P=e ?sinl/2+ V3e ?cos1/2。 


基于 上 述 考 虑 ,可 以 编写 出 一 个 同时 求解 极点 、 重 数 与 留 数 的 函数 residuesym() ,其 调用 


属 式 为 了 D706 本 ,其 中 ,描述 极点 感 兴趣 区 间 的 a 和 5 可 以 略 去 。 


例 5-35 试 求 函数 f(z) = (sinz 一 z)/z 的 留 数 。 

解 乍 看 该 函数 很 容易 认定 z 一 0 为 6 重 奇 点 ,所 以 用 下 面 的 语句 很 容易 就 可 以 求 出 该 点 处 的 留 数值 ， 

其 值 为 1/120, 而 极点 的 重 数 为 m 二 3。 

>> syns Zz; f=(sin(z)-z)/z 6; [r,p,m]=residuesym(f) % 求 洱 数 的 极点 与 留 诸 
不 严格 地 说 ,从 大 一 工 开始 尝试 ， 能 够 使 得 lim de 1[(z 一 Q)* f(z)]/dz*-1 < co 成 立 的 最 小 的 大 

就 是 奇 点 的 重 数 , 记 作 mm, 可 以 考虑 天 一 2, 可见 导 数 西 为 无 穷 大 ,所 以 再 试验 更 大 的 天 值 。 对 此 例子 

来 说 ,大 的 最 小 值 为 m 二 3, 留 数 的 值 配 仍然 为 1/120。 试 凑 更 大 的 大 值 ,如 大 = 20, 也 不 会 改变 求 出 

的 留 数值 , Fa = 1/120。 
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可 见 , 若 选择 的 见 值 大 于 或 等 于 奇 点 的 实际 重 数 , 则 可 以 正确 得 到 该 函数 的 留 数 。 在 一 般 应 用 时 
可 选择 一 个 较 大 的 n 值 来 求 取 留 数 。 
其 实 考 虑 对 sinz 进行 Taylor 需 级 数 展开 , 则 可 以 看 出 ,z 二 0 极点 的 实际 重 数 是 3 而 不 是 6。 
(z 一 23/6 十 25/120 一 z7/5040 十 …) 一 2 _ —1/6+z3/120—z5/5040+.… 
J(z) = 十 = 


23 
例 5-36 试 求 出 函数 f(z) = 1/(zsinz) 的 留 数 。 
解 分 析 该 函数 ,因为 sinz 在 z= 二 0 点 的 收敛 速度 和 zz 是 一 样 的 ,显然 ,z 二 0 点 为 f(z) 的 二 重 奇 点 ,这 
时 ,相应 的 留 数 可 以 用 下 面 语句 求 出 co = 0。 


进一步 分 析 给 定 函 数 f(z), 可 以 发 现 该 函数 在 z = 土工 处 均 不 解析 ,其 中 ,因为 正 整 数 , 且 这 些 
点 是 原 函 数 的 单 奇 点 ,由 于 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 给 出 整数 的 定义 ,所 以 这 里 只 能 对 一 些 
友 值 进行 试探 , 求 出 它们 的 留 数 ,最 后 将 结果 归纳 成 所 需 的 公式 。 


对 向 量 kh 二 三 4 4 一 3,3, 一 2,2,-1,]], 可 以 得 出 留 数 为 c = [-1/(4m,1/(4m),1/(3m), -1/(3m)， 
一 1/(2m),1/(2zm),1/, 1/ 可。 综 上 ,可 以 归纳 出 Res[f(z), 士 kz] = 十 (一 1)*/(kn)。 事 实 上 ,如 果 利 用 
MATLAB 新 版 的 整 型 变量 定义 , 可 以 直接 得 出 上 述 的 结果 。 


值得 指出 的 是 ,这 个 问题 不 适合 使 用 residuesym() 函数 ,因为 其 分 母 不 是 多 项 式 ,不 能 得 出 所 
有 的 极点 ,所 以 必须 由 留 数 的 定义 直接 求解 。 


5.6.2 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 


考虑 有 理 函 数 


GO B(z) biz™ + bor™ -1+ bmnT + bmt+i 


4(z) mm 十 alzn 1 十 a2zn2 十 … 十 an_17 十 an 

其 中 ,a; 和 b; 均 为 常数 有理 函数 的 互 质 概念 是 一 个 非常 重要 的 概念 .所谓 互 质 ,就 是 指 多 项 式 
A(z) 和 B(z) 没 有 公约 数 , 对 一 般 给 定 的 两 个 多 项 式 来 说 ,用 手工 方式 判定 多 项 式 互 质 还 是 比较 
困难 的 ,但 利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 gcd() 函数 可 以 直接 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公 
约 数 .该 函数 的 调用 方法 为 [GEESaCg 让, 其 中 ,4 和 了 分 别 表示 两 个 多 项 式 ， 该 函数 将 得 出 这 
两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 C, 若 得 出 的 C 为 多 项 式 , 则 两 个 多 项 式 为 非 互 质 的 多 项 式 , 这 时 两 个 
多 项 式 可 以 约 简 为 4/C 和 B/C。 

例 5-37 给 出 两 个 多 项 式 4(z) = 2 十 773 十 13z? 十 19z 十 20,B(z) = z7 十 16zs 十 103z5 十 346z4 十 
655z3 十 700z2 十 393z 十 90, 试 判定 它们 是 否 互 质 。 

解 求解 这 样 的 问题 可 以 采用 MATLAB 语言 提供 的 gcd() 函数 完成 


(5-6-3) 
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可 见 , 两 个 多 项 式 具有 最 大 公约 数 @d 一 了 十 5, 故 两 个 多 项 式 不 是 互 质 的 ,这 两 个 多 项 式 可 以 进 一 
步 简化 为 (z3 十 2z2 十 3z 十 4/[(z 十 2)(z 十 3)2(z 十 1)3 引 。 


若 互 质 多 项 式 4(z) = 0 的 根 均 为 相 异 的 值 pi,i 二 1,2,… ,m, 则 可 以 将 G(z) 函数 写成 下 
面 的 部 分 分 式 展开 形式 网 痪 号 


Gl(z) 去 (5-6-4) 

z+p ZzZ+pz T+pn 

其 中 ,ri 为 留 数 ,ri = Res[G(z), 一 pj, 其 值 可 以 由 下 面 的 极限 式 求 出 
Ti = Res[G(7), —pi] = ny (z+pi) G(s) (5-6-5) 
如 果 分 母 多 项 式 中 含有 (z 十 pa)* 项 , 亦 即 一 pi 为 k 重 根 , 则 相对 这 部 分 特征 值 的 部 分 分 式 
展开 项 可 以 写成 ri Ti Ce 

T+p; (z+pi)? (z+ pi)* 
这 时 ,mipj-1 可 以 用 下 面 的 公式 直接 求 出 ,其 中 一 次 项 系数 为 留 数 ,其 他 为 普通 系数 。 
1 i 

sa [(z +pi)* G(z)] ,7 =1,2,.… ,k (5-6-7) 


MATLAB 语 言 中 给 出 了 现成 的 数值 函数 residue() 求 取 有 理 函 数 G(z) 的 部 分 分 式 展 
开 表示 , 该 函数 的 调用 格式 为 [SEESGUSCR ,其 中 一 [L，al，a2，…，an]， 
b= 二 [b1，b2，…，bm], 返 回 的 "和 pp 向量 为 式 (5-6-4) 的 ri,pi 系数 ,车 有 重 根 则 应 该 相应 地 由 
式 (5-6-6) 中 给 出 的 系数 取代 。 上 为 余 项 ,对 m < n 的 函数 来 说 该 项 为 空 和 矩阵 ,该 函数 并 未 给 出 
一 pi 是 否 为 重 根 的 自动 判定 功能 , 所 以 部 分 分 式 展开 的 结果 需要 手动 写 出 .值得 指出 的 是 ,数值 
运算 对 含有 重 奇 点 的 问题 经 常会 导致 不 精确 的 结果 。 
例 5-38 试 求 下 面 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展 开 

G(s) 853 十 252 十 3s8 十 4 
86 十 11s5 十 48s4 十 106s3 十 125s2 十 75s 十 18 

解 用 下 面 的 语句 可 以 求 出 该 函数 的 部 分 分 式 展 开 


其 中 ,pp 为 奇 点 向 量 ,mn, di 为 每 个 p 值 对 应 系数 的 分 子 和 分 母 数 值 ,由 数值 方法 直接 求 出 的 分 母 多 项 
式 的 根 为 小 数 , 有 一 些 误差 。 事 实 上 , 该 分 母 多 项 式 的 特征 值 为 :一 3 为 二 重 奇 点 ,一 2 为 单 奇 点 ,一 1 为 
三 重 奇 点 。 分 析 奇 点 的 情况 , 可 以 写 出 部 分 分 式 展 开 为 
Ee i ee 
8(s+3) 4(s+3)? s+2 8(s+1) 2(s+1)? 2(s+1)3 
例 5-39 写 出 下 面 式 子 的 部 分 分 式 展开 。 
2s7 十 2s3 二 8 


6 58 十 30s7 十 386s6 十 2772s5 十 12093s4 十 32598s3 十 52520s2 十 45600s 十 16000 
解 采用 MATLAB 自 带 的 residue() 函数 ,只 能 求解 得 出 数值 解 , 对 本 例 给 出 的 问题 ,可 以 用 下 面 的 
语句 直接 求 出 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 式 
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从 得 出 的 结果 较 难 判 定 重 根 情况 , 故 难以 准确 写 出 部 分 分 式 展开 式 。 由 得 出 的 数据 ,假定 
D1 二 一 5 为 三 重 实 根 ,po 二 一 4 为 三 重 实 根 ,ps 二 一 2,pa 二 一 1 为 单个 实 根 ,可 以 写 出 部 分 分 式 展开 的 
Ty _ 49995.9030930686 28488.5832580441 ，13040.9999762507 _ 50473.1527861460 


G 
1(s) GE (s+ 
21449.5555022347 5481.3333201362 音 1.2222222224 并 0.0023148148 
(s +4) GE 二 全 (s+2) (st1) 


应 该 指出 ,上 面 给 出 的 展开 方式 在 分 母 上 作 了 近似 , 实际 数值 方法 得 出 的 分 母 不 精确 。 另 
外 ,MATLAB 数 值 运算 在 处 理 重 根 问题 中 经 常会 导致 不 精确 的 结果 。 所 以 对 这 样 的 问题 来 说 ， 
可 以 考虑 编写 更 好 的 解析 算法 。 

新 版 的 MATLAB 符 号 运算 工具 箱 提供 了 部 分 分 式 展开 的 函数 Partfrac(), 其 调用 格式 
Nparttracl]) sd P=partiractf 5) . 
例 5-40 考虑 例 5-38 中 给 出 的 函数 了 (s), 试 用 解析 方式 求 出 其 部 分 分 式 展开 。 
解 用 下 面 的 语句 可 立即 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 式 ,该 结果 与 原 例 中 数值 结果 完全 一 致 。 


丈 re 2 了 时 
B13) der sta seri) er + dsr 
例 5-41 仍 考虑 例 5-39 中 给 出 的 有 理 函 数 G(s), 试 用 解析 方法 写 出 其 部 分 分 式 展开 。 
解 原 函 数 可 以 由 residue() 函数 进行 部 分 分 式 展开 。 若 将 得 出 的 部 分 分 式 展开 减 去 原 函 数 并 化 简 ， 
则 结果 为 0, 表示 得 出 的 结果 是 正确 的 。 


这 样 ,可 以 得 出 原 分 式 的 部 分 分 式 展 开 如 下 ,经 检验 该 展开 式 与 原 式 完全 一 致 。 
13041 341863 7198933 16444 193046 1349779 11 1 
(T51215) +14(s +5) etd os 1d) 27e+4)! Ms) 432s +1) 
例 5-42 考虑 例 5-37 中 的 非 互 质 多 项 式 构成 的 有 理 函 数 G(z) = 4(z)/B(z), 试 用 数值 方法 和 解析 方 
法 写 出 其 部 分 分 式 展 开 。 
解 用 部 分 分 式 展开 函数 可 以 直接 得 出 所 需 的 展开 , 因为 得 出 的 最 大 公约 数 对 应 的 展开 项 系数 为 0， 
会 被 直接 忽略 ,所 以 无 须 事先 求 出 公分 母 。 


这 样 得 出 的 解 为 
oD 
Blz) 4(z+3)” 8(z+3) (z+2) 2(z+1)” 2(z+1) 8(z+1) 
用 前 面 介绍 的 解析 解 方法 可 以 得 出 和 Zz 二 一 5 奇 点 完全 无 关 的 解析 解 , 亦 即 partfrac() 函数 同 
样 适合 于 非 互 质 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 
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例 5-43 求 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 

一 17z5 一 7z4 十 273 十 Z2 一 十 1 
76 十 11z5 十 48z4 十 106z3 十 125z2 十 75z 十 17 
解 可 以 试图 由 partfrac() 函数 直接 对 原 函 数 进行 部 分 分 式 展开 , 然而 国 为 原 有 理 函 数 的 分 母 不 能 
进行 因 式 分 解 , 所 以 不 能 得 出 精确 的 部 分 分 式 展 开 表 达 式 ,该 函数 的 调用 也 没有 任何 结果 。 后 面 将 介 
绍 近似 的 部 分 分 数 展开 方法 。 


G(z) 


如 果 原 有 理 函 数 分 母 D(z) 的 某 无 理 数 根 为 zo, 通过 任何 的 求 根 算法 根本 不 能 在 有 限 位 内 
得 出 ro 的 精确 值 ,只 能 得 到 其 近似 值 人 ,所 以 代入 式 (5-6-2) 的 留 数 公式 则 有 
1 dd 


1 
Reslf(0), 10] = li tr DL am (~ So)™ fléo)] (5-6-8) 


假设 用 vpa() 函数 能 求 出 多 项 式 方程 所 有 的 根 zi,i = 1,2,… ,n, 可 以 由 这 些 根 重组 多 项 
式 的 分 母 而 取代 原来 的 分 母 , 则 能 得 出 新 的 函数 广 (z) 来 取代 式 (5-6-8) 中 的 了 (z), 这样 就 能 确 
保 凡 (z) 和 (zx 一 $0)" 在 fo 处 能 真正 相 消 ,得 出 原 函数 的 留 数 , 在 新 版 本 下 实际 求 取 近似 的 部 分 
分 数 展开 系 数 时 采用 变量 替换 的 方法 而 不 能 采用 极限 方法 。 该 函数 的 清单 为 


该 函数 的 调用 格式 为 卫 本 琴瑟 到 和 二 一 |, 其中 ,下 为 有 理 函数 的 解析 表达 式 ,s 为 自 变量 。 
返回 的 结果 了 是 部 分 分 式 展开 的 表达 式 。 


例 5-44 重新 考虑 例 5-43 中 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 问题 。 
解 由 于 原 有 理 溃 数 不 能 进行 严格 的 因 式 分 解 ,所 以 前 面 介绍 的 部 分 分 数 展开 函 孝 partfrac() 对 此 
问题 无 能 为 力 ,这 里 可 以 采用 partfrac1() 函数 进行 处 理 


得 出 的 部 分 分 式 展开 为 (为 排版 需要 这 里 只 保留 了 有 限 几 位 有 效 数 字 ) 
0.2125568 0.879464926 十 5.497076258j 268.642522 一 349.1231095j 


F(s) = 下 0.5208596 + z+1.07775887 + 0.602106501] + x + 2.53004582 十 0.399763j 


556.25653069 0.879464926 — 5.497076258j 268.642522 + 349.1231095j 
T+3.261731 z+1.07775887—0.602106591} z++2.53094582 一 0.399763j 


第 5 章 积分 变换 与 复 变 函数 问题 的 求解 TBE 


5.6.3 基于 部 分 分 式 展开 的 Laplace 反 变换 


符号 运算 工具 箱 中 提供 的 Laplace 反 变换 函数 ilaplace() 可 以 较 好 地 解决 一 般 函 数 的 
Laplace 反 变换 问题 .但 带 有 复 特征 值 的 有 理 函 数 的 Laplace 反 变换 问题 不 适合 由 该 函数 直接 求 
解 ,这 已 经 在 例 5-3 中 说 明了 ,直接 用 该 函数 求解 出 的 解 可 读 性 很 差 。 

观察 例 5-43 的 结果 可 以 立即 发 现 ,若菜 项 部 分 分 式 展开 式 为 (a 十 放 )/(s 十 c 十 jd), 则 一 定 会 
含有 其 共 斩 项 (a 一 地)/(s 十 c 一 jd), 这 样 就 需要 对 下 面 的 式 子 进行 化 简 


(a + jb)e( “tid + (a — jb)e( id)t = aertsin(dt + #) (5-6-9) 


其 中 ,a = -2Va? 十 2, 且 $= 一 arctan(b/a)。 
有 了 这 样 的 算法 , 则 可 以 用 MATLAB 语言 编写 出 实现 上 述 算法 的 数值 函数 pfrac() 。 该 函 
数 基于 MATLAB 的 原始 residue() 函数 ,其 内 容 为 


该 数 的 调用 格式 为 ESEEEECGEEGEE ,其 中 ,和 的 定义 和 residue() 函数 
一 臻 ,r 稍 有 不 同 , 若 相应 的 pi; 项 为 实数 , 则 7; 和 residue() 一 致 , 若 某 个 p; 的 值 为 复数 , 则 7;， 
mi+l 项 分 别 为 相应 的 a 和 wp 值 。 


例 5-45 重新 考虑 例 5-43 中 的 问题 ,可 以 用 MATLAB 数值 算法 得 出 如 下 结果 


这 样 ,由 得 出 的 结果 可 以 写 出 有 理 函 数 的 可 读 性 更 好 的 Laplace 反 变换 为 
LIF(s)] = —556.2565e— 3.2617t 一 881.0352e-2.5309t sin(0.3998t 一 0.6559) 
+ 0.2126e™05209 — 11.1340e™1.0778t sin(0.6021t — 2.9829) 


比较 此 结果 与 例 5-3 中 的 结果 ,显而易见 这 个 结果 更 简洁 。 


5.6.4 Laurent 级 数 展开 
第 3 章 曾 介绍 过 Taylor 窜 级 数 展开 , 可 以 将 一 个 给 定 函数 f(z) 展 开 成 (zx 一 zo) 的 无 穷 级 
数 形式 ,Laurent 级 数 是 Taylor 级 数 的 一 个 直接 拓展 。 
如 果 函 数 f(z) 在 圆 环 区 域 G: Ri < |z 一 zo| < Rz 是 解析 的 ,上 且 0 < Ri < Ra < 十 oo; 则 可 
以 将 Laurent 级 数 写成 oo 
f(z)= 》 ck(z 一 z0) (5-6-10) 


大 一 一 co 


其 中 ,系数 可 以 如 下 直接 计算 1 
Zn J _s0jp (CC — 20)5+1 


dc, (5-6-11) 
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式 中 ,|z 一 zo| < p 可 以 是 满足 Ri < p < R2 的 任何 圆周 , 如 果 函 数 f(z) 在 多 区 域 解析 , 则 
Laurent 级 数 是 唯一 的 。 
在 实际 应 用 中 由 式 (5-6-11) 得 到 级 数 系数 是 相当 困难 的 , 可 以 采用 变通 的 方法 来 构造 级 
数 .假设 原 函 数 f(z) 可 以 分 解 成 两 个 子 函数 的 积 , 记 作 f(z) = 户 (z) 户 ( 习 , 其 中 , 户 (z) 适合 于 一 
般 的 Taylor 级 数 展开 , 而 另 一 个 部 分 广 (z) 可 以 展开 成 (z 一 z0)* 的 级 数 , 且 上 为 负 整 数 , 则 可 以 
先 作 变 量 替 换 z = 1/(z 一 z0), 将 原 函 数 蔡 换 成 z 的 函数 , 即 蔡 换 为 z = (1 十 zzo)/z, 则 可 以 得 
出 关于 z 的 Taylor 展 开 , 记 作 玉 (z)。 这 样 ,可 以 作 变 量 蔡 换 z = 1/(z 一 20) 将 结果 痊 换 成 z 的 函 
数 。 下 面 将 通过 例子 演示 这 样 的 展开 方法 。 
例 5-46 试 写 出 函数 f(z) = z2el/z 的 Laurent 级 数 展 开 。 
解 由 于 函数 中 含有 el/z 项 ,所 以 在 z 二 0 处 可 能 存在 奇怪 现象 ,不 过 这 时 z 二 0 并 不 是 极点 ,而 是 本 
征 奇 点 ,由 原 函 数 可 以 看 出 ,可 以 将 其 分 解 为 两 个 函数 ,其 中 , 有 1(z) = ez , 户 (z) = 好。 由 变量 替换 
z 一 1/z, 可 以 得 出 子 函数 户 (z) 的 Taylor 级 数 展开 ,这 样 ,可 以 利用 了 = 1/z 将 变量 替换 回 z 的 函数 ， 
再 将 户 (z) = 32 乘 回 户 (z) 的 Taylor 级 数 展开 , 则 可 以 得 出 Laurent 级 数 。 
>> syms x Z; f1(z)=exp(1/z); f2(z)=z 2; fla=f1(1/x); % 原 函数 分 解 成 两 个 函数 的 积 
Fia(x)=taylor(f1ia,x,'Order' ,7); F=simplify(f2+Fla(1/z)) % 计 算 Laurent 级 数 
得 出 的 Laurent 级 数 为 
站 
2 6 24 120 720 5040 
在 一 个 相对 较 大 的 区 间 内 ,例如 选 z € (一 20,20), 可 以 绘制 出 原 函 数 f(z) 与 有 限 项 Laurent 级 
数 展开 瓦 (z) 的 曲线 ,如 图 5-11 所 示 。 可 以 看 出 , 除 在 本 征 奇 点 z 一 0 附近 的 一 个 很 小 的 邻 域内 外 ,两 
条 曲线 几乎 完全 一 致 。 
>> ezplot(F, [-20,20]), hold on; ezplot(fl+f2,[-20,20])，Pplot(0,1/6,'o') % 示 数 比 # 
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图 5-11 原 函 数 与 Laurent 级 数 的 曲线 对 比 


对 给 定 的 Laurent 级 数 五 (z) 而 言 ,因为 本 征 奇 点 的 存在 ,分 母 中 存在 无 穷 项 2-*, 其 留 数 定 
义 为 Laurent 级 数 中 2-1 项 的 系数 c_1。 
例 5-47 现在 考虑 复数 有 理 函 数 f(z) = 二 1/(z 一 1) 十 1/(z 一 中 ), 试 写 出 其 Laurent 级 数 。 
解 显而易见 , f(z) 函数 在 极点 z= 二 1 与 z = 中 处 不 解析 。 这 样 ,可 以 将 复数 平面 分 成 三 个 区 域 : 圆 盘 
区 域 |z| < 1; 圆 环 区 域 1 < |z| < 2 和 圆 环 区 域 oo > |z| > 2。 所 以 应 该 分 三 种 情形 考虑 函数 的 
Laurent 级 数 展开 问题 : 
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(1) 若 |z| < 1, 则 意味 着 满足 |z| < 2 或 |z/2| < 1, 这 时 Taylor 级 数 展开 就 足够 了 。 可 以 利用 
Taylor 级 数 的 展开 公式 直接 得 到 原 函 数 的 Taylor 紧 级 数 展 开 
天 = 马帮 < 工 , 则 展开 式 收效 
这 样 , 原 函数 的 Laurent 级 数 ( 即 Taylor 级 数 ) 可 以 写成 
_ -1 —1/2 \- 
MO- +I/ 二 (+ i) 
(2) 若 1 < |z| < 2, 函 数 f(z) 解 析 , 由 于 第 一 项 1/(z 一 1) 不 满足 收 化 条 件 ,可 以 将 其 改写 为 
(1/z)/(1 一 1/z), 这 样 可 以 对 1/z 项 作 Taylor 舌 级 数 展开 ,而 对 第 二 项 作 Taylor 因 级 数 展 开 , 这样， 
Laurent 级 数 可 以 写成 


得 出 的 Laurent 级 数 为 a c、 1 


(3) 若 |z| > 2, 两 项 的 Taylor 级 数 都 不 收 化 ,所 以 应 该 对 1/z 作 Taylor 级 数 展开 


这 样 得 出 的 Laurent 级 数 为 -1 ) 
Zz 


从 这 个 例子 可 以 看 出 ,为 使 得 原 函 数 f(z) 解 析 , 应 该 将 z 平 面 分 成 三 个 不 同 的 区 域 ,分 别 得 出 
Laurent 级 数 展 开 , 所 以 实际 的 Laurent 级 数 应 该 是 分 段 函数 。 


仿照 上 述 思 路 ,可 以 对 部 分 分 式 展开 自动 作 区 域 分 割 ,然后 写 出 每 个 区 域 的 Laurent 级 数 
展开 ,就 此 可 以 编写 laurent_series() 函数 , 以 分 段 函数 的 形式 得 出 各 区 域 的 Laurent 级 数 。 


wk 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


FO=eval(['piecewise(' STR(1:end-1) ');']) % 构 造 Laurent 级 数 的 分 段 函数 表示 
例 5-48 再 考虑 例 5-39 中 的 有 理 函 数 , 试 关 于 z 一 0 点 求 出 其 Laurent 级 数 。 
解 利用 上 面 给 出 的 函数 laurent_series() 可 以 直接 得 出 关于 z 一 0 的 Laurent 级 数 

>> syms Zz; G=(2+Z”7+2+Z~3+8)/(Z~8+30+Z~7+386+Z~6+. . - 

2772*z~5+12093*z~4+32598+Z~3+52520+kz~2+45600#+Z+16000) ; 
F=laurent_series(G) 将 得 出 的 Laurent 级 数 表示 为 分 段 函 数 
这 样 , 得 出 的 Laurent 级 数 可 以 描述 成 如 下 的 分 段 函数 
22818679z5 221063z4 4981z3 121z2? 57z 1 


6400000000 ”64000000 ”1600000 ”50000 ”40000 下 2000 


(1) 若 |z| <1,Fi(z)= 一 


(2) 车 1 <|z|<2 
216104333z5 1968701z2+ 34487z3 71z2 961z 


”172800000000 二 1728000000 “43200000 出 675000 出 1080000 
49 1 1 1 1 二 


37000 + 4322 43227 + 43225 4302 + 43225 
(3) 若 2<|z|<4 
3083895667z5 。 64031299z4 3265513z3 5152722 330961z 


172800000000 ” 1728000000 二 43200000 ”337500 二 1080000 
16549 529 1057 2113 4225 8449 


237000 + 4322 43227 + 43225 43224 + 43225 
(4) 若 4<|z|<5 
34247998925 ，62140157z4 _ 56159897z3 252776089z? _ 226630597z 


F(z) = 


Fs(z) = 


Fa(z) =— 号 
4(2) 56250000 2250000 450000 450000 90000 

202363009 31883669 7198645 i 140679637 618454229 2709385813 . 

18000 144z2 144z 14423 14424 144z5 “ 


2 60 1028 13224 142048 1346208 11631876 
(5) 若 |z| > 5, 6(z) = 二 一 三 十 一 一 一 4 熏 十 一 5 一 一 一 6 一 十 
Pa z z z z z 


5.6.5 封闭 曲线 积分 问题 计算 


留 数 定理 : 考虑 如 下 曲线 积分 
| f(z)dz (5-6-12) 
的 


其 中 , 荆 为 二 维 平面 内 的 逆 时 针 走 行 的 任意 形状 的 封闭 曲线 , 且 包 围 m 个 奇 点 pi(i=1,2,:… ,m)， 
则 封闭 曲线 积分 的 值 等 于 2mj 乘 以 这 些 点 的 留 数 之 和 , 即 


$. f(z)dz =2nj 》 Res[f(:),pi] (5-6-13) 
i=1 


如 果 积 分 线 为 顺 时 针 走 行 的 , 则 应 该 将 被 积 函 数 乘 以 一 1。 
例 5-49 试 求 函 数 j(z] 在 |z| = 6 逆 时 针 曲 线 上 的 曲线 积分 。 其 中 ,函数 (z) 为 
四 2z7 十 2z3 十 8 
TO 28 十 30z7 十 386z6 十 2772z5 十 12093z4 十 32598z3 十 52520z2 十 45600z 十 16000 
解 可 以 用 例 5-41 中 给 出 的 方法 求 出 其 部 分 分 式 展 开 为 
13041 341863 7198933 16444 193046 > 1349779 得 下 
(ot5)3! 12(+5): + 144(a+5) Bs+4) t+ e+4): 27(st4)! Neto 432(et1) 
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可 见 , 该 函数 的 奇 点 为 :pi 二 一 1 为 单 奇 点 ,pa 二 一 2 亦 为 单 奇 点 ,ps 二 一 4,p4 二 一 5 均 为 3 重 奇 
点 。 由 上 面 的 部 分 分 式 展开 式 可 知 ,各 个 奇 点 的 留 数 为 部 分 分 式 展开 的 一 次 项 的 系数 ,这 样 可 以 得 出 
所 需 的 封闭 曲线 积分 值 为 
1798933 1349779 11 和 


和 reaz 5| A + 时 + 让 | dj 
由 第 3 章 介 绍 的 曲线 积分 方法 ,可 以 直接 求 出 该 积分 。 假 设 积分 路 径 厂 由 圆 |z| = 6 给 出 ,可 以 表 
示 为 z 二 6cost 十 j6sint,t € [0,27], 用 下 面 语句 直接 积分 也 可 以 同样 得 出 JT == j4r 


如 果 要 求解 的 问题 是 |z| = 3 的 北 时 针 曲 线 积 分 , 则 在 前 面 的 求 和 式 子 中 去 除 pa,pa 两 个 奇 点 的 
留 数 (因为 这 两 个 奇 点 在 封闭 曲线 外 ), 可 以 最 终 得 出 曲线 积分 的 值 为 了 = 529jx/216。 用 下 面 的 语句 
直接 求 曲线 积分 也 可 以 得 出 同样 的 结果 


例 5-50 试 求 出 下 面 的 曲线 积分 回 下 


解 经 过 简单 观察 原 函 数 ,可 以 发 现 该 函数 在 z = 1,z = 3 处 有 单个 奇 点 ,在 z = 一 处 有 一 个 10 
重 奇 点 ,又 因为 给 定 的 封闭 曲线 厂 为 |z| = 2 正 向 圆周 ,所 以 z = 1,z = 一 在 该 圆周 包围 的 范围 
内 ,z 二 3 在 该 圆 外 ,不 必 计 算 该 留 数 ,这 样 , 原 曲线 积分 的 值 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 ,其 值 为 
(237/312500000 十 j779/78125000)T。 


根据 文献 [6] 中 给 出 的 方法 ,手工 求解 时 建议 先 计算 z 二 3 的 留 数 , 故 得 出 整个 环 路 积分 值 为 
一 ij/(3 十 j)10。 二 者 之 差 为 0, 说 明 两 个 结果 是 完全 一 致 的 。 


由 直接 曲线 积分 方法 也 可 以 得 出 同样 的 结果 


若 曲线 太 的 方程 为 |z| 二 4, 则 该 曲线 将 2 二 1,3, 一 j 三 个 奇 点 均 包围 在 内 ,这 时 曲线 积分 应 该 和 
这 三 个 留 数 的 和 有 关 , 故 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 曲线 积分 的 值 为 0。 


既然 用 符号 运算 的 方法 计算 留 数 特别 简单 ,所 以 没有 必要 再 用 间接 的 方法 计算 了 ,可 以 通过 
式 (5-6-13) 中 给 出 的 算法 直接 求 出 。 该 结果 与 直接 曲线 积分 方法 完全 一 致 。 


例 5-51 试 计算 封闭 曲线 积分 了 二 z2el/zdz。 
1z|=1 
解 例 5-46 中 曾经 得 出 被 积 函 数 的 Laurent 级 数 ,并 指出 z 一 0 是 原 函 数 的 本 征 奇 点 ,这 样 该 点 处 的 
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留 数 为 c_1 = 1/6, 所 以 根据 留 数 定理 ,可 以 得 出 封闭 曲线 积分 为 了 = 2rjc_l 二 本 /3。 还 可 以 通过 直 
接 曲线 积分 验证 得 出 的 结果 。 
>> syms z t; f=2z°2*exp(1/2); F=subs(f,z,cos(t)+sin(t)*sqrt(-1)); 

I=int (F*diff(cos(t)+sin(t)*sqrt(-1) ,t),t,0,2*#pi) % 直 接 曲 线 积分 验证 

利用 变量 替换 的 方法 可 以 将 开 区 间 积 分 变换 成 封闭 曲线 积分 。 例 如, 有 的 书 上 用 变换 的 
方法 求解 F(z) = | Ear 这 类 无 穷 积 分 问题 .而 事实 上 , 这 样 的 积分 直接 用 MATLAB 中 

0 
的 int(O) 函数 更 容易 求解 ,所 以 本 书 不 介绍 这 类 方法 。 
5.7 ”差分 方程 的 求解 


常 系数 线性 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
yk+n)T+ oy[(k+ nom 1)T+ay[(k+n m2)T + +any(kT) 
= biu[(k—d)T]+bzul(k—d—1)T] + + bmul(k—d—m+1)T] 
其 中 ,了 为 采样 周期 。 和 微分 方程 描述 的 连续 系统 类 似 , 这 里 的 系数 a; 和 bi 也 是 常数 ,所 以 这 
类 系统 称 为 线性 时 不 变 离散 系统 .另外 ,对 应 系统 的 输入 信号 和 输出 信号 也 可 以 由 w(kT) 和 
y(kT) 表示。u(kT) 为 第 个 采样 周期 的 输入 信号 ,y(kT) 为 该 时 刻 的 输出 信号 。 为 方便 起 见 , 简 
记 y(t) =y(kT), 且 记 y[(k 十 让 T] 为 y(t 十 让 , 则 前 面 的 差分 方程 可 以 简 记 为 
y(t+n)t+ ay(t+n m1)+aytti+n m2) + +any(t) 
= biu(t+m—d)+buti+m—d—1)+..+bmn+ru(t — d) 
本 节 将 介绍 线性 差分 方程 的 解析 求解 方法 与 数值 求解 方法 , 还 将 探讨 基于 仿真 技术 的 非 线 
性 差分 方程 的 数值 求解 方法 。 
5.7.1 一 般 差 分 方程 的 解析 求解 方法 
前 面 给 出 了 线性 常 系数 差分 方程 的 一 般 形式 , 若 信号 的 初 值 y(0),y(1)…… ,y(n 一 1) 含 有 
非 零 元 素 , 则 对 式 (5-7-2) 两 边 进行 2 变换 可 以 得 出 


(5-7-1) 


(5-7-2) 


n—l 
zyY(z)- D2 yi) + as" 1Y(s)—al 3 zs) 十 … 十 anY(z) 
i=0 i=0 (5-7-3) 
= 2 bm"U(s) bh 》 2 和 人 十 十 bmHU(z) 
i=0 
由 此 得 出 mm 2s-dU7 (zs . 
Y(z) (bi1z™ + baz™ 1 和 学 en U(z)+E(z) (57-4) 
i 
其 中 , 忆 (z) 为 输入 、 输 出 信号 初 值 按 式 (5-4-2) 中 的 变换 计算 出 来 的 表达 式 
n—1 
B= 2 (i -a zm iy(i) -并 zn iy(i) —: — an_zy(0) +i(n) (5-7-5) 
i=0 
其 中 m—1l 


on) 一 一 让》 2 人 一 … 一 bmzu(0) (5-7-6) 
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对 Y(z) 进行 z= 反 变换 则 可 以 得 出 差分 方程 的 解析 解 y(t)。 根 据 前 面 的 算法 , 可 以 编写 出 一 
般 差分 方程 的 通用 求解 函数 


其 调用 语句 为 SEEIEEISGCGAREUAURORO， 其 中 , A,B 向 量 分 别 表示 差 分 方程 左 侧 和 右 侧 的 
系数 向 量 , U 为 输入 信号 的 = 变换 表达 式 ,yo 给 出 输出 信号 的 初 值 向 量 ,d 为 延迟 步 数 , 其 默认 值 
为 0。 调 用 该 函数 可 以 直接 获得 差分 方程 的 解析 解 。 该 函数 也 可 用 于 非 首 一 化 的 差分 方程 下面 
将 给 出 具体 实例 来 演示 一 般 差 分 方程 的 求解 方法 。 

例 5-52 试 求 解 差分 方程 48y(m 十 和 一 76y(m 十 3) 十 44y(m 十 2) 一 11y(2 十 1) 十 yp) = 2u(2 十 2) 十 
3u(m 十 1) 十 w(m), 其 中 ,y(0) = 1,y(1) = 2,y(2) = 0,y(3) = 一 1, 且 输入 u(n) = (1/5)", 试 求 出 差分 
方程 的 解析 解 。 

解 由 给 出 的 问题 可 以 直接 提取 出 4, 媚 向 量 ,将 初始 输出 向 量 和 输入 信号 送 给 计算 机 ,再 调用 
diff_eq() 直接 求解 给 出 的 差分 方程 


可 以 得 出 差分 方程 的 解 为 


t= » WeiN™ Wa ML gi WW _1) 
WE Te BN ae) Bh 
其 图 形 显示 如 图 5-12 所 示 , 给 出 的 几 个 初始 点 均 在 得 出 的 解 中 。 


2 


1.5 


0 5 10 15 20 
图 5-12 差分 方程 解 的 曲线 表示 


5.7.2 线性 时 变 差分 方程 的 数值 解法 
线性 时 变 差分 状态 方程 一 般 可 以 写成 
{ z(k+1) = F(z(k) + GK)u(k) 


z(0) = zo (5-7-7) 
yk) = C(k)z(k) + DE)u(K), 
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可 见 ,采用 递 推 方法 , 则 
z(1) = F(0)zo + G(0)u(0) 
z(2) = F(D)z(1) + G()u(l) = F(D)F(O)z0+ F(D)G(O)u(0) + G(D)u(1) 
最 终 可 以 直接 得 出 
z(k) = F(k-1)F(k-—2)...F(0)zo+G(k—1)u(k—1) 
+F(k— 1)G(k—2)u(k—2) + + F(k—1)...F(0)G(0)u(0) 
k—l 大 一 1 『 k—1l 
=][zozo+>， [nH eu G(i)u(i) 
j=0 i=0 [j=it1l 
若 已 知 了 (i), G(), 则 可 以 通过 上 面 的 递 推 算法 直接 求 出 离散 状态 方程 的 解 。 从 数值 求解 的 
角度 看 ,还 可 以 用 返 代 方法 求解 该 差分 方程 , 即 从 已 知 的 =(0) 根据 方程 式 (5-7-7) 推 出 z(1), 再 
Zz(1) 计 算 z(2),… ,这 样 就 可 以 递 推 地 得 出 系统 在 各 个 时 刻 的 状态 ,可见 ,迭代 法 更 适合 计算 
机 实现 。 
例 5-53 试 求解 离散 线性 时 变 差分 方程 四 
[| =[ odin [E08 ] + [®ve 
其 中 ,z(0) = [1,1]7, 且 wu(k) = (1)*,k=0,1,2,3,...。 
解 采用 迭代 方法 ,可 以 用 下 面 的 循环 结构 立即 得 出 状态 变量 在 各 个 时 刻 的 值 ,如 图 5-13 所 示 。 


(5-7-8) 


finn 
A 


00 
图 5-13 离散 时 变 系统 的 响应 曲线 
5.7.3 线性 时 不 变 差 分 方程 的 解法 
线性 时 不 变 差分 方程 有 天 ()=…= 二 (0)=F,G(k) =… = G(0) = G, 由 式 (5-7-8) 可 以 
立即 得 出 不 2 
z(k)=Frrot+ FIGu() (5-7-9) 


i=0 
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由 于 计算 机 数学 语言 并 不 能 直接 求 出 是 变量 形式 时 F* 的 解析 表达 式 ,所 以 用 上 述 表达 
式 无 法 求 出 状态 变量 的 解析 和 解 , 必须 考虑 其 他 方法 。 


再 重新 考虑 式 (5-7-7), 其 时 不 变形 式 可 以 写成 
{ SOS) ET) Oy (5-7-10) 
y(k) = Cz(k) + Du(k), 
两 端 同时 求 变 换 , 由 式 (5-4-2) 的 性 质 可 以 得 出 
X(z)=(:T—F) :zo+GU(z) — Gzuol] (5-7-11) 
这 样 可 以 推导 出 离散 状态 方程 的 解析 解 为 
z(k) = Zz — F) zrot 21{(zI— F)1[GU(z) — Gzuo]} (5-7-12) 
进一步 观察 上 面 的 式 子 还 可 以 发 现 ,常数 方 阵 五 的 上 次 方 也 可 以 通过 z 反 变换 计算 
p= + (5-7-13) 


例 5-54 已 知 某 离 散 系统 的 状态 方程 如 下 , 试 求 出 各 个 状态 阶 跃 响应 的 解析 解 
11/6 -5/4 3/4 —1/3 

| 0 

0 0 14 0 


解 直接 套用 下 面 的 公式 , 则 可 以 求解 出 状态 方程 的 解析 解 为 


4 
z( 人 十 昌 u(k), zo =0 
0 


从 而 得 出 各 个 状态 的 解析 解 为 


48(1/3)* — 48(1/2)*k — 72(1/2)* — 24(1/2)*C?_1 +48 
144(1/3)* — 48(1/2)*k— 144(1/2)* — 48(1/2)*C2_1 + 48 
216(1/3)* — 192(1/2)* — 48(1/2)*C?_1 + 24 

24(1/2)*k — 24(1/2)*C2_, — 144(1/2)* + 162(1/3)* +6 

事实 上 ,得 出 结果 中 的 nchoosek(n,k) 是 组 合 符号 ,其 数学 表示 为 Ck 二 nl/[(n 一 Ik!]。 其 实 ， 
C2_1 还 可 以 进一步 简化 为 (k 一 1)(k 一 2)/2, 这 样 可 以 将 得 出 的 结果 手工 简化 为 
—12(8 +k+k2)(1/2)* + 48(1/3)* + 48 
24(—8+k—k2)(1/2)* + 144(1/3)* + 48 

24(—10+ 3k— k2)(1/2)* + 216(1/3)* 

12(—14+ 5k— Ek?)(1/2)* + 162(1/3)* +6 

另外 ,因为 原 结果 中 只 有 C2_1 项 需要 进一步 简化 ,并 对 (1/2)* 合 并 同类 项 ,还 可 以 由 下 面 的 语 
名 自动 化 简 ,这 也 将 得 出 与 手工 化 简 一 致 的 结果 。 
>> xi=collect(simplify(subs(x,nchoosek(k-1,2), (kK-1)*(k-2)/2) ,2 KE) 


例 5-55 考虑 例 4-74 中 的 A* 计 算 问 题 ,试用 z 反 变换 重新 计算 A*。 
解 由 式 (5-7-13) 可 见 , 矩 阵 乘 方 4K 可 以 由 下 面 的 语句 直接 计算 ,其 结果 与 例 474 中 的 也 完全 一 致 。 


(有 三 


(Ek) = 
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5.7.4 一 般 非 线性 差分 方程 的 数值 求解 方法 
假设 已 知 差分 方程 的 显 式 形式 , 即 
y(t) = f(t,y(t — 111), ,yt —n),u(t), ,u(t — m)) (5-7-14) 
则 可 以 通过 递 推 的 方法 直接 求解 该 方程 , 得 出 方程 的 数值 解 。 


。 3 一 1D)2 二 11y( 一 2) 
A ET CC) 


十 0.1u(t), 若 输 入 信 


号 为 正弦 函数 u(t) = sin 刀 采样 周期 为 了 = 0.05s, 试 求解 该 方程 的 数值 解 。 

解 引入 一 个 存储 向 量 yo, 其 三 个 分 量 yo(1),yo(2) 和 yo(3) 分 别 表示 y(t 一 3),y(t 一 2) 和 y(t 一 1), 在 
每 一 步 递 推 后 更 新 一 次 Yo 向量 。 这 样 ,用 下 面 的 循环 结构 就 可 以 求解 该 方程 ,并 绘制 出 输入 信号 和 
输出 信号 的 曲线 , 如 图 5-14 所 示 。 可 见 , 在 正弦 信号 激励 下 , 非 线性 系统 的 输出 会 产生 畸变 ,这 与 线性 
系统 响应 是 不 同 的 。 


信号 y(t) 
05 


输入 信号 u(t) 
0 2 4 6 8 10 2 
5-14 非 线 性 离散 差分 方程 数值 解 曲线 


5.8 习 题 
(1) 对 下 列 的 函数 f(t) 进行 Laplace 变换 : 
Ofalt) =sinat/t, ®@folt)=tsinat, ®fe(t)=tscosat, @falt) = ter, 
@fe(t)=5e "+tie "t+8e 2, ©@fi(t)=estsin(at+0), felt)=e 2 +6e, 
(2) 对 上 面 的 结果 作 ILaplace 反 变换 ,看 看 能 不 能 还 原 给 定 的 函数 。 
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(3) 


(4) 


二 


(5 


(6 


= 


《网 


(8 


= 


(9 


= 


(10) 


(11) 


下 面 两 个 公式 也 是 Laplace 变换 的 性 质 , 试 选择 不 同 的 常 教 n, 验证 这 两 条 性 质 。 


OO2[tmjb] = te EAMG) a UE D! -aye, 


ee, @Y 1 


对 下 面 的 正 (s) 式 进行 Laplace 反 变换 : 
1 一 让 
OF,(s) J oa @F(s)= Vs—a—Vs—b, @F.(s)= 二 
.，。- 神 3a2 _ (s—1)s 
@Fa(s) = ye ©@F.(s) 下 © Fr(s) 
2 本 
@ 肌 (6) =In St, @R(s) = 2 @R(s) = 2 
s2 十 有 2” 一 a” 
+a 
证 明 , 对 s 的 非 整 数 次 方 ,下 面 的 Laplace 变换 的 公式 成 立 。 
对 不 同 的 7 取 值 , 试 证 明 .Z| = 了 0 a 
意 ， 试 i 三 三 辣 炮 
加 对 任意 a> 0 二 证 明 乡 | 天 本 本 | es/aerfc (vs /a): 


Laplace 变换 的 一 个 重要 应 用 是 上 可 以 利用 当 函 数 和 各 阶 导 数 的 零 初 
始 值 下 .名 [d"f(t)/dt"] = sn.2[f(b] 这 一 性 质 对 微分 方程 进行 Laplace 变换 的 方法 去 求解 微分 
方程 , 非 零 初 值 问题 也 可 以 利用 相应 方法 求解 。 试 使 用 这 样 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程 。 
DY (t) +3y(t) +2y(t) =e ",y(0) =Y(0) = 

@y’ —y=4sint+5cos2t,y(0) = —1,y(0) = 一 


2 —z+y+z=0 
| T+ —Yy+z2s=0 2(0)=1,2(0)=y(0)=¥y(0)=2z(0)= 2(0)=0 
T+Yy+2/—z=0, 
假设 某 分 数 阶 系统 是 由 两 个 子 模型 G1(s) 和 G2(s) 并 联 而 成 , 则 系统 的 总 模型 可 以 由 G(s) = 
Gi(s) 十 G2(s) 计 算出 来 ,6 试 对 下 面 的 两 个 子 模型 并 联 的 总 系统 绘制 出 阶 跃 响应 曲线 。 
(Ci 2 i s04 十 0.6s 十 3 
VE5(s2 十 3509 十 403， G2(s) (5505 十 3504 十 5]07 
系统 模型 G1(s), G2(s) 串联 连接 构造 的 总 系统 可 以 由 G(s) = G2(s)G1(s) 表示 , 试 求 出 上 例 两 
个 子 传递 函数 串联 后 的 阶 跃 响应 曲线 。 
试 求 出 下 面部 数 的 Fourier 变换 ,对 得 出 的 结果 再 进行 Fourier 反 变换 ,观察 能 否 得 出 原 函 数 。 
f(z)=z2(3x—2|z|),0 < zr < 2rx, @f(t) =2(t— 2n),0<t < 2n, 


G1(s) = 


@f(t) =e ,1<t<l, Of(t)=tell, x<t<n 
试 求 出 下 面 函数 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 ,并 用 Fourier 正弦 、 余 弦 反 变换 对 得 出 的 结果 进行 
处 理 ,观察 是 否 能 还 原 出 原 函 数 。 


of =etInt, @f(z) ee @f(z)=In 


要 
V1l+z2 
图 对 任意 的 Q > 0,f(7)=z(a? 一 22), @f(z)= coskz。 
试 求 函数 Hf(7) = ekr ,Of(z) = za 的 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 。 
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(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


in(aln 总 和 
mde Ss 进行 Mellin 变换 。 


试 对 分 段 函 数 f(z) = 让 
请 将 下 述 时 域 序列 函数 有 (kT) 进行 2 变换 ,并 对 结果 进行 反 变换 检验 。 

Dfa(kT) = cos(kaT), @fo(kT) = (KT) ?eT, @fi(kT)= LlakT 二 于 本 
@fa(kT)=e eT, @fe(kT)=sin(akT), ©®fi(kT)=1—e *T(l+akT)。 
已 知 下 述 各 个 2 变换 表达 式 下 (z), 试 对 它 mi 反 变换 。 


10z 六 
OE = a Ei = 
a ws oar) _ Az[z cosB — cos(aT — B)] 
OP) = ey OF)= 


对 下 面 的 Laplace 变换 式 求 出 相应 的 z 变 换 ,并 对 结果 进行 检验 。 


_ @-2s 
GeW= "= er ! 3 


22—D) 
全 er TT 替换 G(s), 则 可 以 得 出 函数 互 (z)。 这 样 的 变换 
1+Ts/2 


又 称 为 双 线 性 变换 。 若 了 一 1/2, 访 下 出 及 (2)。 若 对 结果 进行 亲 变 换 2 一 区， 
线性 反 变换 的 结果 。 试 观察 这 样 的 反 变 换 是 否 能 恢复 原 函 数 。 
试用 计算 机 证 明 

2 位 一 erek [cosoxm+5 sin(bkT)] } = 


b 
5 
已 知 函 数 G(s) = 
则 得 出 双 


z(Az+ B) 

(z 一 1)(z2 一 2e-a7 cos(bT)z 十 e-2a7) 
式 中 ,44 一 1 一 ee cos(UT) 一 2eersin(b), 刀 一 e+ T sin(bT) — e—°T cos(bT)。 
斌 判定 下 面 的 多 项 式 组 是 否 互 质 。 如 果 非 互 质 , 试 化 简 B(s)/ A(s)。 
@OB(z)= -3z4 十 z5 一 11z3 十 51z2 一 627 十 24， 

4(z) = z7 一 12z6 十 26z5 + 140z74 — 47173 一 248z2 十 12847z 一 720， 
@B(z) = 3z6 一 36z5 十 120z4 十 90z3 — 1203z2 十 2106z 一 1080, 

4(z) = z9 十 15z8 十 79z7 十 127z8 一 359z5 一 1955z4 一 3699z3 一 358772 一 1782z 一 360。 
试 绘制 如 下 复 变 函数 的 Riemann 曲面 。 
O@Oj(z) = zcosz2，@j(z) = ze (cosz 一 sinz)。 
记 z 一 Z 十 过 ,其 中 ,z 和 28 满足 z2 十 (一 1)2 二 1。 很 显然 ,z 是 一 个 圆 , 试 利用 w 二 1/z 替换 将 
该 圆 映 射 到 也 平面 上 ,这 个 映射 出 来 的 图 形 是 什么 ? 


22 十 4z 十 3 = 去 六 
& - 3 部 的 极点 ,找到 各 个 极点 

考虑 函数 f(z) te 试 找 出 函数 全 部 的 极点 ,找到 各 个 
的 重 数 ,并 计算 它们 的 留 数 。 
试 求 出 下 面 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 。 
oj 四 3z4 一 2173 十 45z2 — 39z + 12 

Z7 十 15z6 十 96z5 十 340z4 + 72073 十 912z72 + 6407 十 192” 

3 十 5 

mie) = 十 21s7 十 181s6 十 83955 十 2330s4 十 4108s3 十 4620s2 十 3100s 十 1000” 
@ f(z) 3z6 — 36z5 十 120z4 + 90z3 — 1203z2 十 2106z — 1080 

2Z7 十 13z6 十 52z5 十 10z4 一 431z3 — 1103z2 一 1062z 一 360” 

Z2 十 47 十 3)e-5 王 

@f(z) (z 十 4r 十 3)e 


25 十 7z4 一 275 一 100z2 一 232z 一 160” 
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(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


(28) 


(29) 


试 求 出 下 列 函 数 奇 点 处 的 留 数 。 


1— sinze 2 
a) 


加 (2—3) mw 中 
DO = 


试 写 出 下 面 函 数 的 Laurent 级 数 并 找 出 其 留 数 。 

@j(z) = ze-1/* [sin(1/z) — cos(1/z)], ®f(z)= z5cos(1/z2)。 

试 写 出 下 面 函 数 的 Laurent 级 数 。 
JaO= 二 + 


(24 + 10z3 + 3522 十 50z 十 24)， 
(1— cos2z)(1 —e-*) . 
23sinz 


I I 
(2-1) z-2 (2-2) z+i zi 


求 下 面 的 封闭 环 路 积分 。 


215 EE 
0 Tr" 其中 为 P| 一 3 正 向 国 周 ， 


3 

o 入 el/zdz, 其 中 , 荆 为 |z| = 2 正 向 圆周 ， 
rl+z 

of cosz(1 —e-* )sin(3z + 2) 
ja 


dz, 其 中 ,为 |z| = 二 1 的 正 向 圆周 ， 


Zsinz 
元 一 他 
of. |=2 23(z 一 1)(z 一 Ey 
复 平面 映射 中 有 一 个 很 有 趣 的 数学 分 支 一 一 分 形 ,下面 三 个 习题 均 是 这 方面 的 内 容 。 任 意 选 定 
一 个 二 维 平面 上 的 初始 点 坐标 (Zo,yo), 假 设 可 以 生成 一 个 在 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 数 
Ti 那么 根据 其 取 值 的 大 小 ,可 以 按 下 面 的 公式 生成 一 个 新 的 坐标 点 (2Z1,y1)。 
7z1=0, Y= yo/2, 如 果 Yi < 0.05 
Z1 = 0.42(zo — Yo), 多 = 0.2 十 0.42(zo 十 go)， 如 果 0.05 < i < 0.45 
2Z1 = 0.42(zo + yo), i = 0.2—0.42(zo 一 加 )， 如 果 0.45 < Yi < 0.85 
Z1 = 0.170, Wi = 0.2 十 0.1y0， 其 他 情况 
试用 该 递 推 方法 计算 10000 个 点 ,并 将 这 些 计算 点 用 圆 点 表示 ,观察 得 出 的 结果 。 
选 定 一 个 复数 Cc, 在 对 (zm, ym) 到 (zM,yM) 平面 区 域内 每 个 点 20 二 zo 十 jgo 做 如 下 映射 zn+1 一 
如 2 十 Cc 之 后 ,如 果 变 换 的 点 仍 为 有 界 的 , 则 再 继续 上 述 的 映射 ,进行 若干 次 映射 后 ,可 以 得 出 一 
个 新 的 复数 ,把 它 进行 变换 后 赋 给 z(zo,yo)。 试 由 该 映射 生成 数据 并 绘制 Julia 图 。( 提 示 : 可 以 
套 考 本 书 提供 的 julia.m 文 件 ,区 域 一 1.3 < Zz,y 和 1.3, 网 格 点 300, 和 迭 代 次 数 30, 且 
co = 0.27334 + j0.00742, ® co = 一 0.7) 
>> x=linspace(-1.3,1.3,300); y=x; [X,Y]=meshgrid(x,y); % 生 成 网 格 
iter=30; c=0.27334+0.00742i; tic,W=julia(X,Y,c,iter); toc % 计 算 复 映射 
pcolor(X,Y,W), shading flat; axis('square'); colormap prism(256); % 绘 图 
在 znt1 一 322 十 ec 映射 中 ,如 果 20 遍 取 区 域内 (zm,ym) 到 (zM;,yM) 所 有 的 点 , 则 可 以 得 出 各 个 
点 处 的 测度 ,从 而 绘制 出 Mandelbrot 图 。( 提 示 : 可 以 参考 本 书 提供 的 mandelbrot.m 函数 , 选 
择 -2 入 z 入 0.5,-1.25 入 和 1.35, 网 格 点 300, 和 迭代 次 数 200,c 二 0, 收 化 阅 值 a 二 2; 若 选择 
区 域 -0.74547 < z < 一 0.74538,0.11298 < y < 0.11304, 重新 绘制 ) 


(Z1,1) 后 
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>> x=linspace(-2,0.5,300); a=2; y=linspace(-1.25,1.25,300); 多 生成 网 机 
[X,Y]=meshgrid(x,y); iter=200; c=0; W=mandelbrot (X,Y,c,a,iter); % 复 映射 
pcolor (X,Y,W), shading flat; axis('square'); colormap prism(256); % 绘 图 
(30) 试 求解 下 面 给 出 的 差分 方程 模型 。 
72y(t) + 102y(t — 1)+53y(t— 2)+12y(t—3)+y(t—4) =12u(t)+7u(t C1),u(t) 为 阶 跃 
信号 , 且 y(--3)==1,y(-2)= 一 1,y(--1)=y(0)=0， 
@Yy(t) — 0.6y(t — 1)+0.12y(t — 2)+0.008y(t— 3) =u(t),u(t) =e-01t, 且 y(t) 初 值 为 0。 
y(t—2)+4y(t—1)+2u(t) 


(31) 试 求解 非 线性 差分 方程 y(t) = w(t) 十 y(t 一 2) 十 3y2(t 一 1) 十 TR 


t<0 时 y(t) = 0,u(t) =e-2。 

(32) Fibonacci 序 列 a(1) = a(2) =1,a(t 十 2) =a(t) 十 a(t 十 1),t 二 1,2,…, 事 实 上 是 一 个 线性 差 
分 方程 , 斌 求 出 通 项 a(t) 的 解析 解 。 

(33) 已 知 某 离散 系统 的 状态 方程 模型 如 下 , 且 zT(0) = [1, 一 ]], 试 求 该 系统 阶 跃 响应 的 解析 解 ,并 
比较 数值 解 。 


©®Oz(t+1) = -8 | z(t) + 加 ub), 


11/6 —1/4 25/24 一 2 2 
ont+D=| 1 1 了 如 so+ 0 uD 
0 i .8/4 1/4 
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方程 求解 问题 是 科学 与 工程 研究 中 经 常 遇 到 的 问题 ,线性 代数 方程 可 以 用 第 4 章 中 介绍 的 
方法 直接 求解 , 非 线性 方程 或 一 般 多 项 式 方程 的 求解 将 在 6.1 节 中 介绍 ,在 该 节 中 将 先 介绍 一 元 
或 二 元 方程 的 图 解法 , 然后 将 介绍 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 多 项 式 方程 或 一 类 可 以 化 
成 多 项 式 方程 的 代数 方程 的 准 解析 解 方法 ,再 介绍 一 般 非 线性 方程 组 的 数值 解法 ,还 将 介绍 非 
线性 矩阵 方程 的 数值 解 方法 ,试图 得 出 感 兴趣 区 域内 的 全 部 数值 解 。 

最 优化 技术 是 当前 科学 研究 中 一 类 重要 的 手段 .所 谓 最 优化 就 是 找 出 使 得 目标 函数 值 达 到 
最 小 或 最 大 的 自 变量 值 的 方法 , 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,学 会 了 最 优化 问题 的 求解 思想 ,可 以 将 科 
研 的 水 平 提高 一 个 档次 , 因为 原来 解决 问题 得 到 一 个 解 就 满足 了 ,学 会 了 最 优化 的 思想 后 ,很 
自然 地 将 追求 问题 最 好 的 解 。 最 优化 问题 从 其 分 类 看 有 无 约束 最 优化 问题 和 有 约束 最 优化 问 
题 .6.2 节 将 详细 介绍 无 约束 最 优化 问题 以 及 MATLAB 求 解 方 法 ,介绍 图 解法 和 一 般 的 数值 算 
法 ,引入 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 的 概念 , 并 介绍 梯度 信息 在 最 优化 问题 求解 中 的 应 用 。 还 将 介 
绍 决策 变量 区 间 受 限 条 件 下 的 无 约束 最 优化 问题 的 求解 方法 。6.3 节 将 介绍 有 约束 最 优化 的 概 
念 , 引入 约束 可 行 区 域 的 概念 ,并 就 线性 规划 问题 ,二 次 型 规划 问题 和 一 般 非 线性 规划 问题 的 
MATLAB 语 言 求解 进行 详细 的 介绍 ,6.4 节 将 进一步 引申 最 优化 问题 , 引入 整数 规划 和 混合 整 
数 规划 的 概念 ,介绍 如 何 用 MATLAB 语言 求解 小 规模 问题 的 穷 举 方法 , 并 介绍 基于 “分 枝 定 界 
法 ”的 一 般 混合 整数 规划 问题 与 0-1 规 划 问 题 的 MATLAB 实 现 .6.5 节 将 引入 一 类 特殊 的 线性 
规划 问题 一 一 线性 矩阵 不 等 式 的 概念 ` 分 类 与 求解 问题 .6.6 节 介绍 多 目标 规划 和 极 大 极 小 问题 
的 求解 方法 ,6.7 节 将 以 最 优 路 径 规划 为 例 介绍 动态 规划 问题 的 计算 机 求解 方法 .通过 本 章 内 容 
的 学 习 ,读者 应 该 能 掌握 一 般 非 线性 方程 及 非 线 性 最 优化 问题 的 实际 求解 方法 。 


6.1 代数 方程 的 求解 


6.1.1 代数 方程 的 图 解法 

MATLAB 提供 了 很 强 的 一 元 二 元 隐 函 数 绘制 功能 , 充分 利用 这 些 功 能 就 可 以 将 一 元 、 二 
元 的 方程 用 曲线 表示 , 并 由 曲线 的 交点 读 出 方程 的 实数 根来 .然而 ,方程 的 图 解法 是 有 局 限 性 
的 , 仅 适 用 于 一 元 、 二 元 方程 ,多 元 方程 是 不 能 用 图 解法 直接 求解 的 .本 节 将 通过 例子 演示 一 元 、 
二 元 方程 的 求 根 问题 。 

(1) 一 元 方程 的 图 解法 .第 2 章 介绍 过 ,用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 给 定 的 隐 函 数 f(z)=0 
曲线 ,所 以 可 以 用 图 解法 从 给 出 的 曲线 和 wy = 0 线 的 交点 上 读 出 所 有 的 实数 解 。 
例 6-1 用 图 解法 求解 方程 e-3tsin(4t 十 2) 十 4e-05tcos(2t) 一 0.5。 


解 用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 如 图 6-1(a) 所 示 的 曲线 ,该 曲线 与 横 轴 的 所 有 交点 均 是 给 出 的 一 元 
方程 的 解 。 
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从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ,该 方程 可 能 有 多 个 实 根 , 如 果 想 用 图 解法 得 出 某 个 根 ,可 以 对 该 点 附近 
局 部 放大 ,直到 曲线 穿越 横 轴 , 且 横 轴 给 出 的 各 个 标点 的 数值 完全 一 致 时 ,可 以 断定 原 方程 的 解 即 为 
t 轴 标 度 ,如 图 6-1(b) 所 示 , 即 该 方程 的 一 个 解 为 t= 二 0.673758。 将 其 代入 方程 


可 见 ,得 出 的 pi 点 的 函数 值 为 一 6.76x10-5, 故 可 见得 出 的 根 是 原 方程 的 根 ,但 精度 不 是 很 高 。 
用 类 似 的 方法 还 可 以 得 出 并 验证 其 他 的 解 。 
X10-7 


P1 P2 Pp3 


=- 


0 1 2 3 4 | 0.673756 0.673758 0.673760 0.673762 
(a) 某 个 区 域 的 隐 函 数 曲 线 (b) 局 部 放大 后 的 求解 结果 
6-1 一 元 方程 的 图 解法 


(2) 二 元 方程 的 图 解法 ,二 元 方程 也 是 可 以 通过 图 解法 求解 的 , 可 以 通过 ezplot() 函 
数 将 第 一 个 方程 对 应 的 曲线 绘制 出 来 , 再 使 用 hold on 命令 保持 图 形 不 被 刷新 ,最 后 调用 
ezplot () 函数 将 第 二 条 曲线 在 同一 坐标 系 下 县 印 出 来 .得 出 曲线 后 就 可 以 通过 读 取 交 点 坐标 
的 方式 得 出 联 立方 程 的 根 .即使 某 个 联 立方 程 有 多 个 根 ,前 面 介绍 的 图 解法 一 次 也 只 能 求 取 某 
一 个 感 兴趣 的 根 。 
z2e-zw /2 + er/2sin(ry) =0 
了 cos(z 十 妇 ) +z2erty 一 0 
解 利用 隐 函 数 图 形 绘制 的 方法 , 可 以 用 图 解法 直接 求解 二 元 方程 组 , 可 以 通过 下 面 的 语句 绘制 出 第 
一 个 方程 的 曲线 ,如 图 6-2(a) 所 示 。 


例 6-2 用 | 


该 曲线 上 所 有 的 点 均 满足 第 一 个 方程 ,可 以 用 hold on 语句 保护 当前 的 坐标 系 , 再 用 ezplot() 
欧 数 绘制 第 二 个 方程 的 曲线 ,这 样 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 两 组 曲线 ,如 图 6-2(b) 所 示 。 


这 两 个 方程 对 应 曲线 的 交点 都 是 联 立方 程 的 解 ,可 以 通过 图 解法 来 求 取 二 元 联 立 方程 的 实 根 。 
6.1.2 多 项 式 型 方程 的 准 解 析 解 法 
在 介绍 多 项 式 方程 的 一 般 解法 之 前 , 先 考虑 下 面 给 出 的 两 个 简单 的 例子 。 


例 6-3 先 考虑 鸡 兔 同 笼 问题 :笼子 里 有 鸡 和 兔子 , 头 数 为 35, 足 数 为 94, 问 鸡 和 兔子 各 有 多 少 只 。 
解 这 个 问题 可 以 在 现代 数学 下 描述 为 联 立 方程 的 形式 ,z 十 y 二 35,27 十 4y 二 94, 其 中 ,z 和 ?分别 
为 鸡 和 兔子 的 只 数 ,当然 ,每 个 人 都 能 求解 出 来 。MATLAB 下 有 没有 求解 这 类 问题 的 更 好 方法 呢 ? 
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| vo 人 人 


6 -" = 0 区 4 6 
(a) 第 一 方程 的 曲线 (b) 同一 坐标 系 下 两 个 方程 的 昌 
6-2 联 立 方程 图 解法 示意 图 


Z2 十 内 一 1=0 
0.7573—y+0.9=0 
解 用 图 解 方法 可 以 由 下 面 的 语句 直接 绘制 出 两 条 曲线 ,如 图 6-3 所 示 , 其 交点 就 是 原 方程 的 解 。 


例 6-4 试用 | 


I 1 Ss 0 Ws HU i 
图 6-3 联 立 方程 图 解法 示意 图 

从 图 6-3 可 见 ,这 两 条 曲线 共有 两 个 交点 , 故 可 能 轻易 地 得 出 结论 , 原 联 立方 程 有 两 个 根 。 事 实 
上 ,这 样 的 结论 是 错误 的 ,由 第 二 个 方程 可 以 显 式 地 将 8 写成 za 的 形式 ,代入 第 一 方程 则 得 出 关于 了 
的 六 次 多 项 式 方程 ,该 方程 应 该 有 六 对 根 。 因 为 用 二 维 图 形 只 能 求解 出 方程 的 实 根 ,而 不 能 求解 出 方 
程 的 复数 根 ,所 以 利用 图 解法 有 时 也 能 得 出 错误 的 结论 。 

一 般 多 项 式 方程 的 根 可 以 为 实数 ,也 可 以 为 复数 .MATLAB 符 号 运算 工具 箱 中 给 出 的 
solve() 函数 对 多 项 式 类 方程 是 十 分 有 效 的 ,但 新 版 本 下 其 功能 也 是 有 限制 的 , 因为 新 版 本 只 
能 用 于 求解 解析 解 存在 的 问题 ,否则 建议 采用 高 精度 数值 解 的 函数 vpasolve(), 可 以 用 该 函数 
求解 出 多 项 式 方 程 所 有 的 根 。 该 函数 的 定义 格式 为 


其 中 ,eqni 为 第 ;个 方程 的 符号 表达 式 ( 早 期 版 本 还 可 以 使 用 字符 串 描述 方程 )。 该 函数 可 以 同 
时 求解 若干 个 联 立方 程 ,还 可 以 按照 第 三 种 调用 格式 显 式 地 指出 需要 求解 方程 的 变量 名 ,第 二 
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种 和 第 三 种 调用 格式 将 求 出 方程 的 根 ,并 按 各 个 变量 名 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 ,第 一 种 调 
格式 将 返回 一 个 结构 体 变 量 5S, 其 各 个 成 员 变 量 ,如 5S.z,S.y 等 表示 方程 的 根 。 

例 6-5 试用 solve() 或 vpasolve() 函数 求 取 例 6-3 和 例 6-4 中 给 出 的 联 立 方程 。 

解 首先 考虑 鸡 兔 同 笼 问题 ,由 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 方程 的 解 Z 二 23,y 二 12, 鸡 笼子 里 有 鸡 23 
只 ,兔子 12 只 。 


再 考虑 例 6-4 中 的 六 次 方程 。 由 Abel-Ruffini 定 理 可 知 , 原 方程 是 没有 解析 解 的 ,在 MATLAB 新 
版 本 下 利用 solve() 函数 也 是 得 不 出 解 的 ,应 该 使 用 vpasolve() 函数 求解 方法 


可 以 得 出 方程 的 高 精度 数值 解 为 
0.35696997189122287798839037801365 
一 0.98170264842676789676449828873194 
?0 一 | 0.86631809883611811016789809418650 土 1.2153712664671427801318378544391 
一 0.55395176056834560077984413882735 土 0.35471976465080793456863789934944 


0.19042035099187730240977756415289 
一 1.4916064075658223174787216959259 士 j0.70588200721402267753918827138837 
0.92933830226674362852985276677202 士 j0.21143822185895923615623381762210 
利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 可 以 得 出 原始 问题 的 高 精度 数值 解 , 故 这 里 称 之 为 准 解析 解 。 
可 以 看 出 ,除了 前 面 得 出 的 两 组 实数 根 外 ,还 得 出 了 另外 四 组 复数 根 ,这 是 用 普通 数值 解法 所 得 不 出 
来 的 下面 验证 一 下 这 样 得 出 的 根 是 不 是 原 方程 的 根 。 可 以 将 得 出 的 解 直 接 代 入 原 方程 可 以 得 出 方 
程 的 误差 ,对 此 例 而 言 误 差 矩 阵 的 范 数 为 3.6715x10-38, 可 见 ,得 出 的 根基 本 满足 原 方程 。 


0.93411585960628007548796029415446 
yo= 


从 例子 可 见 ， 求 解 复 杂 联 立方 程 的 准 解析 解 对 用 户 而 言 就 像 求 解 鸡 兔 同 笼 问题 一 样 简单 。 
例 6-6 多 元 多 项 式 方程 也 可 以 用 vpasolve() 函数 直接 求解 。 试 求解 下 面 的 联 立 方程 
z+3y +222 =1/2 
Z2 十 3 十 2 一 2 
ZT3+2z+2y =2/4 
解 给 出 的 联 立 方程 是 关于 Zz,y,z 的 三 元 联 立方 程 ,可 见 它 只 含有 多 项 式 项 ,所 以 从 理论 上 说 可 以 将 
之 转换 成 一 元 的 多 项 式 方程 , 故 方程 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 出 高 精度 数值 解 


事实 上 , 该 方程 最 终 由 MATLAB 内 部 的 机 制 自动 变换 成 27 次 的 多 项 式 方程 ,所 以 得 出 的 解 向 
量 z,8V,z 均 是 有 27 个 分 量 的 向 量 。 由 于 篇 幅 所 限 , 在 这 里 不 列 出 全 部 的 解 ,只 列 出 其 中 一 个 根 。 


Z1 = 一 1.0869654762986136074917644096117 
Yi = 0.03726466845064437552775081129721 
2z1 = 0.89073290972562790151300874796949 


可 以 用 下 面 的 语句 验证 解 的 误差 为 10-34 级 ,故而 得 出 的 结果 是 很 精确 的 。 
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例 6-7 试 求解 下 面 的 方程 ,其 中 含有 自 变 量 的 倒数 等 形式 
Lg de 
2 Fi 
革 人 
+ 吉 + 坟 +5y=0 


解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 原 方程 的 精确 数值 解 ,共有 26 对 根 


将 得 出 的 全 部 根 代 入 原 原 始 方程 , 则 能 得 出 很 小 的 计算 误差 ,达到 10-33 级 ,说 明 该 方程 的 各 个 
解 都 是 非常 精确 的 。 


si eof z2 二 ar2 十 6 十 392 =0 
例 6.8 斌 未 角 有 参数 的 方程 i 
解 MATLAB 符 号 运算 工具 箱 中 提供 的 solve() 西 堵 还 可 以 直接 实现 带 有 变革 的 方程 的 解 ,这 样 的 


求解 用 普通 的 数值 解 方法 是 不 能 实现 的 。 求 解 上 述 方程 只 需 给 出 下 面 语句 即 可 


该 方程 的 解析 解 为 
4a 土 V3V--1l5a 一 8 一 20 一 7a2 一 a3 一 9 十 ao2 十 3 


统一 各 一 遂 
其 实 ,该 方法 同样 迄 用 于 更 高 阶 方程 的 解 但 得 出 的 解 是 很 宛 长 的 ,不 适合 显示 出 来 。 

然而 ,解析 求解 的 方法 并 不 是 万 能 的 , 因为 这 里 的 例子 最 终 可 以 转换 为 一 元 多 项 式 方程 ,所 
以 能 用 它 求解 ,但 更 一 般 的 方程 是 不 能 解 出 来 的 .对 非 线 性 方程 而 言 ,该 函数 可 能 用 搜索 的 方式 
找到 方程 的 一 个 根 。 
例 6-9 试 重新 求解 例 4-50 中 给 出 的 线性 代数 方程 。 
解 例 4-50 中 给 出 的 求解 方法 是 先 构造 基础 解 系 ,然后 选择 自由 变量 重建 方程 的 通 解 ,还 可 以 直接 采 
用 solve() 函数 求解 线性 代数 方程 组 


这 时 ,求解 函数 会 自动 选择 z5,z6,Z7 为 自由 变量 ,得 出 方程 的 通 解 为 z1 = 3z7 一 Te 一 225 十 4， 
2Z2 一 0,za 一 3z6 一 z5 一 5z7 十 2,z4 一 6z6 一 2z5 一 6z7 十 1。 由 于 原 方程 系数 矩阵 非 满 秩 ,所 以 导致 
Ta 三 0, 其 实 ,假设 za 也 是 自由 变量 ,就 可 以 用 求解 函数 重新 求解 原 方程 


最 终 得 出 zi 一 3zr 一 2z5 一 z6 一 472 十 4,T7a 一 3z6 一 Z5 一 5z7 十 2,74 二 6ze 一 275 一 6z7 十 1。 得 出 
的 结果 与 例 450 中 rref() 函数 得 出 的 结果 完全 一 致 。 


6.1.3 一 般 非 线性 方程 数值 解 


MATLAB 语 言 环境 提供 了 fsolve() 函数 , 能够 求 出 已 知 多 元 方程 的 一 个 根 。 该 函数 的 调 
格式 为 
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其 中 ,Fun 为 所 需求 解 方程 的 M 函数 或 匿名 函数 描述 ,zo 为 搜索 点 的 初 值 ,方程 求 根 程序 将 从 该 
值 开始 以 逐步 减 小 误差 的 算法 搜索 出 满足 方程 的 实 根 z。 如 果 初 始 搜 索 点 为 复数 , 则 可 能 搜索 
出 复数 根 , 若 返 回 的 f1ag 大 于 0, 则 表示 求解 成 功 , 否则 求解 出 现 问 题 ,应 参见 给 出 的 警告 信息 。 

对 于 更 复杂 的 问题 ,用 户 可 以 定义 方程 求解 控制 参数 模板 opt 来 控制 求解 方法 或 其 他 要 
求 ,更 好 地 得 出 方程 的 根 。 该 变量 是 一 个 结构 体 数据 ,其 常用 的 成 员 变量 在 表 6-1 中 给 出 ,用 户 可 
以 用 下 面 的 语句 修改 控制 变量 


其 中 的 某 些 值 ,如 MaxFunEvals 和 问题 类 型 有 关 , 如 方程 求解 和 有 约束 最 优化 问题 一 般 选 择 其 
值 为 100 倍 的 自 变 量 个 数 , 而 无 约束 最 优化 问题 一 般 支持 200 倍 的 决策 变量 个 数 。 在 该 求解 函数 
中 ,方程 求解 是 采用 和 迭代 方式 进行 的 ,如 果 两 步 间 的 搜索 步 距 小 于 成 员 变 量 TolX, 或 方程 的 误 
差 小 于 成 员 变 量 TolFun, 迭代 搜索 的 过 程 也 将 停止 下 来 。 
表 6-1 方程 求解 与 最 优化 的 控制 参数 表 
参数 名 参数 说 明 


Display 中 间 结 果 显 示 方 式 , 其 值 可 以 取 off 表示 不 显示 中 间 值 , iter 表示 逐步 显示 ,notify 表 示 在 求解 
不 收敛 时 给 出 提示 ,final 只 显示 最 终 值 

Gradobj 求解 最 优化 问题 时 使 用 ,表示 目标 函数 的 梯度 是 否 已 知 ,可 以 选择 为 'off' 或 'on' 

LargeScale ”表示 是 否 使 用 大 规模 问题 算法 , 取 值 为 'on' 或 'off' ,一 般 几 个 变量 的 问题 不 必 采 用 该 算法 

MaxIter 方程 求解 和 优化 过 程 最 大 允许 的 迭代 次 数 , 若 方程 未 求 出 解 ,可 以 适当 增加 该 什 

MaxFunEvals ”方程 函数 或 目标 函数 的 最 大 调用 次 数 

TolFun 误差 函数 误差 限 控制 量 , 当 函 数 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 

TolX 解 的 误差 限 控制 量 , 当 解 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 


例 6-10 重新 考虑 例 6-1 中 的 一 元 方程 estsin(4t 十 2) 十 4e-05tcos2t 二 0.5, 试 搜索 更 精确 的 解 。 
解 可 以 由 vpasolve() 函数 重新 求解 该 方程 


可 以 看 出 ,得 到 的 解 为 如 二 0.67374570500134756702960220427474, 误差 为 6.5X10-35。 原 方程 
没有 解析 解 ,但 可 以 通过 准 解析 解 方法 得 到 高 精度 数值 解 . 从 例 6-1 中 介绍 的 图 解法 看 ,在 t == 3.5203 
处 还 有 一 个 根 , 可 以 用 fsolve() 函数 得 出 较 高 精度 的 数值 解 。 


得 出 的 方程 解 为 二 3.52026389294877, 误差 为 了 一 一 6.06378x10-10 ,为 得 到 更 精确 的 解 , 则 可 以 修 
改 控 制 选项 ,得 出 新 的 解 为 二 3.52026389244155, 相应 的 误差 为 f 二 0。 


例 6-11 试用 数值 方法 求解 例 6-4 中 给 出 的 二 元 方程 。 
解 令 Pi = z,pa = y, 可 以 编写 出 一 个 描述 此 二 元 方程 的 函数 如 下 
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这 样 ,就 可 以 在 给 定 的 初 值 zo = 二 1,yo 二 2 下 调用 fsolve() 函数 ,直接 求 出 方程 的 根 


可 以 得 出 方程 的 数值 解 为 二 [0.35696997,0.93411586]T, 将 其 代入 方程 后 得 出 的 残 差 为 
YY = [0.1215x10-9,0.0964x10-9]。 在 求解 此 二 元 方程 时 仅 调用 了 方程 函数 21 次 就 得 出 了 方程 的 
解 。 可 见 , 引 入 匿名 函数 无 须 为 要 求解 的 每 个 数学 问题 都 编写 一 个 单独 的 MATLAB 模型 文件 , 这样 
使 得 问题 的 求解 与 文件 管理 变 得 更 容易 、 方 便 。 若 改变 初始 猜测 值 , 令 zo = [一 1,0]T, 则 


这 时 搜索 出 的 解 为 z = [一 0.981703, 0.1904204]T, 方程 的 残 差 为 1.57X10-16,j 函数 的 调用 次 数 
为 18 次 。 可 见 , 初 值 改 变 之 后 ,还 能 得 出 另外 一 组 解 。 所 以 初 值 的 选择 有 时 对 整个 问题 的 求解 有 很 大 
的 影响 ,在 某 些 初 值 下 甚至 无 法 搜索 到 方程 的 解 。 

现在 选择 一 个 复数 初 值 z = [一 1 十 ]j,3 十 2jj7, 则 可 以 得 出 复数 解 zl = 一 0.5540 十 0.3547j, 解 
的 误差 为 1.1444X10-16, 更 进一步 地 还 能 得 出 其 共 示 复数 解 。 由 这 个 例子 可 见 ,如 果 给 出 实数 初 值 则 
搜索 出 的 根 为 实数 ,如 果 初 值 为 复数 , 则 可 能 搜索 出 复数 根 。 


6.1.4 求解 多 解 方程 的 全 部 解 

第 4 章 中 曾 讨论 过 一 类 特殊 非 线 性 矩阵 方程 一 一 代数 Riccati 方 程 的 求解 方法 , 然而, 这样 
的 方法 依赖 于 巧妙 的 Schur 分 解 才能 求解 ,这样 的 方法 局 限 性 很 大 ,方程 类 型 稍 有 变化 则 无 能 
为 力 。 例 如 ,考虑 下 面 的 扩展 方程 


AX+XD- XBX+C=0 ty 
或 考虑 一 个 更 不 易 求解 的 新 形式 , 这 里 称 作 类 Riccati 方 程 
AX+XD- XBXT+C=0 (6-1-2) 


则 前 面 介绍 的 are () 函数 不 能 再 直接 使 用 。 这 里 将 探索 一 般 和 矩阵 方程 求解 方法 。 

更 一 般 地 ,假设 某 和 矩阵 方程 所 (入) = 0, 其 中 ,处 为 n x m 阶 矩阵 , 且 函 数 卫 (-) 也 为 n x m 
阶 和 矩阵 , 则 仍然 可 以 用 匿名 函数 或 M 函数 直接 描述 方程 ,然后 就 可 以 用 一 般 非 线性 方程 求解 函 
数 fsolve() 求解 该 方程 。 

为 了 更 好 地 求解 矩阵 方程 或 多 解 方程 ,可 以 编写 函数 more_sols() ,该 函数 允许 用 户 在 感 
兴趣 的 范围 内 随机 选择 初 值 , 并 搜索 多 解 方程 的 解 .- 如 果 找 到 新 的 解 则 将 该 解 存储 起 来 , 再 
重新 选择 随机 初 值 搜索 新 的 解 . 函 数 的 整体 结构 采用 了 while 循环 结构 ,用 户 可 以 随时 按 下 
Ctrl-C 键 中 断 程 序 的 运行 ,也 可 以 等 待 一 段 指定 的 时 间 ( 如 30s), 找 不 到 新 的 解 停止 运行 。 
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该 函数 的 调用 格式 为 ESIEGISCIRGE 上 9, 庆 层 函 数 detault_vale() 在 第 3 章 
给 出 ,可 以 用 于 读 取 几 个 默认 的 控制 变量 ,e 的 默认 值 为 eps, 大 约 为 10-16 级 别 .ti 的 默认 值 为 
30, 表示 如 果 30s 内 没有 找到 新 的 解 则 程序 停止 .用户 可 以 随时 按 Ctrl+C 键 中 断 程序 运行 。 

调用 格式 中 4 表示 感 兴趣 的 区 域 ,其 选择 比较 灵活 .如 果 4 为 标量 则 表示 该 感 兴趣 的 求解 
区 间 为 (一 4/2, 4/2), 默 认 值 为 4 = 1000, 表示 可 以 大 范围 求解 代数 方程 , 4 为 向 量 [a, 村 ,表明 
感 兴趣 的 求解 区 间 为 [a, 村 :另外 ,如 果 4 选 为 复数 , 则 表示 需要 同时 求解 复数 根 。 

和 其 他 函数 相 比 ,这 个 函数 是 很 特殊 的 函数 , 该 函数 使 用 了 死 循 环 结构 ,除了 30s 没 有 发 现 
新 解 正常 停止 程序 外 ,经 常 需要 按 Ctrl+C 中 断 程序 , 所 以 不 适合 安排 返回 变量 .该 函数 采用 了 
assignin() 函数 将 得 出 的 结果 写 入 MATLAB 的 工作 空间 ,另外 ,evalin() 函数 可 以 用 于 读 取 
MATLAB 工 作 空间 变量 工作 空间 中 的 变量 名 大 存储 方程 的 解 ,区 (: ,: ,i) 存储 方程 的 第 ;个 
解 , 另 一 个 MATLAB 工 作 空间 变量 err 存储 所 得 出 的 最 大 误差 矩阵 的 范 数 。 

如 果 该 函数 停止 或 中 断 ,而 用 户 想 继续 寻找 新 的 解 ,可 以 给 出 命令 REEEEGISCGX. 


例 6-12 重新 考虑 求解 例 4-62 中 的 Riccati 方程 4T 瑟 十 4 一 天 刀 和 十 C = 0, 已 知 矩 阵 为 


一 人 和 = 各 2 和 = 5 一 4 4 
SE nd .ed 风 生 
a =1 = 地 = 奢 1 区 bp 一 人 卫 


解 在 这 里 研究 的 Riccati 方 程 中 ,未 知 变 量 尺 为 3x 3 给 阵 。 可 以 用 下 面 的 语句 描述 原 方程 ,再 调用 
more_sols() 函数 得 出 方程 所 有 的 根 


上 述 语句 得 出 的 最 大 误差 为 8.0654x10-13, 得 出 的 八 组 实 根 为 
0.9874 “一 0.7983 0.4189 1.2213 ”一 0.4165 1.9775 
Ki=| 0.5774 —0.1308 0.5775 | ， X2= | 0.3578 —0.4894 一 0.8863 
一 0.2840 一 0.0730 0.6924 一 0.7414 一 0.8197 一 2.3560 


0.6665 ”一 1.3223 ”一 1.720 一 2.1032 1.2978 ”一 1.9697 
Xs= | 0.3120 ”一 0.5640 一 1.191 |, X4= | 一 0.2467 一 0.3563 —1.4899 
一 1.2273 ”一 1.6129 —5.594 一 2.1494 ”0.7190 ”一 4.5465 


一 0.1538 0.1087 0.4623 0.8878 ”一 0.9609 —0.2446 
Xs= | 2.0277 一 1.7437 1.3475 | ， Xe= | 0.1072 ”一 0.8984 —2.5563 
1.9003 ”一 1.7513 0.5057 一 0.0185 0.3604 2.4620 
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X7= | 30.1460 一 25.9830 3.6699 1.3183 ”一 0.3173 ”一 0.1719 
51.9666 ”一 44.9108 4.6410 0.6371 0.7885 ”一 2.1996 


如 果 还 需要 复数 根 , 则 可 以 给 出 下 面 的 命令 ,这 样 总 共 可 以 得 出 20 个 根 。 


23.9467 ”一 20.6673 本 一 0.7619 “1.3312 ”一 0.8400 
， Xs= 


例 6-13 试 求 出 并 检验 类 Riccati 方 程 AX 十 天 吃 一 外 BXT 十 C 二 0 的 全 部 根 ,其 中 


2 19 0 3 6 0 8 3 对 首 
A=|979|, B=|s 20|,c=|56 4|, D=|1 2 9 
6 :53 8 2 8 144 a 8 0 


解 迄今 为 止 这 类 方程 没有 其 他 的 求解 方法 ,只 能 采用 这 里 给 出 的 搜索 方法 求解 。 采 用 默认 的 
4 = 1000, 则 该 函数 可 以 大 范围 搜索 方程 的 根 。 可 以 得 出 全 部 的 16 个 根 ,最 大 的 误差 为 1.1x10-10。 


如 果 允 许 求 复数 根 , 则 可 以 给 出 下 面 的 命令 ,得 出 全 部 38 个 实数 根 与 复数 根 。 


例 6-14 考虑 例 6-2 给 出 的 联 立 方程 , 试 求 出 一 2x < Z,y < 2 范围 内 的 全 部 数值 解 。 

z2e-zy /2 + er/2sin(ry) =0 

妇 cos(z 十 只 ) 十 zaezty =0 
解 例 6-2 中 用 图 解法 得 出 了 方程 解 的 图 示 , 如 果 想 比较 精确 地 得 出 某 个 根 ,可 以 用 图 解法 得 出 该 点 
附近 的 一 个 近似 的 根 , 以 其 为 初始 位 置 再 调用 fsolve() 将 其 根 的 精确 值 搜索 出 来 。 如 果 想 一 次 性 得 
出 感 兴趣 区 域内 所 有 的 根 , 则 可 以 采用 前 面 介 绍 的 more_sols() 函数 直接 求解 。 因 为 感 兴趣 的 区 域 
是 (-2r,2m), 所 以 可 以 选择 4 = 13 或 4=[ 一 2*pi,2*pi]。 另 外 已 知 [0,0] 点 是 方程 的 一 个 根 ,所 以 
可 以 以 其 为 出 发 点 直接 搜索 。 给 出 下 面 的 命令 即 可 先 定 义 方程 的 匿名 函数 , 然后 求 出 方程 在 感 兴趣 
区 域内 的 所 有 根 ,并 得 出 解 的 最 大 误差 为 3.8725x10-13, 总 耗 时 165.6s。 


得 出 在 指定 区 域内 方程 所 有 的 解 则 可 以 由 下 面 的 语句 将 它们 显示 出 来 , 如 图 6-4 所 示 , 可 见 ,通过 该 
翅 数 的 调用 , 感 兴趣 内 的 所 有 实 根 确实 均 求 出 来 了 。 


值得 指出 的 是 ,这 样 得 出 的 根 并 不 全 在 感 兴趣 的 区 域内 ,其 中 有 的 根 在 这 个 区 域 之 外 ,可 以 给 出 
下 面 的 命令 来 提取 区 域内 的 根 ,总 可 以 发 现 41 个 根 位 于 感 兴趣 区 域内 。 


例 6-15 考虑 联 立 方程 smn(z 一 y) = 0,cos(z 十 如 一 0。 试 求 出 0 入 7; 入 4 范围 内 的 全 部 根 。 
解 可 以 先 由 图 解法 画 出 方程 感 兴趣 区 域 的 解 ,其 分 布 图 如 图 6-5 (a)。 


。196。 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 
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0 - 3 | 4 6 
“图 6&4 大 线性 方程 的 全 部 解 


10 
3 
0 
0 2 


6 是 
(a) 图 解法 (b) 感 兴趣 区 域内 发 现 的 全 部 解 
图 6-5 非 线性 方程 的 全 部 解 


将 原 方程 用 匿名 函数 表示 出 来 ,并 选择 A=[0,4#pi], 则 可 以 通过 下 面 的 语句 得 出 方程 在 感 兴 
趣 区 域 的 所 有 的 根 ,如 图 6-5(b) 所 示 , 用 该 函数 确实 能 得 出 方程 的 全 部 实 根 。 


例 6-16 试 求解 伪 多 项 式 方程 z23 十 5216 十 6713 一 5z04 二 7 一 0。 

解 一 种 显然 的 求解 方法 是 引入 新 的 变量 z 二 z01, 这 样 就 可 以 将 原 方程 转换 为 多 项 式 方程 ,这 样 由 
VPasolve() 函数 就 可 以 求 出 关于 z 的 所 有 的 根 ,再 利用 z = 210, 则 可 以 将 原 方程 的 根 全 部 求 出 。 下 
面 的 语句 可 以 用 这 样 的 方法 求解 原 方程 


不 幸 的 是 ,这 样 的 出 的 “ 根 ” 并 全 满足 原 方程 ,可 以 将 这 些 根 代 入 原 方程 进行 检验 ,发 现 只 有 一 
对 根 ,z 二 一 0.1076 士 j0.5562, 满足 原 方程 ,其 他 的 21 组 根 都 是 增 根 。 如 果 采 用 下 面 的 直接 求解 方法 ， 
也 可 以 同样 得 出 这 一 对 方程 的 根 。 


6.1.5 更 高 精度 的 求 根 方法 


如 果 将 more_sols() 函数 中 的 核心 fsolve() 替换 成 更 高 精度 的 vpasolve() 函数 , 则 可 
能 求 出 非 线 性 方程 组 的 准 解析 和 解 .-vzpasolve() 函数 也 允许 用 户 选择 搜索 初 值 。 
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注意 , 这 里 的 方程 应 该 由 符号 表达 式 描述 , 还 可 以 用 == 符 号 代替 原 方程 中 的 等 号 , 如 
果 省 略 该 符号 则 表示 默认 的 “= 0”。 未 知 变量 列表 [z,y，…:] 也 可 以 略 去 ,这 时 函数 将 由 
symvar() 自动 提取 , 不 过 提取 的 顺序 未 必 与 用 户 期 望 的 一 致 。 搜 索 初 值 可 以 由 [zo,yo,…] 指 
定 。 如 果 方 程 是 多 项 式 型 的 方程 , 则 可 能 直接 得 出 全 部 高 精度 的 准 解析 解 。 
例 6-17 重新 考虑 例 4-62 中 的 Riccati 代数 方程 , 试 由 vpasolve() 得 出 全 部 准 解析 解 。 
解 可 以 直接 由 vpasolve() 函数 求解 原 方程 ,该 命令 可 以 一 次 性 得 出 全 部 20 个 根 , 其 中 八 个 是 实 根 。 
这 些 根 与 例 6-12 中 得 出 的 一 致 , 且 精 度 要 高 得 多 ,求解 时 间 为 67.36s。 


返回 的 变量 了 为 结构 体型 变量 , 可 以 将 结果 转换 成 为 单元 数组 ,然后 可 以 用 下 面 的 命令 重新 提 
取 成 给 阵 形式 。 


在 这 种 情况 下 ,VV 矩阵 的 每 一 行 都 是 方程 的 一 个 根 。 现 在 验证 第 五 个 根 , 可 以 用 下 面 的 语句 提取 
并 将 其 代 回 原 方程 ,得 出 的 误差 为 1.4736x10-28, 这 比 传统 双 精 度 结构 任何 数值 算法 的 精度 都 高 十 


几 个 数量 级 。 
>> x=V(5,:); X0=reshape (x,3,3).'; double(norm(subs(F,X,X0))) 多 第 五 个 根 的 检验 
对 例 6-13 而 言 ,因为 用 到 了 不了， 所 以 求解 极其 耗 时 ,不 过 最 后 可 以 找 出 全 部 38 个 准 解析 解 。 


例 6-18 重新 考虑 例 6-2 中 非 线性 方程 的 求解 问题 。 可 以 使 用 vpasolve() 函数 去 求解 。 如 果 不 给 出 初 
始 搜索 点 , 则 只 能 得 到 一 个 根 ,2 二 y = 0。 


在 这 里 给 出 的 more_sols() 函数 中 ,核心 求解 工具 是 fsolve() 函数 , 若 将 其 替换 为 高 精度 
的 vpasolve() 函数 , 则 可 以 编写 出 高 精度 的 非 线 性 函数 求解 程序 
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该 函数 的 调用 格式 为 ,其 中 还 嵌入 了 为 其 设计 的 底层 支持 
子 函 数 sol2vec() ,将 得 出 的 解 转换 成 行 向 量 。 输 入 变量 了 可 以 为 符号 型 的 行 向 量 来 描述 联 
立方 程 ,初始 矩阵 六 o 指定 为 zeros(0,n), 其中,n 为 未 知 数 的 个 数 。 其 他 的 输入 变 元 与 前 面 
介绍 的 more_sols() 函数 是 一 致 的。 返回 的 变量 处 (i,:) 存储 找到 的 第 ;个 解 。 值 得 指出 的 是 ， 
more_vdpsols() 函数 的 速度 比 more_sols() 函数 慢 得 多 , 精度 也 高 得 多 。 
例 6-19 考虑 例 6-14 中 的 联 立 方程 , 试 找 出 一 2x < zZ,y < 2 范围 内 的 所 有 准 解析 解 。 
解 可 以 用 下 面 的 命令 直接 求解 联 立 方程 


要 检验 得 出 方程 根 的 精度 , 则 首先 应 该 提取 出 感 兴趣 区 域内 的 根 zo 和 2o, 并 对 其 进行 排序 ,得 
出 的 根 代 入 原 方程 后 的 误差 范 数 为 7.79x10-32, 比 例 6-14 中 得 出 的 精度 要 高 得 多 ,所 需 的 时 间 大 概 
在 半 个 小 时 左右 ,也 远 远 高 于 more_sols() 函数 ,用 这 样 的 方法 也 可 以 找到 区 域内 全 部 的 41 个 根 。 


6.1.6 欠 定 方程 的 求解 


如 果 代数 方程 的 个 数 少 于 未 知 数 的 个 数 , 则 对 应 的 方程 称 为 欠 定 方程 .前面 演 示 的 隐 式 方 
程 f(z,y) = 0 就 是 一 个 常见 的 欠 定 方程 ,如 果 用 ezplot() 函数 用 图 解法 求解 , 则 得 出 的 曲线 上 
所 有 的 点 都 满足 原 欠 定 方程 ,这 里 将 进一步 探讨 一 般 欠 定 方程 的 求解 方法 。 
z2ze-zyz /2 十 erz/2z2sin(zgy) =0 
Ycos(Yy + 22) + 22ertyz 一 0。 
解 因为 该 方程 组 有 两 个 方程 ,但 有 三 个 未 知 数 工 ,y 和 zz, 所 以 这 个 方程 是 欠 定 方程 ,可 以 先 将 z 固 
定 成 某 个 值 , 然后 用 more_sols() 沪 数 找 出 Z 和 y 的 所 有 根 ,这 时 再 将 z 固定 成 另 一 个 值 再 重新 开 
始 上 述 求解 过 程 ,这 样 的 方法 是 很 耗 时 的 ,但 它 确实 能 求解 这 类 欠 定 方程 ,对 应 于 z 的 第 i 个 根 可 以 
由 M{ 计 与 召 { 计 命令 提取 。 这 样 得 出 的 方程 根 如 图 6-6(a) 所 示 。 


例 6-20 | 


作为 另 一 种 求解 方法 ,可 以 采用 三 维 隐 函数 绘制 函数 ezimplot3() 画 出 两 个 方程 对 应 的 曲面 ， 
如 图 6-6(b) 所 示 , 这 时 两 个 曲面 的 交 线 即 欠 定 方程 的 解 。 
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0 
Ca 解 的 一 训 样 本 (b) 曲面 的 交 线 
图 6-6 欠 定 方程 的 解 
>> £1=0(x,y,2)x"2#2#exp(-x#y 2#2"2/2)+exp(-x/2) #2"2#sin(x#y); 
f2=@(x,y,Z)x 2*cos(y+x 2)+x~"2*exp(X+y)*z; % 用 匿名 溃 数 描述 三 元 隐 耶 数 
Vec=[-2*pi,2*pi,-2*pi,2*pi,0,1] ; ezinplot3(f1,vec)，ezimplot3(f2,vec) % 绘 图 


6.2 无 约束 最 优化 问题 求解 
无 约束 最 优化 问题 是 最 简单 的 一 类 最 优化 问题 ,其 一 般 数 学 描述 为 
min f(z) (6-2-1) 


其 中 ,z = [z1,z2,… ,zn]? 称 为 优化 变量 或 决策 变量 , f(-) 函数 称 为 目标 函数 ,该 含义 是 求 取 一 
组 zx 向量, 使 得 目标 函数 f(z) 为 最 小 , 故 这 样 的 问题 又 称 为 最 小 化 问题 ,其 实 ,最 小 化 是 最 优化 
问题 的 通用 描述 , 它 不 失 普 遍 性 。 若 要 想 求解 最 大 化 问题 ,那么 只 需 给 目标 函数 f(z) 乘 以 一 1 就 
能 立即 将 其 转换 成 最 小 化 问题 .所 以 本 书 中 描述 的 全 部 问题 都 是 最 小 化 问题 。 
6.2.1 解析 解法 和 图 解法 
无 约束 最 优化 问题 的 最 优点 z* 处 ,目标 函数 f(z) 对 Zz 各 个 分 量 的 一 阶 导数 为 0, 从 而 可 以 
列 出 下 面 的 方程 可 9 六 
a Ws | 
求解 这 些 方程 构成 的 联 立 方程 可 以 得 出 极 值 点 其 实 , 解 出 的 一 阶 导数 均 为 0 的 极 值 点 不 一 定 
都 是 极 小 值 的 点 ,其 中 有 的 还 可 能 是 极 大 值 点 。 极 小 值 问题 还 应 该 有 正 的 二 阶 导数 .对 于 单 变量 
的 最 优化 问题 , 可 以 考虑 采用 解析 解 的 方法 进行 求解 .然而 多 变量 最 优化 问题 因为 需要 将 其 转 
换 成 求解 多 元 非 线 性 方程 , 其 难度 甚至 高 于 直接 最 优化 问题 , 所 以 没有 必要 用 解析 解 方法 求解 。 
一 元 函数 最 优化 问题 的 图 解法 也 是 很 直观 的 , 应 绘制 出 该 函数 的 曲线 ,在 曲线 上 就 能 看 出 
其 最 优 值 点 。 二 元 函数 的 最 优化 也 可 以 通过 图 解法 求 出 。 但 三 元 或 多 元 函数 , 由 于 用 图 形 没有 办 
法 表示 ,所 以 不 适合 用 图 解法 求解 。 
例 6-21 对 例 6-1 中 给 出 的 方程 f(t) = estsin(4t 十 2) 十 4e "下 cos(2t) 一 0.5, 试 用 解析 求解 和 图 形 
求解 的 方法 研究 该 函数 的 最 优 性 。 
解 可 以 先 表示 该 函数 ,并 解析 地 求解 该 函数 的 一 阶 导 数 ,用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 te [0,4 区间 
内 一 阶 导 函数 的 曲线 ,如 图 6-7 所 示 。 


0 (6-2-2) 


一 > 一 
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0 1 3 
图 6-7 一 元 函数 的 导数 和 方程 图 解法 


其 实 ,求解 导 函 数 等 于 0 的 方程 不 比 直接 求解 其 最 优 值 简 单 。 用 图 解法 可 以 看 出 ,在 这 个 区 间 内 
有 两 个 点 ,Al 和 Aa, 使 得 它们 的 一 阶 导 函数 为 0, 但 从 其 一 阶 导 数 走 向 看 , A2 点 对 应 负 的 二 阶 导 数 
值 , 所 以 该 点 对 应 于 极 大 值 点 ,而 Al 点 对 应 于 正 的 二 阶 导 数值 , 故 为 极 小 值 点 。 

然而 因为 给 定 的 函数 是 非 线性 函数 ,所 以 用 解析 法 或 类 似 的 方法 求解 最 小 值 问题 一 点 都 不 比 直 
接 求解 最 优化 问题 简单 。 因 此 , 除 演 示 之 外 ,不 建议 用 这 样 的 方法 求解 该 问题 , 而 直接 采用 最 优化 问 
题 求解 程序 得 出 问题 的 解 。 


6.2.2 基于 MATLAB 的 数值 解法 


MATLAB 语 言 中 提供 了 求解 无 约束 最 优化 的 函数 fminsearch(), 其 最 优化 工具 箱 中 还 提 
供 了 函数 fminunc(), 二 者 的 调用 格式 完全 一 致 ,为 


其 输入 与 返回 参数 的 定义 与 fsolve() 函数 中 的 控制 变量 完全 一 致 。 该 函数 主要 采用 了 文 
献 四 中 提出 的 单纯 形 算法 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 无 约束 最 优化 问题 的 数值 解法 。 


例 6-22 已 知 二 元 函数 z = f(z,Y) = (z2 一 2z)e- -2y, 试 用 MATLAB 提 供 的 求解 函数 求 出 其 
最 小 值 ,并 用 图 形 方法 表示 其 求解 过 程 。 

解 因为 函数 中 给 出 的 自 变量 是 z,gy, 而 最 优化 函数 需要 求 取 的 是 自 变量 向 量 z, 故 在 求解 前 应 该 先 
进行 变量 替换 ,如 令 z1 二 ziza 一 纺 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 自由 匿名 函数 形式 定义 出 目标 函数 节 , 用 
下 面 的 语句 求解 出 最 优 解 为 x2 二 [0.6111, 一 0.3056] 


同样 的 问题 用 fminunc() 函数 求解 , 则 可 以 得 出 同样 的 结果 。 


比较 两 种 方法 , 显然 可 以 看 出 ,用 fminunc() 函数 的 效率 明显 高 于 fminsearch(), 因 为 对 目标 
函 数 调用 的 次 数 明显 少 于 后 者 。 所 以 在 无 约束 最 优化 问题 求解 时 ,如 果 安 装 了 最 优化 工具 箱 则 建议 
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使 用 fminunc() 函数 。 
为 截取 寻 优 过 程 的 中 间 点 ,可 以 用 开关 结构 编写 一 个 如 下 的 输出 处 理 函 数 


这 样 可 以 在 每 步 选 代 中 将 中 间 结 果 标 识 出 来 。 要 启动 这 样 的 监控 过 程 ,需要 将 OutputFcn 选 项 
设置 为 myout。 要 演示 整个 优化 过 程 ,可 以 先 绘制 出 原 目标 函数 曲面 的 等 高 线 图 , 选择 初始 搜索 点 
zZ0 = [2,1]", 则 可 以 用 下 面 的 语句 开始 带 有 监控 的 优化 过 程 ,这 样 就 可 以 在 等 高 线 上 爱 印 出 中 间 搜 
索 点 ,如 图 6-8 所 示 , 中间 搜索 点 做 了 编号 与 标记 处 理 ,如 果 两 个 中 间 点 的 距离 特别 小 ,发生 重 悟 , 则 
说 明 这 时 的 计算 步 长 很 小 ,接近 于 收 黎 值 。 


6-8 求解 过 程 示意 图 


MATLAB 最 优化 工具 箱 还 支持 用 结构 体 变量 来 描述 最 优化 问题 ,这 样 可 以 使 最 优化 问题 
的 描述 更 规范 。 可 以 建立 一 个 结构 体 变量 problem, 用 problem.objective 成 员 变 量 描述 目标 
函数 ,其 成 员 变 量 x0 描述 初始 搜索 点 ,分 别 用 problem.1b 和 problem.ub 描 述 决策 变量 的 下 限 
zm 和 上 限 zwM, 用 problem.options 一 optimset; problem.solver 一 'fminunc' 完成 结构 体 的 
.再 由 加. 
例 6-23 试用 结构 体 的 方式 重新 描述 并 求解 例 6-22 中 的 无 约束 最 优化 问题 。 


解 可 以 用 下 面 命令 建立 起 最 优化 问题 的 结构 体 变量 Problem, 然后 调用 fminunc() 函数 即 可 以 直接 
求解 原始 问题 ,得 出 的 结果 与 例 6-22 中 的 结果 完全 一 致 。 
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6.2.3 全 局 最 优 解 与 全 局 最 优 解 法 

以 单 变量 z 为 例 , 无 约束 最 优化 问题 函数 有 解 的 必要 条 件 是 djf(z)/dz = 0, 但 满足 该 条 
件 的 z 值 可 能 不 唯一 ,可 能 存在 多 个 解 . 从 最 优化 搜索 的 角度 来 说 , 可 能 找到 其 中 一 个 这 样 的 
点 。 下 面 将 通过 例子 引入 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 ,并 介绍 一 种 全 局 最 优 解 的 算法 及 
MATLAB 实现 。 
例 6-24 考虑 一 个 著名 的 无 约束 最 优化 问题 的 基准 测试 函数 一 Rastrigin 函数 回 

f(zi,20) = 十 z 十 2 一 10(cosrzl 十 cosrzo) 

试 绘制 出 目标 函数 的 表面 图 ,并 用 简单 的 最 优化 求解 函数 求解 这 样 的 问题 ,看 看 会 发 生 什 么 。 
解 目标 函数 的 表面 图 可 以 由 下 面 的 语句 直接 得 出 ,如 图 6-9(a) 所 示 。 可 以 看 出 ,表面 图 凹凸 不 平 ,其 
中 有 很 多 波峰 与 波 谷 。 

>> ezsurf('20+x1~2+x2~2-10*(cos(pi*x1)+cos (pi*x2))') 欠 绘制 目标 函数 的 表面 图 

还 可 以 得 出 目标 函数 的 俯视 图 , 如 图 6-9(b) 所 示 。 从 给 出 的 图 形 可见 , 中 间 的 点 是 全 局 最 小 点 ， 
另外 还 有 很 多 波 谷 点 ,但 它们 都 是 局 部 最 小 点 。 另 外 ,全 局 最 优点 附近 的 几 个 点 可 以 认为 是 次 最 优 
(subminimumy) 点 。 


>> view(0,90) ，shading flat 以 绘制 俯视 图 


济 3 -6 -4 -2 0 
(a) 三 维 表面 图 (b) 俯视 图 
图 6-9 Rastrigin 函数 的 表面 图 


2 4 6 


选择 几 个 不 同 的 初始 搜索 点 , 则 可 以 由 下 面 语句 得 出 不 同 的 优化 结果 。 
>> f=@(x)20+x(1)~2+x(2)~2-10*(cos(pi*x(1))+cos(pi*x(2))); 义 描 述 目标 函数 
x1=fminunc(f, [2,3]) ，f(xl) ，x2=fminunc(f, [-1,2])，f(x2) % 选 择 不 同 初 值 
x3=fminunc(f, [8 2])，f(x3)，x4=fminunc(f, [-4,6])，f(x4) % 搜 索 最 优化 解 
得 到 的 两 个 结果 为 
z1 = [1.9602, 1.9602], f(z1) = 7.8409， za = [—0.0000, 1.9602], f (22) = 3.9205, 
za = [7.8338, 1.9602], f(z3) = 66.6213, za = [一 3.9197, 5.8779], f(z4) = 50.9570。 
可 以 看 出 ,这 样 得 出 的 最 优化 结果 都 是 “最 优 ” 的 ,但 有 显著 差异 ,大 多 数 点 为 局 部 最 小 值 点 。 可 
以 看 出 ,如 果 采 用 传统 的 最 优化 搜索 方法 ,如 果 初 始 值 选择 不 当 , 很 可 能 陷入 局 部 最 小 值 。 
为 避免 局 部 最 小 值 问 题 ,经 常 采 用 某 些 并 行 求解 方法 , 如 遗传 算法 (genetic algorithm ) 或 
其 他 进化 类 算法 , 这 类 方法 将 在 10.4 节 中 给 出 概略 性 地 介绍 .不 过 即使 遗传 算法 这 类 的 方法 也 
不 能 确保 得 到 全 局 最 优 解 , 只 不 过 进化 类 算法 更 可 能 得 出 全 局 最 优 解 。 
类 似 于 前 面 介绍 的 方程 求解 的 思路 , 可 以 采用 下 面 的 新 算法 来 作 全 局 寻 优 .首先 ,用 随机 的 
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方式 在 感 兴趣 区 域 (a, 5) 选择 初 值 , 则 通过 普通 的 搜索 方法 得 出 最 优 解 z, 并 得 出 最 优 目标 函数 
户 = f(z), 如果 得 出 的 最 优 目 标 值 比 已 经 得 到 的 还 小 , 则 记录 该 最 优 值 .重复 入 次 这 类 求解 过 
程 , 则 可 能 得 出 问题 的 全 局 最 优 解 . 基 于 此 思路 ,可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 求解 全 局 
最 优化 问题 。 


该 函数 的 调用 格式 为 [EECIEIOUSUCERROORARNJ, 其 中 ,fun 为 描述 目标 
函数 的 MATLAB 函数 , 它 可 以 为 匿名 函数 也 可 以 是 M 函 数 ,还 可 以 是 描述 整个 优化 问题 的 结 
构 体 变量 ,a,b 是 可 能 的 决策 变量 区 间 ,n 是 自 变量 的 个 数 ,N 是 尝试 的 次 数 . 如 果 的 选择 得 
当 , 则 返回 的 变量 z 与 fiwin 很 可 能 是 原始 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 。 

例 6-25 考虑 例 6-24 中 的 无 约束 最 优化 问题 ,如 果 尝 试 的 次 数 信 选择 为 50, 可 以 看 出 ,每 次 运行 这 个 
荡 数 都 能 找到 全 局 最 优 解 T1 = To 一 0。 


为 进一步 演示 这 样 的 全 局 最 优 解 求解 过 程 ,可 以 用 循环 调用 100 次 这 一 求解 程序 ,可 以 看 到 ,每 
次 都 能 找到 全 局 最 优 解 。 


当然 ,由 于 使 用 了 均匀 分 布 的 随机 数 ,这 样 的 全 局 最 优 解 T1 = z2 二 0 很 容易 被 找到 。 所 以 用 这 
个 例子 来 评估 全 局 优化 算法 并 不 公平 ,后 面 将 试图 给 出 更 公平 的 测试 函数 。 


例 6-26 假设 将 经 典 的 Rastrigin 函数 修改 成 
2 类 
f(z1, 22) = 20 十 ( 1) (者 1) 10 [eos (到 1) <+eos (于 二 1) | 
可 以 运行 100 次 这 个 求解 程序 ,测试 一 下 找到 全 局 最 优 解 的 成 功率 是 多 少 。 
解 如 果 将 感 兴趣 搜索 区 间 扩 展 到 土 100, 则 可 以 进行 如 下 的 测试 


可 以 看 出 ,这 次 执行 100 次 寻 优 ,总 耗 时 57.2s, 有 三 次 没有 找到 全 局 最 优 值 (30, 20), 其余 的 97 
次 都 找到 了 全 局 最 优点 ,成 功率 97%, 失 败 的 三 次 也 都 终止 于 次 最 优点 。 可 以 看 出 ,这 里 给 出 的 
fminunc_global() 函数 是 可 信赖 的 ,一 般 情况 下 很 可 能 得 出 全 局 最 优 解 。 如 果 将 入 改 为 20, 则 总 耗 
时 降 至 24.3s, 全 局 最 优 解 成 功率 为 80%。 
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6.2.4 利用 梯度 求解 最 优化 问题 


有 时 最 优化 问题 求解 速度 较 慢 , 甚至 无 法 搜索 到 较 精 确 的 最 优点 ,尤其 是 变量 较 多 的 最 优 
化 问题 ,所 以 需要 引入 目标 函数 梯度 , 以 加 快 计算 速度 , 改进 搜索 精度 。 然 而 , 有 时 计算 梯度 也 是 
需要 时 间 的 , 也 会 影响 整个 运算 速度 ,所 以 实际 求解 时 应 该 考虑 是 不 是 值得 引入 梯度 的 概念 。 
在 利用 MATLAB 最 优化 工具 箱 求解 最 优化 问题 时 ,也 应 该 和 目标 函数 在 同一 函数 中 描述 
梯度 函数 , 亦 即 这 时 MATLAB 的 目标 函数 应 该 返回 两 个 变量 ,第 一 个 变量 仍然 表示 目标 函数 ， 
第 二 个 变量 可 以 返回 梯度 函数 ,同时 ,还 应 该 将 求解 控制 变量 的 Grad0bj 属性 设置 成 'on' ,这 
样 就 可 以 利用 梯度 来 求解 最 优化 问题 了 。 
例 6-27 试 求解 Rosenbrock 函数 flzlzo) 二 100(z2 一 z3)2 十 (1 一 zl1)2 的 无 约束 最 优化 问题 。 
解 从 目标 函数 可 以 看 出 ,由 于 它 为 两 个 平方 数 的 和 ,所 以 当 za 二 z1 一 工 时 ,整个 目标 函数 有 最 小 值 
0。 用 下 面 语句 可 以 绘制 出 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 ,如 图 6-10 所 示 。 
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图 6-10 Rosenbrock 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 


由 得 出 的 曲线 看 , 其 最 小 值 点 在 图 中 的 一 个 很 窒 的 白色 带 状 区 域内 , 故 Rosenbrock 目标 函数 又 
称 为 香 疗 函数 ,而 在 这 个 区 域内 的 函数 值 变 化 较 平缓 ,这 就 给 最 优化 求 值 带 来 很 多 麻烦 。 该 函数 经 党 
用 来 测试 最 优化 算法 的 优 劣 。 现 在 观察 用 下 面 语句 求解 最 优化 问题 


这 时 得 出 的 最 优 解 为 xz 二 [0.99999558847268, 0.99999116718532]T。 可 见 ,即使 设置 了 车 刻 的 终 
止 条 件 ,该 算法 也 无 法 精确 搜索 到 真 值 (1,1), 用 传统 的 最 速 下 降 法 更 无 法 搜索 到 真 值 ,所 以 这 时 需 
要 引入 梯度 的 概念 。 对 给 定 的 Rosenbrock 函数 ,利用 符号 运算 工具 箱 即 可 以 求 出 其 梯度 向 量 
>> syms x1 x2; 于 100+(x2-x12) ”2+(1-x1) 2; J=jacobian(f, [x1,x2]) % 梯 度 计 算 
可 以 求 出 梯度 向 量 为 J 了 二 [一 400(z2 一 23)z1 一 2 十 2z1,200zo 一 200z 匀 。 这 时 ,可 以 在 目标 函数 中 
描述 其 梯度 , 故 需 要 重新 编写 目标 函数 为 
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这 样 ,就 应 该 给 出 如 下 命令 得 出 z = [1.000000000000012, 1.000000000000023]T 


可 见 , 引 入 了 梯度 则 可 以 明显 加 快 搜索 的 进度 , 且 最 优 解 也 基本 上 逼近 真 值 , 这 是 不 使 用 梯度 不 
可 能 得 到 的 ,所 以 从 本 例 可 以 看 出 梯度 在 搜索 中 的 作用 。 然 而 ,在 有 些 例子 中 引入 梯度 也 不 是 很 必 
要 ,因为 梯度 本 身 的 计算 和 编程 需要 更 多 的 时 间 。 
如 果 用 结构 体 的 方式 描述 最 优化 问题 , 则 可 以 得 出 与 前 面 一 致 的 解 。 


如 果 不 使 用 梯度 信息 ,单纯 由 全 局 最 优 搜索 函数 也 可 以 得 出 比较 精确 的 最 优 解 ,例如 可 以 得 出 
21 二 1.00000018, za 二 0.99999988。 不 过 不 使 用 梯度 信息 很 难得 到 像 前 面 那 样 精确 的 解 。 


值得 指出 的 是 ,Rosenbrock 函数 是 为 检测 寻 优 算法 优 劣 而 建立 起 来 的 人 造 函数 , 解决 该 问 
题 的 有 效 方法 需要 引入 目标 函数 的 梯度 实际 应 用 中 , 很 多 寻 优 算法 都 是 无 须 梯度 信息 的 , 利用 
目标 函数 本 身 的 信息 即 可 成 功 地 解决 数值 寻 优 的 问题 。 

6.2.5 带 有 变量 边界 约束 的 最 优化 问题 求解 


前 面 介绍 的 最 优化 问题 是 纯粹 的 无 约束 最 优化 问题 。 在 实际 应 用 中 , 更 常见 的 无 约束 最 优 
化 问题 并 不 完全 是 绝对 的 无 约束 问题 ,通常 优化 变量 需要 在 指定 的 范围 内 选择 , 所 以 这 样 的 问 
题 一 般 可 以 表示 成 


min f(z) (6-2-3) 


ZL stpm TST 
其 中 ,记号 s.t. 是 英文 subject to 的 缩写 ,表示 满足 后 面 的 关系 。 所 以 式 (6-2-3) 所 描述 的 问题 
是 ,zx 在 指定 的 范围 内 取 多 少时 能 使 得 目标 函数 取 最 优 值 .这 样 的 问题 由 fminsearch() 函数 是 
不 能 直接 求解 的 .John DErrico 开 发 的 fminsearchbnd() 函数 扩展 了 现 有 函数 的 功能 ,能 直接 
求解 这 样 的 问题 回 , 该 函数 的 调用 格式 为 


如 果 上 界 或 下 界 约束 没有 给 出 , 则 可 以 将 其 设置 为 空 矩 阵 口 。 


例 6-28 重新 考虑 例 6-27 中 研究 的 Rosenbrock 函数 的 最 优化 问题 。 显 然 ,zl 二 za = 1 是 该 问题 的 最 
优 解 。 如 果 z1 和 za 的 允许 范围 为 zl E (2,4),Z2 € (3,6), 试 得 出 满足 要 求 的 最 优 解 。 

解 根据 zl,za 的 范围 ,可 以 直接 得 出 zm 二 [2,3]T,zM = [4,6]T, 这样 调 用 fminsearchbnd() 函数 则 
可 以 得 出 在 容许 范围 内 的 最 优 解 为 x == [2, 3.9999996]T。 


6.3 ”有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 
有 约束 最 优化 问题 的 一 般 描 述 为 
f(z) (6-3-1) 


zst. G(z)<0 
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其 中 ,m = [z1,72,… ,aznj。 该 数学 表示 的 含义 为 求 取 一 组 rz 向量 , 使 得 在 满足 约束 条 件 
G(z) 和 0 的 前 提 下 能 够 使 目标 函数 f(z) 最 小 化 -在 实际 遇 到 的 最 优化 问题 中 , 有 时 约束 条 件 可 
能 是 很 复杂 的 , 它 既 可 以 是 等 式 约 束 , 也 可 以 是 不 等 式 约束 ; 既 可 以 是 线性 的 ,也 可 能 是 非 线性 
的 , 有 时 甚至 不 能 用 纯 数 学 函数 来 描述 。 


6.3.1 约束 条 件 与 可 行 解 区 域 


满足 约束 条 件 G(z) < 0 的 z 范 围 称 为 可 行 解 区 域 (feasible region ) .下 面 通过 例子 演示 二 
元 问题 的 可 行 解 范 围 与 图 解 结果 。 


例 6-29 考虑 下 面 二 元 最 优化 问题 的 求解 ,试用 图 解 方法 对 该 问题 进行 研究 。 


max —2} — zo 


9>zi+z3 
se ai 十 za<1 


解 若 在 [一 3,3] 区 间 生 成 网 格 , 则 可 以 得 出 无 约束 时 目标 函数 的 三 维 图 形 数据 。 


引入 了 约束 条 件 , 则 在 图 形 上 需要 将 约束 条 件 以 外 的 点 别 除 掉 , 即 找到 这 些 点 的 横 纵 坐 标 值 ,将 
其 函数 值 设置 成 不 定式 NaN 即 可 。 这 样 可 以 使 用 如 下 的 语句 进行 求解 


该 语句 可 以 直接 绘制 出 如 图 6-11(a) 所 示 的 三 维 图形 , 若 想 从 上 向 下 观察 该 图 形 , 则 可 以 使 用 
View(0,90) 命令 ,这 样 可 以 得 出 如 图 6-11(b) 所 示 的 二 维 投影 图 。 图 形 上 的 区 域 为 相应 最 优化 问题 
的 可 行 区 域 , 即 满足 约束 条 件 的 区 域 。 该 区 域内 对 应 目标 函数 的 最 大 值 就 是 原 问题 的 解 , 故 从 图 形 可 
以 直接 得 出 结论 , 问题 的 解 为 zl = 二 0,za = 一 3, 用 max(z(:)) 可 以 得 出 最 大 值 为 3。 


-3 -2 = 0 
(a) 可 行 区 域 的 三 维 图 形 绘制 (b) 可 行 区 域 
6-11 二 维 最 优化 问题 的 图 解法 


和 2 3 


对 于 一 般 的 一 元 问题 和 二 元 问题 ,可 以 用 图 解法 直接 得 出 问题 的 最 优 解 , 但 对 于 一 般 的 多 
元 问题 和 较 复杂 的 问题 , 则 不 适合 用 图 解法 求解 ,而 只 能 用 数值 解 的 方法 进行 求解 ,也 没有 检验 
全 局 最 优 性 的 方法 。 
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6.3.2 线性 规划 问题 的 计算 机 求解 


(1) 标准 线性 规划 问题 的 求解 .线性 规划 问题 是 一 类 特殊 的 问题 ,也 是 最 简单 的 有 约束 最 
优化 问题 .在 线性 规划 中 ,目标 函数 和 约束 函数 都 是 线性 的 ,其 整个 问题 的 数学 描述 为 
min fz (6-3-2) 
Az<B 
st { Acaz=Beg 
TmETESTM 
这 里 的 约束 条 件 已 经 进一步 细 化 为 线性 等 式 约束 4eaz = Beq, 线 性 不 等 式 约束 Azx < B， 
z 变 量 的 上 界 向 量 zM 和 下 界 向 量 zm, 使 得 zm < z < zM。 
对 不 等 式 约束 来 说 ,MATLAB 定 义 的 标准 型 是 “和 ”关系 式 . 如 果 约 束 条 件 中 某 个 式 子 是 
“>” 关 系 式 , 则 在 不 等 号 两 边 同时 乘 以 一 1 就 可 以 转换 成 “<<” 关 系 式 了 。 
线性 规划 是 一 类 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 ,求解 线性 规划 问题 有 多 种 算法 。 其 中 ,单纯 形 
法 是 最 有 效 的 一 种 方法 ,MATLAB 的 最 优化 工具 箱 中 实现 了 该 算法 ,提供 了 求解 线性 规划 问题 
的 linprog() 函数 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , ,A,B, Acq, Bea,zm,zM 与 前 面 约束 与 目标 函数 公式 中 的 记号 是 完全 一 致 的 , ro 为 初 
始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 如 果 不 存在 , 则 应 该 用 空 矩 阵 来 占 位 .0PT 为 控制 选项 ,该 函数 还 允许 使 
附加 参数 pi, p2,… 。 最 优化 运算 完成 后 ,结果 将 在 变量 xz 中 返回 ,最 优化 的 目标 函数 将 在 fopt 
变量 中 返回 这 里 将 通过 下 面 的 例子 来 演示 线性 规划 的 求解 问题 。 
例 6-30 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 
min 一 271 一 7T2 一 473 一 374— I5 
ee | 272+r3+474+275<54 


3zi 十 472 十 57s 一 z4 一 75 入 62 
ZT1,72>0,73>3.32,74>0.678,75>2.57 


解 从 给 出 的 数学 式 子 可 以 看 出 ,其 目标 函数 可 以 用 其 系数 向 量 = [一 2, 一 1 一 4, 一 3, 一 1] 人 表示 ,不 
等 式 约束 有 两 个 , 即 
| 
另外 ,由 于 没有 等 式 约 束 , 故 可 以 定义 4ea 和 吾 ea 为 空 矩阵 。 由 给 出 的 数学 问题 还 可 以 看 
出 ,2 的 下 界 可 以 定义 为 Zm 二 [0,0,3.32,0.678,2.57]T, 且 对 上 界 没有 限制 , 故 可 以 将 其 写成 空 
矩阵 。 由 前 面 的 分 析 , 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 来 求解 线性 规划 问题 ,并 立即 得 出 结果 为 
£ = [19.785, 0, 3.32, 11.385, 2.57]T, fopt = 一 89.5750。 


从 列 出 的 结果 看 ,由 于 key 值 为 1, 故 求解 是 成 功 的。 以 上 只 用 了 五 步 就 得 出 了 线性 规划 问题 的 
解 ,可 见 求 解 程序 功能 是 很 强大 的 ,可 以 很 容易 得 出 线性 规划 问题 的 解 。 

线性 规划 问题 也 可 以 由 结构 体 变量 problenm 直接 描述 , 需要 用 其 lb 和 ub 成 员 变 量 描述 决 
策 变量 的 下 限 zm 和 上 限 zM, 用 Aineq,Bineq, Aeq, Beq 成 员 变 量 描述 A, B, Acq, Beq 矩阵 ,而 
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将 其 solver 成 员 变 量 设置 成 '1inprog' ,目标 函数 成 员 变量 f 设 置 成 常数 向 量 了 ,这 样 就 可 以 
ee 

例 6-31 可 以 用 下 面 的 结构 体 方式 构造 出 线性 规划 问题 的 变量 P, 某 些 值 为 默认 值 的 成 员 变 量 可 以 不 
指定 ,如 heq 成 员 变 量 的 默认 值 为 空 给 阵 , 既 然 本 问题 没有 涉及 4ea 矩 阵 , 可 以 不 给 出 该 成 员 变量 ， 
可 以 同样 解决 原始 问题 ,得 出 的 解 与 前 面 方法 完全 一 致 。 这 里 由 于 初 值 和 决策 变量 上 限 采 用 了 默认 
值 , 所 以 无 须 对 结构 体 的 相应 成 员 变 量 赋值 。 


例 6-32 考虑 下 面 的 四 元 线性 规划 问题 ,试用 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 求解 此 问题 。 


max 371/4— 150z2 十 za/50 一 6z4 


ZT1/4—6072—z3/50+974<0 
Ls.t. —21/2+907z2+zs/50—3z4>0 
T3171>—5,72>—5,73>—5,74>—5 


解 原 问题 中 应 该 求解 的 是 最 大 值 问题 ,所 以 需要 首先 将 之 转换 成 最 小 化 问题 ,即将 原 目标 函数 乘 以 
一 1, 则 目标 函数 将 改写 成 一 3z1/4 十 150za 一 z3/50 十 6z4。 套 用 线性 规划 的 格式 可 以 得 出 向量 为 
广 3/4,150, —1/50, 6]。 

再 分 析 约 束 条 件 , 可见, 由 最 后 一 条 可 以 写成 Zi 一 5, 所 以 可 确定 自 变 量 的 最 小 值 向 量 为 
mm 一 [一 5; 一 5; 一 5; 一 5]。 类 似 地 ,还 能 写 出 自 变量 的 最 大 值 向 量 为 zM 王 [Inf;Inf;1;Inf], 其 中 可 以 
使 用 Inf 表示 十 co。 约 束 条 件 的 前 两 条 均 为 不 等 式 约束 ,其 中 第 二 条 为 > 表示 ,需要 将 两 端 均 乘 以 
一 1, 转换 成 < 不等式 ,这 样 可 以 写 出 不 等 式 约束 为 


4-[ 汉 名 36 引 ,a- 四 


由 于 原 问题 中 没有 等 式 约束 , 故 应 该 令 Aeq 二 [] ，Beq=[] 。 最 终 可 以 输入 如 下 的 命令 来 求解 此 
最 优化 问题 ,得 出 原 问题 的 最 优 解 。 


可 见 , 经 过 10 步 迭代 ,就 能 以 很 高 精度 得 出 原 问题 的 最 优 解 为 z 二 [一 5, 一 0.1947,1, 一 5]T。 最 后 
一 个 语句 可 以 用 下 面 语句 取代 ,得 出 完全 一 致 的 结果 。 注 意 ,求解 之 前 应 该 采用 clear 命令 清除 P 变 
量 , 否 则 以 前 使 用 的 P 变量 的 一 些 成 员 变 量 可 能 遗留 下 来 ,影响 本 次 求解 


(2) 双 下 标的 线性 规划 问题 .在 某 些 研究 领域 中 , 决策 变量 不 是 由 向 量 描述 的 , 而 是 由 矩 
阵 描述 的 , 这 就 需要 考虑 具有 双 下 标 决策 变 量 的 线性 规划 问题 求解 了 .可 以 引入 一 组 新 的 向 量 
型 决策 变量 ,将 双 下 标的 决策 变量 线性 规划 问题 转换 成 标准 的 线性 规划 问题 , 这 样 ,就 可 以 使 
linorog() 函数 求解 原始 问题 ,得 到 问题 的 解 后 ,还 需要 将 得 出 的 解 蔡 换 回 决策 变量 矩阵 。 
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例 6-33 试 求解 下 面 的 双 下 标 线性 规划 问题 


min 2800(z11 十 zol 十 Z3l 十 Z41) 十 4500(zl? 十 z22 十 Za2) + 6000(z13 十 Z23) 十 7300z14 
ZT11+T12+T13+T14>15 
Z12+T13+ZT14 十 T21 十 ZT22 十 T23 之 10 
Tst.y Tiat+T14+T22+T23+Ts1+Ts2>20 
ZT14+T23 十 TZ32 十 T41 之 12 
Zij>0,(i=1,2,3,4,j=1,2,3,4) 


解 这 样 的 问题 显然 不 能 直接 用 前 面 介 绍 的 方法 直接 求解 ,而 应 该 首先 将 原 问题 转换 成 单 下 标 自 变 
量 的 最 优化 问题 。 为 做 这 样 的 转换 ,应 该 重新 选 定 变量 ,例如 令 Z1 王 Zll,z2 王 zl2,73 一 Z13,Z4 一 Z14， 
Z5 一 221,76 一 222,77 一 023,78 一 231,79 一 Z32,Z10 一 Z41, 这 样 将 原 问题 手工 改写 成 


min 2800(zl 十 zs5 十 Z8 十 Zl0) 十 4500(z? 十 Z6 十 Z9) 十 6000(zs 十 z7) 十 7300z4 
一 (zi 十 za 十 za 二 za) 和 一 15 
一 (zz 十 zs 十 74 十 75 十 Z6 十 Z7) 和 一 10 
一 st 一 (zs 十 za 十 z6 十 Z7 十 zs 十 Z9) 和 一 20 
一 (za 十 z7 十 zo 十 Z10) 和 一 12 
Zi20,1=1,2,… ,10 


这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 问题 的 最 优 解 


得 出 @ 二 四 ,0,0, 10,0,0,0,8,2,0]。 将 得 出 的 结果 再 反 代 回 双 下 标 自 变量 , 则 可 得 zll 二 5,zl4 二 10， 
ZT31 二 8,ZT32 一 2, 其 余 的 自 变 量 均 为 0。 


(3) 运输 问题 的 建 模 与 求解 .运输 问题 的 运筹 学 课程 及 实际 应 用 中 常见 的 问题 ,标准 的 运 
输 问题 如 表 6-2 所 示 轩 ,假设 有 m 个 供 货 商 ,有 n 种 货物 需要 运输 .假设 j 为 货物 种 类 编号 ,i 为 
货源 编号 ,并 假设 由 第 i 货源 进 第 ;种 货物 的 运费 为 cij。 另 外 已 知 第 ;种 货物 的 总 存储 量 为 d;， 
第 i 货源 的 总 供 货 量 为 si, 则 运算 问题 求解 的 目标 是 从 每 个 供 货 商 处 每 种 货物 进 多 少 件 才能 使 
得 总 运费 最 小 。 


表 6-2 运输 问题 的 典型 表格 


货源 编号 不 同 货物 种 类 的 运费 单价 供 货 商 编号 
1 2 “2 n Si 
1 cll cl2 5 cin Ss1 
2 c21 c22 a can s2 
m Cm1 Cm2 em Cmn Sm 
需求 量 di d2 i i 


若 想 用 数学 方式 描述 这 样 的 问题 , 则 可 以 根据 列 出 的 单价 cz5 选择 决策 变量 zi 这 样 ,运输 
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问题 可 以 由 双 下 标 线性 规划 形式 描述 


min > DE (6-3-3) 
WE 
Tb, Bd. mn 
Zij20,i=1,2,… ,mj=1,2,.… ,n 
不 过 要 求解 双 下 标 线性 规划 问题 是 件 比较 麻烦 并 任意 出 错 的 事 , 因为 前 面 介绍 的 方法 需要 
手工 将 原 问题 转换 成 单 下 标 标准 线性 规划 问题 .下 面 编写 利用 自动 建 模 与 求解 函数 , 该 方法 只 
需 输 入 矩阵 C 与 向 量 s, d， 该 函数 的 调用 格式 为 ECRaRSRORUEISRREGECC OO 和. 该 函数 将 


直接 得 出 运算 问题 的 最 优 解 生 矩阵 。 


例 6-34 假设 菜 百 货 店 想 从 II\ 亚 三 个 城市 进 衣服 ,而 衣服 又 有 A、B\C\D 四 种 款式 , 若 A.B\C.D 四 
种 衣服 总 的 需求 量 分 别 为 1500、2000、3000、3500 件 ,并 已 知 三 个 城市 衣服 最 大 供 货 量 分 别 为 2500、 
2500 和 5000。 假 设 每 件 衣服 的 利润 在 表 6-3 中 给 出 , 试 设计 一 个 进货 方案 ,使 得 总 利润 最 大 化 。 


表 6-3 每 件 衣服 的 利润 表 ( 单 位 元 ) 


不 同 种 类 的 衣服 城市 总 供 货 量 
城市 标号 A B C D si 
E 10 5 6 7 2500 
I 8 区 kd 6 2500 
亚 9 本 4 8 5000 
总 的 需求 量 di 1500 2000 3000 3500 


解 原始 问题 是 利润 最 大 化 问题 ,所 以 需要 将 目标 函数 乘 以 一 1, 转 化 为 最 小 化 问题 。 另 外 ,决策 变量 的 
下 限 为 零 。 这 样 可 以 有 下 面 的 语句 直接 求解 原始 问题 


通过 上 述 的 函数 调用 可 以 得 出 
0 2000 500 0 
六 =| 0 0 2500 0 |, f=72000 
1500 0 0 3500 
其 含义 为 ,从 城市 I 进 B 类 衣服 2000 件 ,C 类 衣服 500 件 ,从 城市 下 进 C 类 衣服 2500 件 ,从 城市 焉 
进 A 类 衣服 1500 件 ,DD 类 衣服 3500 件 ,最 大 利润 为 二 72000 元 。 


第 6 章 代数 方程 与 最 优化 问题 的 计算 机 求解 “211 。 


如 果 总 需求 量变 成 d = [1500,2500,3000,3500], 则 得 出 的 决策 变量 可 能 出 现 小 数 ,不 合 常理 ,所 
以 应 该 引入 整数 规划 的 概念 与 求解 方法 , 下 节 将 详细 介绍 有 关 的 内 容 。 


6.3.3 二 次 型 规划 的 求解 


二 次 型 规划 问题 是 另 一 种 简单 的 有 约束 最 优化 问题 , 其 目标 函数 为 z 的 二 次 型 形式 ,约束 
条 件 仍然 为 线性 不 等 式 约束 ,一 般 二 次 型 规划 问题 的 数学 表示 为 
二 FarHz 2 (6-3-4) 


Az<B 
st. 4 4caz=Bea 


TmSTESPTM 
和 线性 规划 问题 相 比 ,二 次 型 规划 目标 函数 中 多 了 一 个 二 次 项 zTHz 来 描述 z? 和 ziz; 项 。 
MATLAB 的 最 优化 工具 箱 提供 了 求解 二 次 型 规划 问题 的 quadprog() 函数 ,其 调用 格式 为 


如 果 二 次 型 规划 问题 由 结构 体 描述 , 则 可 将 其 成 员 变量 描述 五 矩阵 ,solver 成 员 变 量 设 
置 为 'quadprog' 即 可 。 
例 6-35 试 求解 下 面 的 四 元 二 次 型 规划 问题 
min (zi 一 D2 二 (za 一 2)2 二 (za 一 3)2 十 (za 一 人 2 


T1 十 Z2 十 T3 十 T4 答 5 
mst.4 3zi 十 3za 二 2zs 十 zaS10 
T17273,T4>0 


解 首先 应 该 将 原始 问题 写成 二 次 型 规划 的 模式 。 展 开 目 标 函 数 得 
f(z) = 722+22+22+ 2 — 221 一 4za 一 6za 一 8z4 十 30 
因为 目标 函数 中 的 常数 对 最 优化 结果 没有 影响 , 所 以 可 以 放心 地 略 去 。 这 样 就 可 以 将 二 次 型 规 
划 标 准 型 中 的 有 矩阵 和 JT 向 量 写 为 且 = diag([2,2,2,2]), fT = [2, 一 4, 一 6, 一 8], 从 而 可 以 给 出 下 
列 MATLAB 命令 来 求解 二 次 型 最 优化 问题 


这 样 得 出 的 最 优 解 为 一 [0,0.6667,1.6667,2.6667]T, 目标 函数 的 值 为 一 23.6667。 

套用 二 次 型 规划 标准 型 时 ,一定 要 注意 再 天 阵 的 生成 ,因为 在 式 (6-3-4) 中 有 一 个 1/2 项 ,所 以 
在 本 例 中 , 吾 矮 阵 对 角 元 素 是 2, 而 不 是 1。 另 外 ,这 里 得 出 的 目标 函数 实际 上 不 是 原始 问题 中 的 最 优 
孙 数 , 因为 人 为 地 除去 了 常数 项 。 将 得 出 的 结果 再 补 上 已 经 除去 了 的 常数 项 , 则 可 以 求 出 原 问题 目标 
垣 数 的 值 为 6.3333。 


6.3.4 一 般 非 线性 规划 问题 的 求解 


有 约束 非 线性 最 优化 问题 的 一 般 描述 为 
min f(z) (6-3-5) 
zst. G(z)<0 
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其 中 ,z = [zw1,7z2,… ,zn]7。 为 求解 方便 ,约束 条 件 还 可 以 进一步 细 化 为 线性 等 式 约束 ,线性 不 
等 式 约束 ,zx 变量 的 上 下 界 向 量 , 还 允许 一 般 非 线性 函数 的 等 式 和 不 等 式 约束 ,这 时 原 规划 问题 


可 以 改写 成 . 
min f(z) (6-3-6) 
Azr<B 
Acar=Beq 
ZL st. TmSTSTM 
Cl(z)<0 
Cea(z)=0 


MATLAB 最 优化 工具 箱 中 提供 了 一 个 fmincon() 函数 ,专门 用 于 求解 各 种 约束 下 的 最 优 
化 问题 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ,F 为 给 目标 函数 写 的 M 函数 或 匿名 函数 ,zo 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 如 果 不 存在 , 则 
应 该 用 空 矩阵 来 占 位 。CF 为 给 非 线 性 约束 函数 写 的 M 函数 ,0PT 为 控制 选项 ,最 优化 运算 完成 
后 ,结果 将 在 变量 z 中 返回 ,最 优化 的 目标 函数 将 在 fopt 变量 中 返回 ,和 其 他 优化 函数 一 样 , 选 
项 0PT 有 时 是 很 重要 的 。 

如 果 用 结构 体 描述 一 般 非 线性 规划 问题 , 则 solver 成 员 变 量 应 该 设置 成 'fmincon' , 非 线 
性 约束 函数 可 以 通过 nonlcon 成 员 变 量 表示 出 来 ,这 样 就 可 以 直接 调用 fmincon() 函数 直接 求 
解 原始 问题 。 
例 6-36 试 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 

min 1000— 2 一 2z3 一 2 一 Z172 一 CT173 
{ ZI+r2+r2—25=0 
P st. 4 Brit14r2+7r3—56=0 
Z1,72,7320 

解 分 析 给 出 的 最 优化 问题 可 以 发 现 , 约束 条 件 中 含有 非 线性 不 等 式 ,故而 不 能 使 用 二 次 型 规划 的 方 
式 求 解 , 必须 用 非 线性 规划 的 方式 来 求解 。 根 据 给 出 的 问题 可 以 直接 写 出 目标 函数 为 


同时 ,给 出 的 两 个 约束 条 件 均 为 等 式 约束 ,所 以 应 该 写 出 非 线性 约束 函数 为 


非 线 性 约束 函数 返回 变量 分 为 c 和 ceq 两 个 量 ,其 中 ,前 者 为 不 等 式 约束 的 数学 描述 , 后 者 为 非 
线性 等 式 约束 ,如 果菜 个 约束 不 存在 , 则 应 该 将 其 值 赋 为 空 失 阵 。 

描述 了 给 出 的 非 线性 等 式 约束 后 , 则 A, 电 , Aeq, 已 sa 都 将 为 空 矩 阵 了 。 另 外 ,应 该 给 出 搜索 初 值 
向 量 zm 二 [0,0,0]T, 因 此 ,可 以 调用 fmincon() 函数 求解 此 约束 最 优化 问题 。 


上 述 语句 可 以 得 出 最 优 结果 为 二 [3.5121,0.2170,3.5522]T, 目标 函数 最 优 值 为 fopt 二 
961.7151。 由 dd 的 分 量 还 可 以 看 出 ,求解 过 程 中 共 调 用 目标 十 数 113 次 。 
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非 线性 规划 问题 还 可 以 通过 下 面 的 语句 描述 并 求解 ,得 出 的 结果 与 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 可 见 
用 结构 体 的 方法 描述 原始 问题 将 更 简洁 ,求解 也 更 直观 。 


第 二 个 约束 条 件 是 线性 等 式 约束 ,可 以 将 其 从 非 线性 约束 函数 中 除去 , 则 该 约束 函数 简化 为 


线性 等 式 约束 可 以 由 相应 的 答 阵 定义 出 来 ,这 时 可 以 用 下 面 的 命令 求解 原始 的 最 优化 问题 , 且 
可 以 得 出 和 前 面 完 全 一 致 的 结果 


例 6-37 试 求 出 下 面 有 约束 非 线 性 规划 问题 的 解 。 


min 。 er:(4z? 十 2z3 二 4zlzo 十 2z2? 十] 


zi 十 z2 和 0 
Batd 一 z1z2 十 zi 十 z2>1.5 


T1722>—10 
—10&z1,22<10 


解 由 下 面 的 语句 可 以 先 描述 出 原始 问题 的 约束 函数 


这 样 ,可 以 给 出 下 面 的 命令 直接 求解 原始 的 最 优化 问题 


该 函数 运行 结束 后 将 显示 得 出 的 “最 优 解 "为 了 一 [0.4195,0.4195]T, 目 标 函 数值 为 万 = 5.4737。 
仔细 观察 得 出 的 解 , 特别 是 flag 变量 会 发 现 ,该 值 为 0, 并 不 是 表示 求解 成 功 的 正 数 ,所 以 得 出 的 结 
果 并 非 原 问题 的 最 优 解 ,得 到 的 警告 信息 提示 为 “fmincon stopped because it exceeded the function 
evaluation limit”, 说 明 目 标 函 数 调用 次 数 超过 最 高 允许 次 数 ,函数 调用 异常 终止 。 这 也 提示 在 使 用 
MATLAB 求解 科学 运算 问题 时 ,不 但 应 该 关注 得 出 的 解 ,同样 也 应 关注 得 出 的 其 他 信息 。 如 果 得 出 
的 解 伴随 警告 或 错误 信息 , 则 应 该 想 办 法 重新 求解 原始 问题 。 可 以 把 前 面 得 到 的 工 向 量 作 为 初 值 重 
新 搜索 最 优 解 ,求解 后 仍 需要 检验 是 不 是 有 警告 信息 ,或 flag 的 值 是 不 是 正 数 , 如 果 不 是 , 则 应 该 
再 以 得 出 的 结果 为 初 值 继续 搜索 。 这 样 的 搜索 过 程 适 合用 循环 结构 实现 ,如 果 得 出 的 flag 为 正 数 
则 结束 循环 。 经 过 下 面 的 求解 语句 可 以 得 出 原 问题 的 最 优 解 为 z 二 [1.1825, 一 1.7398]T, 最 优 目标 
加 数 为 3.0608, 迭代 次 数 为 i 二 4。 不 过 这 样 得 出 的 结果 仍 可 能 是 局 部 最 优 解 ,可 以 选择 另 一 个 初 值 
zo 二 [一 10, 一 10], 再 重新 求解 ,看 看 不 能 不 得 到 更 好 的 解 。 


例 6-38 考虑 例 6-36 中 的 最 优化 问题 , 试 利 用 梯度 求解 最 优化 问题 ,并 比较 和 原 方法 的 优 劣 。 
解 由 给 出 的 目标 函数 f(z) 可 以 立即 求 出 下 面 的 梯度 函数 (或 Jocobi 和 矩阵 ) 
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i 一 472 一 Z1 


其 数学 形式 可 以 写成 区 af af1? [am 一 mm 一 ms 
9z1 一 2zs 一 Z1 
有 了 梯度 , 则 可 以 重新 改写 目标 函数 为 


其 中 ,Gy 表示 目标 函数 的 梯度 向 量 。 再 调用 最 优化 求解 函数 将 得 出 下 面 的 结果 


采用 结构 体 方法 描述 原始 问题 , 则 可 以 由 下 面 语句 直接 求解 ,得 出 相同 结果 


可 见 , 若 已 知 目 标 函 数 的 偏 导数 , 则 仅 需 86 步 目 标 函数 的 调用 就 能 求 出 原 问题 的 解 , 比 前 面 需 
要 的 步 数 (113 步 ) 明 显 减 少 。 但 考虑 求 取 和 编写 梯度 函数 所 需 的 时 间 , 实 际 需要 的 时 间 可 能 更 多 。 注 
意 , 若 已 知 梯度 函数 , 则 应 该 将 Grad0bj 选项 设置 成 'on' ,否则 不 能 识别 该 梯度 。 

例 6-39 试 求解 下 面 的 最 优化 问题 回 
min k 
qs+9.625g1w+16q92w+16w?+12—4g1—q2—78w=0 
16q1w+44—19g1—8g2—q3—24w=0 
Qiu st. 9 2.25—0.25k<q1<2.25+0.25k 


1.5—0.5k<q2<1.5+0.5k 
1.5—1.5kS<qa<1.5+1.5k 


解 从 给 出 的 最 优化 问题 看 , 这 里 要 求解 的 决策 变量 为 g, ,大 , 而 标准 最 优化 方法 只 能 求解 向 量 型 决 
策 变 量 , 所 以 应 该 作 变量 替换 , 把 需要 求解 的 决策 变量 由 决策 变量 向 量 表 示 出 来 。 对 本 例 来 说 ,可 以 
引入 zi = gl za 一 g2,73 一 q3,24 二 Ws 一 大 ,另外 ,需要 将 一 些 不 等 式 进一步 处 理 一 下 。 这 样 ,可 以 
将 原始 问题 手工 改写 成 


min Ts 
Zz3+9.6257174+167274+1672+12—4z1—22—78z4 二 0 
16zrlz4 十 44 一 19zl 一 8zaz 一 zs 一 2474 一 0 
一 0.25z5 一 zi 委 一 2.25 
mi 一 0.25zs 和 2.25 
一 0.5z5 一 zz 委 一 1.5 
2 一 0.575 和 1.5 
一 1.5zs 一 za 和 一 1.5 
za—1.57s<1.5 


这 样 可 以 由 下 面 语句 描述 原 问题 的 非 线性 约束 条 件 


为 方便 起 见 这 里 采用 结构 体形 式 描述 原始 问题 。 可 以 随机 选择 初 值 求解 原 问 题 ,从 而 得 出 原 问 
题 的 解 为 ZK 二 [1.9638,0.9276, -0.2172, 0.0695,1.1448], 且 标 志 flag 为 1, 说 明 求解 成 功 。 
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值得 指出 的 是 ,用 随机 选择 初 值 的 方法 有 可 能 得 到 局 部 最 优 值 , 如果 多 试 几 个 不 同 的 初 值 则 可 
能 得 出 目标 函数 值 更 小 的 解 。 下 面 将 介绍 一 种 全 局 最 优 求 解 方法 。 


6.3.5 一 般 非 线性 规划 问题 的 全 局 最 优 解 尝试 


前 面 例子 演示 过 , 传统 的 搜索 算法 可 能 得 出 局 部 最 优 解 .所 以 可 以 考虑 引入 6.2.3 节 的 思 
路 ,编写 出 求解 有 约束 最 优化 问题 的 MATLAB 函数 。 


流 本 数 的 调用 格式 2 攻 人 OCR 于 
以 为 结构 体 变量 ,也 可 以 是 目标 函数 的 函数 句柄 ,在 后 一 种 情况 下 “其 他 参数 "应 该 包含 描述 
约束 的 参数 ,具体 格式 与 顺序 与 fmincon() 函数 完全 一 致 。 
例 6-40 试用 fmincon_global() 函数 求解 例 6-39 中 的 全 局 最 优 解 。 
解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 全 局 最 优化 问题 ,一 般 都 能 得 出 全 局 最 优 解 z = [2.4544, 1.9088， 
2.7263, 1.3510, 0.8175]T, 其 中 , 第 五 个 决策 变量 zs 即 为 目标 函数 的 值 。 


如 果 调 用 100 次 这 个 求解 程序 , 极 有 可 能 得 出 原 问题 的 全 局 最 优 解 ,就 本 例 而 言 ,测试 的 100 次 


全 得 出 了 全 局 最 优 解 ,总 的 测试 时 间 大 约 4 分 钟 。 


6.4 混合 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 


在 很 多 应 用 领域 中 , 最 优化 问题 的 要 求 除了 前 面 的 满足 约束 条 件 的 规则 外 , 还 需要 使 得 全 
部 和 部 分 决策 变量 取 整 数 , 这 类 问题 又 称 为 整数 规划 。 部 分 决策 变量 为 整数 的 最 优化 问题 又 称 
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为 混合 整数 规划 问题 。 若 决策 变量 只 能 是 0 或 1, 这 类 规划 问题 又 称 为 0-1 规 划 问 题 。 
6.4.1 整数 规划 问题 的 穷 举 方法 


所 谓 穷 举 方法 ,就 是 将 决策 变量 所 有 可 能 的 取 值 都 衡量 一 番 , 从 满足 约束 条 件 的 决策 变量 
可 能 中 找 出 目标 函数 值 最 下 的 组 合 ,这 样 的 解 即 为 原始 问题 的 全 局 最 优 解 。 

如 果 已 知 自 变量 所 在 的 区 间 , 则 理论 上 可 以 考虑 用 穷 举 方法 列举 出 区 间 内 所 有 的 变量 组 
合 ,逐个 判定 约束 条 件 是 否 满足 , 从 满足 的 组 合 中 逐个 求 取 函数 的 值 并 排序 , 由 其 最 小 值 的 对 应 
关系 可 以 简单 地 求解 所 需 的 自 变量 值 . 这 个 方法 看 似 简单 直观 ,但 对 稍微 多 些 自 变量 的 情形 是 
不 可 行 的 , 因为 这 时 计算 量 为 天 文 数字 。 相 应 的 数学 问题 又 称 为 NP 难 (non-polynomial hard) 
问题 , 故 穷 举 方法 只 适合 于 极 有 限 的 小 规模 问题 。 


例 6-41 考虑 例 6-30 中 给 出 的 线性 规划 问题 ,为 方便 起 见 重 新 给 出 


min —271 一 IT2 一 473 一 374 一 IT5 
2z2 十 zs 十 474 十 27s5 和 54 
Zs.t. 3z1 十 472 十 57s 一 74 一 7Z5 和 62 
T1722>0,73>3.32,74>0.678,75>2.57 


如 果 要 求 自 变量 Ti 均 为 整数 , 则 原来 的 问题 就 变 成 整数 线性 规划 问题 , 试 求解 该 整数 规划 问题 。 
解 对 于 小 规模 问题 ,可 以 考虑 采用 穷 举 算 法 。 人 为 假定 ZzM 的 各 个 元 素 均 为 25, 当然 采用 下 面 语句 就 
可 以 逐个 求 取 函 数值 ,得 出 的 全 局 最 优 解 为 z = [19,0,4,10,5]T。 


然而 这 里 有 两 个 问题 值得 注意 。 其 一 ,本 工法 得 出 的 结果 是 zl € [0,25] 区 间 的 最 小 值 , 但 这 个 概 
念 不 能 随意 拓展 到 此 区 间 之 外 ,如 果 想 将 25 变 为 30, 在 一 般 的 计算 机 配置 下 都 实现 不 了 ,因为 所 需 
内 存 过 大 ,五 个 变量 的 存储 量 为 315 x 5 x 8/220 = 1092.1MB 空间 。 所 以 在 求解 整数 规划 时 不 适合 采 
用 穷 举 算 法 。 其 二 ,除了 得 出 的 最 优 解 之 外 ,事实 上 还 可 以 得 出 若干 组 合 ,使 得 该 规划 问题 有 次 最 优 
解 。 可 以 显示 排序 后 的 函数 值 为 zl 一 [一 89, 一 88, 一 88, 一 88, 一 88, 一 88, 一 88, 一 88, 一 87, 一 87] 。 


可 见 ,函数 的 最 小 值 为 一 89。 此 外 ,还 有 若干 个 点 的 值 为 一 88, 求 出 最 优 解 的 同时 ,还 可 以 列 出 各 个 变 
量 的 次 最 优 解 ,如 表 6-4 所 示 。 


表 6-4 最 优 解 及 部 分 次 最 优 解 


zl z2 za za z5 f 说 明 |z1 za za za zs 了 说 明 |zi za za za zs f 说 明 


19 0 4 10 5 -89 最 优 |19 0 4 9 7 -88 次 优 | 11 0 8 10 3 -87 次 优 
4 11 3 -88 次 优 ||16 0 
5 10 4 -88 次 优 ||20 0 
6 10 4 -88 次 优 ||15 0 
8 9 5 -88 次 优 ||13 0 


6 0 
4 0 
6 10 3 一 87 次 优 | 5 0 12 8 5 一 87 次 优 
Y 0 
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例 6-42 试 求解 下 面 的 整数 规划 问题 


min 节 十 到 十 2z3 十 节 一 5z1 一 57o 一 2173 十 774 
{ —27—z3—23—22—z1+72—z3+r4+8>0 
Zst.d —2?—272—22—272+21+r4+10>0 
一 2z? 一 z2 一 z3 一 2z2 二 zz 十 za 十 5>0 
解 选择 感 兴趣 的 决策 变量 整数 范围 为 一 N ~ ,并 选择 NN = 30, 则 可 以 通过 穷 举 方法 得 出 问题 的 
全 局 最 优 解 为 2 二 [0,1,2,0]T, 相应 的 目标 函数 为 一 38。 除 了 最 优 解 外 ,还 可 以 搜索 出 一 批 次 最 优 解 ， 
如 [0,0,2,0], [0,1,2,]],[0,1,1, 一 和 恒 ,2,1,0], 对 应 的 目标 函数 分 别 为 一 38, 一 34, 一 30, 一 29, 一 29。 


值得 指出 的 是 , 穷 举 方法 只 能 求解 所 有 决策 变量 的 可 能 都 可 以 列 出 的 最 优化 问题 , 如 整数 
规划 问题 ,不 能 求解 混合 整数 规划 问题 和 一 般 最 优化 问题 ,因为 决策 变量 是 连续 可 变 的 ,不 可 能 
将 全 部 的 可 能 都 列 出 来 ,所 以 这 些 问 题 只 能 通过 搜索 方法 进行 求解 。 
6.4.2 整数 线性 规划 问题 的 求解 


混合 整数 线性 规划 的 一 般 数学 描述 为 
min JTz (6-41) 

Azr<B 
st. | 4eam 一 Bea 


Tm<TSTM 


二 为 整数 


其 中 , 侈 为 变量 zx 的 子 集 ,如 果 侈 为 全 部 的 x, 则 原始 问题 为 整数 规划 问题 ,在 当前 版 本 的 最 优化 
工具 箱 中 提供 了 混合 整数 线性 规划 问题 的 求解 函数 intlinprog() ,其 调用 格式 为 


该 函数 的 调用 格式 与 1inprog() 很 接近 , intcon 变 元 是 序号 向 量 ,标明 哪些 变量 是 整数 
的 ,在 结构 体 变量 problem 中 , 必要 的 成 员 变量 为 f, intcon, solver, options, 其 中 , intcon 为 
需要 为 整数 的 决策 变量 序号 ,可 以 如 下 设置 相关 成 员 变 量 


函数 intlinprog() 本 身 是 有 局 限 性 的 , 因为 得 出 的 整数 决策 变量 通常 不 是 精确 的 整数 ,可 
以 可 以 通过 ERRORGCRGREE 语 句 来 微调 结果 ,得 出 整数 决策 变量 。 
例 6-43 重新 求解 例 6-41 中 给 出 的 整数 线性 规划 问题 ,另外 , 试 再 求解 第 一 、 四 、 五 决策 变量 为 整数 时 
的 混合 整数 规划 问题 。 
解 利用 下 面 的 语句 直接 求解 整数 线性 规划 问题 
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可 以 看 出 ,得 出 的 结果 与 例 6-41 中 的 结果 完全 一 致 ,其 实 这 里 的 结果 在 某 种 意义 下 更 可 靠 ,因为 
穷 举 方法 只 考虑 了 NN 入 25 的 范围 ,而 函数 调用 是 大 范围 求解 。 

如 果 要 求 1,4,5 决 策 变量 为 整数 , 则 应 该 将 intcon 设 置 为 [1,4, 引 ,这 样 可 以 由 下 面 语句 求解 混 
合 整 数 规划 问题 ,得 出 的 结果 为 臣 = [19,0,3.8,11,3]T。 值 得 指出 的 是 ,混合 整数 规划 问题 不 能 用 穷 
举 法 求解 。 


例 6-44 考虑 例 6-34 中 的 运输 问题 。 如 果 决 策 变量 要 求 为 整数 变量 , 试 重新 求解 该 问 题 。 
解 在 例 6-34 中 给 出 的 transport_linprog() 中 , 预 留 了 一 个 开关 , 该 函数 的 第 四 个 输入 变量 可 以 
用 于 求解 整数 线性 规划 问题 。 


6.4.3 一 般 非 线性 整数 规划 问题 与 求解 


前 面 介绍 的 穷 举 方法 只 适合 于 小 规模 整数 规划 问题 ,在 实际 应 用 中 经 常 需要 求解 非 线性 
整数 规划 或 混合 规划 问题 , 该 领域 中 一 种 常用 的 算法 是 分 枝 定 界 (branch and bound ) 算 法 ， 
有 具体 算法 在 这 里 不 详细 介绍 ,只 介绍 一 个 基于 该 算法 编写 的 现成 函数 BNB20(), 可 以 用 来 求解 
一 般 非 线性 整数 规划 的 问题 。 该 函数 是 荷兰 Groningen 大 学 的 Koert Kuipers 编 写 的 ,可 以 从 
MathVVorks 网 站 上 直接 下 载 回 。 

由 于 该 函数 十 余年 没有 更 新 ,对 MATLAB 的 后 续 版 本 支持 不 理想 ,包括 个 别 语句 对 新 版 本 
不 支持 ,不 能 使 用 匿名 函数 等 描述 目标 函数 、 也 不 支持 用 结构 体 描述 最 优化 问题 ,另外 输入 变量 
和 返回 变量 对 混合 整数 规划 的 支持 不 理想 , 对 该 函数 做 了 适当 的 修改 ,利于 更 好 解决 一 般 混 合 
整数 规划 问题 ,新 版 本 改名 为 BNB20_new() ,其 调用 格式 为 


其 中 ,调用 过 程 中 的 大 部 分 输入 变量 与 最 优化 工具 箱 函 数 几乎 完全 一 致 ,该 函数 直接 调用 了 最 
优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函数 ,该 函数 还 可 以 根据 需要 带 附加 参数 ,返回 的 变量 err 为 函数 
的 错误 信息 字符 串 ,z 和 了 分 别 为 最 优 解 和 其 函数 值 .标志 向 量 intcon 和 前 面 定义 是 一 致 的 ,如 
果 正 确 返 回 最 优 解 , 则 err 字 符 串 为 空 字符 串 , 这 时 , 返回 的 z 为 最 优 决策 向 量 ,7 为 目标 函数 的 
最 优 值 .否则 , 该 字符 串 返回 错误 信息 。 

如 果 原 始 最 优化 问题 用 结构 体 P 描 述 , 应 该 将 其 成 员 变 量 intcon 设置 成 前 面 介 绍 的 向 量 ， 
这 样 就 可 以 用 [e206 函数 直接 求解 了 . 
例 6-45 试用 BNB20_new() 函数 求解 例 6-41 中 给 出 的 线性 整数 规划 问题 。 
解 在 修改 后 的 BNB20_new() 中 允许 使 用 匿名 函数 来 描述 目标 函数 。 和 前 面 介绍 的 线性 规划 问题 求 
解 不 同 , 上 限 变 量 不 能 再 选择 为 无 穷 大 ,而 应 该 选择 为 较 大 的 数值 ,例如 均 选 择 为 20000。 同 样 ,整数 
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的 下 界 如 果 给 定 为 小 数 ,新 函数 中 允许 自动 向 上 取 整 转换 。 这 样 用 下 面 的 语句 求解 出 的 线性 整数 规 
划 问 题 与 例 6-41 得 出 的 完全 一 致 。 


若 采 用 结构 体形 式 描述 原始 问题 , 则 可 以 给 出 下 面 的 语句 ,结果 也 完全 一 致 


如 果 仍 要 求 zl, 4,Z5 为 整数 ,其 他 两 个 变量 为 任意 值 , 则 应 该 修改 一 下 intlist 变量 ,将 其 设 
置 为 intlist 一 [1,0,0,1,1], 则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问 题 的 解 为 瑟 = [19,0,3.8,11,3]T。 


如 果 采 用 下 面 的 结构 体形 式 求 解 原 问题 也 将 得 出 完全 一 致 的 结果 。 


例 6-46 对 著名 的 Rosenbrock 函数 稍 加 修改 ,可 以 写 出 f(z) = 100(z2 一 23)? 一 (4.5543 一 Zz1)?, 试 求 
解 整数 zl 和 zo, 使 得 min f(z) 


—100<z1<100 
入 加 | —100<z2<100 


解 在 一 般 最 优化 问题 中 , (4.5543, 4.55432) 显然 为 最 优点 ,这 里 考虑 整数 规划 问题 的 求解 方法 。 调 用 
BNB20_new() 函数 ,选择 合适 的 上 下 界 约束 ,可 以 直接 得 出 原来 问题 的 解 为 忆 一 [5,25]T。 


该 搜索 语句 将 搜索 范围 设置 成 一 1000 < ziza 科 1000, 可 以 联机 得 出 原 问题 的 解 ,即使 选择 更 
大 的 搜索 范围 如 一 100000<<z1,z2<<100000, 调 用 BNB20_new() 求解 也 不 会 增加 太 多 的 计算 量 。 相 反 
地 ,如 果 用 户 为 节省 时 间 选 择 一 个 很 小 的 搜索 区 间 , 如 zl2e [一 20,20], 则 将 得 出 结果 为 z = [5,20]， 
可 见 该 值 不 是 原 问 题 的 最 优 解 


其 实 , 对 这 样 小 规模 的 问题 ,选择 较 大 的 搜索 范围 , 如 Zl2 € (一 1000,1000), 用 穷 举 搜索 算法 能 立即 
得 出 问题 的 解 ,和 上 述 结果 一 致 。 更 大 的 搜索 范围 将 产生 “out of memory”( 内 存 溢出 ) 现 象 ,所 以 说 
穷 举 法 对 解决 一 般 整 数 规划 问题 来 说 局 限 性 较 大 ,有 时 不 宜 采 用 。 


例 6-47 试 求解 下 面 的 整数 规划 问题 四 
min 3 十 3 一 4z1 十 4 十 和 


Z1—272+12+z3>0 
Zst.h 一 zz+3zr2 一 8 一 zs>0 
TI1Z0,z2>0,zs>0 


解 由 于 原 问题 含有 非 线性 约束 ,可 以 编写 下 面 的 函数 将 其 描述 出 来 
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这 样 就 可 以 调用 下 面 的 语句 求解 整数 规划 问题 ,得 出 的 解 为 2 = [1,3,0]T。 


由 于 原始 问题 是 小 规模 问题 ,所 以 可 以 考虑 采用 穷 举 方法 求解 ,该 方法 得 出 的 全 局 最 优 解 和 前 
面 得 出 的 完全 一 致 。 除 此 之 外 ,采用 穷 举 方法 还 能 求 出 一 些 次 优 解 ,这 是 搜索 方法 做 不 到 的 。 


例 6-48 试 求解 离散 最 优化 问题 回 ,其 中 ,T1 是 0.25 的 整数 倍 ,za 是 0.1 的 整数 倍 , 且 za > 3。 


min 2z?+23—16r1— 10r 
Zz2—6z1+72—11<0 

四 四 | 所 
解 MATLAB 不 能 直接 求解 离散 最 优化 问题 ,不 过 既然 这 里 给 出 了 步 距 , 可 以 引入 两 个 新 的 变量 
网 = 47l,% 二 10za, 即 采 用 变量 替换 zl 二 如 /4,79 = 加 /10, 这 时 原来 的 问题 可 以 改写 成 下 面 的 关 
于 bi 的 整数 规划 问题 

min 。 29/16 十 好 /100 一 4 一角 

{ y2/16—6y1/4+y2/10—11<0 
Ys.t. 


—yiy2/40+3y2/10+eY1/4-3—1<0 
Ya2>30 


可 以 用 MATLAB 直接 写 出 非 线性 约束 函数 


调用 BNB20_new() 则 可 以 采用 下 面 语句 直接 求解 最 优化 问题 ,假设 Yi 搜索 的 上 下 限 是 土 200 
( 即 z1 的 上 下 限 土 50) ,ys 的 上 限 为 200, 下 限 为 30( 即 3 < z2 < 20), 这 样 调用 下 面 的 语句 可 以 搜索 
出 问题 的 最 优 解 为 x = [4,5]T, 该 值 与 文献 [7] 给 出 的 (4,4.75) 略 有 不 同 ,这 里 给 出 的 解 在 满足 约束 
条 件 的 前 提 下 目标 函数 略 小 于 该 解 ,说 明 此 解 更 合适 


穷 举 方法 并 不 只 可 用 于 整数 规划 问题 , 它 也 同样 运用 于 离散 最 优化 问题 。 假 设 决策 变量 的 搜索 
范围 为 (-20,20), 则 可 以 给 出 如 下 的 语句 ,同样 可 以 得 出 全 局 最 优点 为 (4,5), 同 时 也 可 以 得 出 一 些 
次 最 优点 ,如 (4,5.1), (4,4.9), (4,4.8), (4,5.2) 等 ,这 些 点 的 目标 函数 均 咯 大 于 (4,5)。 
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6.4.4 0-1 规 划 问 题 求解 


所 谓 0-1 规 划 , 即 指 决策 变量 ri 的 值 或 者 为 0, 或 者 为 1。 所 以 求解 0-1 规 划 看 起 来 很 简单 ， 
让 每 个 自 变量 x; 遍 取 0、1, 在 得 出 的 组 合 中 选择 既 满足 约束 条 件 又 使 目标 函数 取 最 小 值 的 项 。 
而 事实 上 , 随 着 问题 规模 的 增 大 , 这样 的 计算 量 将 按 指数 增长 。 例 如, 自 变 量 的 个 数 为 n, 则 可 能 
的 排列 数 为 27, 在 nn 较 大 时 其 值 可 能 是 个 天 文 数字 , 故 仍然 需要 考虑 其 他 算法 进行 求解 。 

0-1 规 划 问 题 是 整数 规划 问题 的 一 个 特例 , 将 决策 变量 的 上 下 限 分 别 设置 为 1 和 0 就 可 以 
将 其 转换 为 一 般 整 数 规划 问题 ,所 以 可 以 由 intlinprog() 函数 直接 求解 0-1 线 性 规划 问题 , 利 
日 前 面 介绍 的 BNB20_new() 函数 直接 求解 非 线 性 0-1 规 划 问 题 。 
例 6-49 试 求解 下 面 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 

Imin 一 371 十 2zo 十 573 


Z1 十 272 一 73 稳 2 
st zi+4za+za<4 


于 


T1 十 T2 和 3 
4za+zs<6 


解 套用 所 需 的 最 优化 模型 ,可 以 立即 求 出 ,A 和 A 和 妃 纶 阵 ,这 样 可 以 给 出 如 下 的 语句 求解 0-1 线性 规 
划 问 题 ,得 出 z== [1,0,1]7 


如 果 采 用 结构 体 描述 最 优化 问题 , 则 可 以 给 出 下 面 语句 ,得 出 的 结果 也 完全 一 臻 


对 于 小 规模 问题 , 当然 可 以 采用 下 面 语句 ,逐个 判定 约束 条 件 并 寻找 出 目标 函数 的 值 ,通过 
排序 即 能 得 出 所 需 的 结果 为 zl = [1,0,1]T, 目标 函数 为 f(zi) = -8, 且 可 以 保证 此 结果 为 全 
局 最 优 解除 了 全 局 最 优 解 外 ,还 可 以 得 出 其 他 的 可 行 解 为 za = [0,0,1]?,f(za) = 一 5,za = 
[10,0]T, f(z3) = —3, x4 = [0,0,0]T, f(z4) = 0,zs = [0, 1,0]7, f(zs) = 2。 


非 线 性 0-1 规 划 可 以 调用 前 面 的 BNB20_new() 函数 直接 求解 .用 户 需要 首先 设 定 上 下 限 
zm 和 zm 分别 为 零 向 量 和 么 向 量 ,然后 再 求 整数 规划 就 能 得 出 原 问 题 的 解 。 
例 6-50 试用 BNB20_new() 函数 求解 例 6-49 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 。 
解 由 给 出 的 问题 ,可 以 用 匿名 函数 描述 目标 函数 ,然后 分 别 设 定 zm 和 zM 为 零 向 量 和 么 向 量 , 这 样 
可 以 给 出 如 下 的 语句 求解 0-1 整数 规划 问题 ,得 出 z= 二 [1,0,1]7, 结果 和 前 面 得 出 的 完全 一 致 


事实 上 ,分 析 给 定 的 约束 条 件 ,可 以 发 现 后 两 个 约束 条 件 是 完 余 的 ,可 以 取消 。 
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例 6-51 试 求解 下 面 的 0-1 混合 规划 问题 四。 


min 5%1 + 6y2 + 8ys 十 10z1 一 7za 一 18ln(zo 十 1) 一 19.2im(zl 一 z2? 十 1]) 十 10 
0.8In(22+1)+0.96In(z1—z2+1)—0.8zs>0 
In(z2+1)+1.2In(z1—22+1)—z3—2ys>—2 
72 一 IIS0 
PY st.1 za 一 201<0 
ZI1 一 ?2 一 2y2<0 
Yt+y2<1 
OSz<[2,2,1] ,yet{0,1} 


解 由 于 本 问题 含有 非 线性 约束 和 非 线 性 目标 函数 ,所 以 用 bintprog() 函数 无 能 为 力 ,需要 调用 一 
般 非 线性 混合 整数 规划 求解 函数 求解 。 和 以 前 介绍 的 内 容 类 似 ,这 里 给 出 的 是 了 ,8 两 个 决策 向 量 的 
问题 求解 ,而 MATLAB 现 有 的 函数 只 能 求解 单个 决策 变量 向 量 的 问题 ,所 以 需要 引入 一 组 新 的 决策 
变量 向 量 z, 其 前 三 个 是 原来 的 了 ,后 三 个 为 z4 二 Y1,T5 二 如 ,Te = 加, 这样, 原 最 优化 问题 可 以 手工 
改写 成 

min 5724 十 6z5 十 8z6 十 10z1 一 7za 一 18ln(zo + 1)— 19.2In(z1— 7z2+1)+10 


一 0.8ln(zaz+1) 一 0.96ln(zi 一 zz 二 1)+0.8zas<0 
一 In(za+1) 一 1.2ln(zi 一 zz 十 1)+zs 二 2ze 一 2<0 
2 一 TIS0 

Tst.y 72 一 274 和 0 
Z1 一 72 一 2z5 和 0 
T4 十 25 委 1 
0<z 和 [22441417 


可 以 将 非 线性 约束 用 下 面 的 MATLAB 函数 表示 出 来 


这 样 可 以 由 结构 体 描述 本 例 给 出 的 混合 0-1 规 划 问 题 ,然后 调用 求解 程序 , 可 以 直接 得 出 原始 
问题 的 最 优 解 为 z = [1.301,0,1,0,1,0]T, 相 应 的 最 优 目标 函数 为 6.098。 文 献 [7] 给 出 的 推荐 解 有 误 ， 
为 z= 二 [1.301,0,1,1,0,1]T, 该 解 对 应 的 目标 函数 为 13.0098, 显然 有 误 。 


6.4.5 指派 问题 的 求解 


指派 问题 (assignment problem) 是 一 类 特殊 的 0-1 线 性 规划 问题 ,在 现实 生活 中 , 如果 有 
个 任务 ,又 恰巧 需要 nr 个 人 去 完成 , 而 这 nr 个 人 由 于 专业 领域 或 完成 每 个 任务 的 效率 是 不 一 致 
的 ,如 何 根据 每 个 人 的 专长 分 派 任务 ,使 得 总 的 效率 最 高 (或 代价 最 小 ), 这 是 指派 问题 所 需 研究 
的 问题 .更 严格 地 ,应 该 给 出 三 条 假设 向: @ 任务 的 件数 与 承担 任务 的 人 数 相 等 ;@ 每 个 人 只 能 
承担 一 个 任务 ;@ 每 个 任务 只 能 由 一 个 人 承担 。 

假设 第 i 个 工人 完成 第 ;个 工作 的 代价 为 cij, 且 均 为 已 知 量 , 而 确定 nn 项 任务 分 派 的 目标 是 
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代价 最 小 , 则 可 以 将 指派 问题 的 数学 形式 表示 成 


i 
Wi (6-4.2) 
加 
TD z=,i=1,2,… n 
j=1 


天 st rj=1,2, 
二 


Zz 为 0 或 1i=1,2,… ,nn,j=1,2,… n 
可 见 ,指派 问题 是 运输 问题 的 一 个 特例 ,其 中 ,m = n,si; = 1,d; = 1, 且 决策 变量 为 0 或 1。 
可 以 编写 MATLAB 函数 assignment_prog() 来 直接 求解 指派 问题 , 若 已 知 代价 矩阵 C， 


共计 用 格式 ERRRENEESSIEGSGEEEGEXGD 


了 
8 9 6 0 6 

7 17 12 14 9 |, 试 求解 指派 问题 。 
15 14 6 6 10 

妆 WT D9 


解 先 输入 代价 算 阵 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 指派 问题 


例 6-52 已 知 代价 矩阵 为 C = 


这 样 可 以 得 出 指派 问题 的 解 如 下 0 

10000 
X=|01000|, f=32 

0 0 0 工作 

020 1 0 0 


其 物理 解释 为 ,将 第 一 个 任务 指派 给 第 五 个 工人 , 第 二 个 任务 指派 给 第 一 个 工人 , 以 此 类 推 ,这 
样 总 的 代价 最 小 ,为 f = 32。 


6.5 ”线性 矩阵 不 等 式 问题 求解 


线性 矩阵 不 等 式 (linear matrix inequalities,LMI) 的 理论 与 应 用 是 近 20 年 来 在 控制 界 受 
到 较 广 泛 关注 的 问题 图。 线性 矩阵 不 等 式 的 概念 及 其 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 是 由 Wilems 提 
出 的 Bol, 该 方法 的 提出 可 以 将 很 多 控制 中 的 问题 变换 成 线性 规划 问题 的 求解, 而 线性 规划 问题 
的 求解 是 很 成 熟 的 ,所 以 由 线性 矩阵 不 等 式 来 求解 控制 问题 是 很 有 意义 的 。 

本 节 将 首先 给 出 线性 矩阵 不 等 式 的 基本 概念 和 常见 形式 , 介绍 必要 的 变换 方法 ,然后 介绍 
基于 MATLAB 中 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 和 免费 工具 箱 YALMIP 的 线性 矩阵 不 等 式 求解 方法 。 
6.5.1 线性 矩阵 不 等 式 的 一 般 描述 


线性 和 矩阵 不 等 式 的 一 般 描述 为 
F(z)=Fot+zF+:..+rmFn<0 (6-5-1) 
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式 中 ,z = [zi,…… ,zm]7 为 多 项 式 系数 向 量 , 又 称 为 决策 向 量 。 丽 为 实 对 称 矩 阵 或 复 Hermite 延 
阵 。 整 个 矩阵 不 等 式 小 于 零 表 示 正 (z) 为 负 定 年 阵 , 该 不 等 式 的 解 z 是 凸 集 , 亦 即 


Flazit+(l—a)z2]=aF(z)+(1—a)F(z2)<0 (6-5-2) 


其 中 ,a > 0, 1 一 a > 0。 该 解 又 称 为 可 行 解 .这 样 的 线性 矩阵 不 等 式 可 以 作为 最 优化 问题 的 约束 
条 件 。 假 设 有 两 个 线性 矩阵 不 等 式 丙 (z) < 0 和 丽 (z) < 0, 则 可 以 如 下 构造 出 一 个 单一 的 线性 

矩阵 不 等 式 F(z) 0 
| 0 | Sy 
这 样 两 个 线性 矩阵 不 等 式 可 以 写成 一 个 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 。 类 似 地 , 多 个 线性 矩阵 不 

等 式 玉 (z) < 0,i==1,2,… ,大 也 可 以 合并 成 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 严 (z) < 0, 其 中 
F(z) 
Fa(z) 

F(z) = 9 <0 (6-5-4) 


F(z) 


(6-5-3) 


6.5.2 Lyapunov 不等式 


为 演示 一 般 控制 问题 和 线性 矩阵 不 等 式 之 间 的 关系 , 首先 考虑 Lyapunov 稳定 性 判定 问题 。 
对 线性 系统 来 说 , 若 对 给 定 的 正定 矩阵 @,Lyapunov 方 程 


ATX+XA=-Q (6-5-5) 

存在 正定 的 解 苹 , 则 该 系统 是 稳定 的 上述 问题 很 自然 地 可 以 表示 成 对 下 面 的 Lyapunov 不 等 

式 的 求解 问题 ATX+XA<O (6-5-6) 
由 于 关 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 用 n(n 十 D)/2 个 元 素 构成 的 向 量 z 即 可 以 描述 该 矩阵 


De = = a = hy (6-5-7) 


该 规律 可 以 写成 zon_j42)G-_1/24i 二 X97 三 1,2,… ,mi 二 有 六 j 十 1,… ,ns 则 给 出 z 的 
下 标 即 可 以 求 出 i,j 的 值 .根据 这 样 的 思路 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 ,该 函数 可 以 将 
Lyapunov 方 程 转换 为 线性 矩阵 不 等 式 


该 函数 人 允许 两 种 调用 格式 。 若 已 知 4 矩阵 , 由 三 玩 事 27 习 , 则 返回 的 下 是 三 维 数组 ， 
其 第 ; 层 , 即 严 (: ,: ,i 为 所 需 的 为 矩阵 。 若 只 想 得 出 mx 的 入 矩阵 转换 出 的 线性 矩阵 不 等 
式 , 则 [REED ,这 时 得 出 的 太 仍 为 上 述 定义 的 三 维 数组 .在 程序 中 , 若 使 zi = 1, 而 其 
他 的 z; 的 值 都 为 0, 则 可 以 求 出 为 矩阵 。 
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例 6-53 若 A= 


3 部 泡 
4 5 Yatsen tn A 
[ 


得 出 相应 的 线性 矩阵 不 等 式 。 
解 输入 4 和 矩阵 ,再 给 出 求解 语句 

>> A=[1,2,3; 4,5,6; 7,8,0]; F=lyap2lmi(A) % 对 给 定 撼 阵 生 成 线性 短 阵 不 等 式 
则 可 以 得 出 丽 答 阵 分 别 为 


223 866 1481 0 4 0 0 7 4 QD 
v1|2 0 0|+z2|6 4 3|+zs| 8 0 2|+z4|4 10 6|+zs|7 16 51+zrel008|<0 
300 630 和 和 泌 定 0 60 4 5 12 780 


车 研究 一 般 3 x 3 算 阵 , 则 可 以 给 出 如 下 命令 
>> F=lyap21mi(3) % 若 只 给 出 维 数 , 则 对 任意 矩阵 生成 线性 矩阵 不 等 式 


这 时 得 出 的 线性 矩阵 不 等 式 为 

2all al2 a13 2a21 a22+all a23 2a31 Qa32 Qa33+all 
al2 0 0 | 未 融 十 Z3 Q32 0 Qa12 
as 0 0 a3s3 十 al1 al2 2a13 


a22 十 Q11 ”2al2 ”al3 
Q23 a13 0 


T1 


0 a 0 0 Qa31 Qa21 0 0 aal 
十 Z4 | a21 2a22 a23 | 十 zZ5 | aal 2aa2 as3+az2 |+ze|0 0 as:|<0 
0 aa 0 Qo1 as 十 aa2? 2a23 a31 Q32 2a33 
某 些 非 线性 的 不 等 式 也 可 以 通过 变换 转换 成 线性 矩阵 不 等 式 . 其 中 , 分 块 矩 阵 不 等 式 的 
Schur 补 性 质 上 是 进行 这 样 变换 的 常用 方法 。 该 性 质 的 内 容 是 : 若 某 个 仿 射 函数 矩阵 玉 (z) 可 
以 分 块 表示 成 


| (6-5-8) 


其 中 , Fl1(z) 是 方 阵 ， 则 下 面 三 个 矩阵 不 等 式 是 等 价 的 


F(z)<0 (6-5-9) 
F(z) < 0, Fa2(z) — Fai(z)Fiil(z)Fi2(z) <0 (6-5-10) 
瓦 z(z) < 0, Fii(z) — F(x) Fs (7r)Fa(z) < 0 (6-5-11) 
例如 ,对 一 般 代数 Riccati 方 程 稍 加 变换 , 则 可 以 得 出 Riccati 不 等 式 
ATX+XA+(XB-OC)R‘'(XB-CT™)T<O (6-5-12) 


式 中 , 尽 = RT > 0。 显 然 ,该 不 等 式 因为 含有 二 次 项 ,所 以 它 本 身 不 是 线性 矩阵 不 等 式 。 由 Schur 
补 性 质 可 以 看 出 , 原 非 线 性 不 等 式 可 以 等 价 地 变换 成 


Do 
pe nd i <0 (6-5-13) 


6.5.3 线性 矩阵 不 等 式 问题 分 类 
线性 矩阵 不 等 式 问题 通常 可 以 分 为 三 类 问题 :可 行 解 问题 ` 线 性 目标 函数 最 优化 问题 与 广 
义 特 征 值 最 优化 问题 : 
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(1) 可 行 解 问题 .所 谓 可 行 解 问题 就 是 最 优化 问题 中 的 约束 条 件 求解 问题 
F(z)<0 (6-5-14) 


得 出 满足 该 不 等 式 一 个 解 的 问题 .求解 线性 矩阵 不 等 式 可 行 解 等 价 于 求解 五 (x) < ol, 其 中 ,o 
是 能 够 用 数值 方法 找到 的 最 小 值 。 如 果 找 到 的 e < 0, 则 得 出 的 解 是 原 问 题 的 可 行 解 , 否则 会 提 
示 无 法 找到 可 行 解 。 
(2) 线性 目标 函数 最 优化 问题 .考虑 下 面 的 最 优化 问题 
min cz (6-5-15) 
wst.F(r)<O0 

由 于 约束 条 件 是 由 线性 矩阵 不 等 式 表 示 的 , 而 目标 函数 也 可 以 由 决策 变量 z 构 造 的 线性 矩 
阵 表示 ,所 以 这 样 的 问题 就 是 普通 的 线性 规划 求解 问题 。 
(3) 广义 特征 值 最 优化 问题 .广义 特征 值 问题 是 线性 矩阵 不 等 式 理论 的 一 类 最 一 般 的 
问题 .回顾 第 3 章 介 绍 的 广义 特征 值 问题 , Ax = 和 Bz, 由 该 式 演化 可 以 得 到 更 一 般 的 不 等 式 
4(z) < AB(z), 可 将 和 看 作 和 矩阵 的 广义 特征 值 ,从 而 归纳 出 下 面 的 最 优化 问题 


min 入 (6-5-16) 


A(z)<AB(m) 
Mr st.4 B(z)>0 


Cl(z)<0 


另外 还 可 以 有 其 他 约束 , 归 类 成 C(z) < 0。 在 这 样 约束 条 件 求 取 最 小 的 广义 特征 值 的 问题 
可 以 由 一 类 特殊 的 线性 矩阵 不 等 式 来 表示 。 事 实 上 , 若 将 这 几 个 约束 归并 成 单一 的 线性 矩阵 不 
等 式 , 则 这 样 的 最 优化 问题 和 线性 目标 函数 最 优化 问题 是 同样 的 问题 。 
6.5.4 线性 矩阵 不 等 式 问题 的 MATLAB 求 解 


早期 的 MATLAB 中 提供 了 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 , 可 以 直接 求解 相应 的 问题 ,新 版 本 的 
MATLAB 中 将 该 工具 箱 并 入 了 和 鲁 棒 控制 工具 箱 , 调用 该 工具 箱 中 的 函数 可 以 求解 线性 矩阵 不 
等 式 的 各 种 问题 描述 线性 矩阵 不 等 式 的 方法 是 较 烦琐 的 ,用 鲁 棒 控 制 工具 箱 中 相应 的 函数 描 
述 这 样 的 问题 也 是 比较 烦琐 的 。 这 里 将 介绍 相关 MATLAB 语句 的 调用 方法 ,并 将 给 出 例子 演示 
相关 函数 的 使 用 方法 。 

描述 线性 矩阵 不 等 式 应 该 有 几 个 步骤 : 

(1) 创建 LMI 模 型 。 若 想 描述 一 个 含有 若干 的 LMI 的 整体 线性 矩阵 不 等 式 问题 , 需要 首先 
调用 BetImis《 加 函数 来 建立 LMI 框 架 , 这 样 将 建立 一 个 LMI 模 型 框架 。 

(2) 定义 需要 求解 的 变量 .未 知 和 矩阵 变量 可 以 由 lmivar() 函数 声明 ,该 函数 的 调用 格式 
为 四 mivar keys[71,702])], 其 中 ,key 是 未 知 矩 阵 类 型 的 标记 , 若 key 的 值 为 2, 则 变量 书 表 
示 为 ma xnz 的 一 般 和 矩阵 .车 key 为 1, 则 忆 和 矩阵 为 nixni 的 对 称 矩 阵 。 若 key 为 1, 且 mai 和 ms 为 
向 量 , 则 卫 为 块 对 角 对 称 和 矩阵 , 若 key 值 取 3, 则 表示 也 为 特殊 类 型 的 矩阵 。 

(3) 描述 分 块 形式 给 出 线性 矩阵 不 等 式 .声明 了 需求 解 的 变量 名 后 ,可 以 由 lmiterm() 函 
数 来 描述 各 个 LMI 式 子 ,该 函数 的 调用 格式 为 各 iterm([ksi,7，Pls，As 忆 ,flag), 其 中 ,为 
LMI 编 号 , 一 个 线性 矩阵 不 等 式 问题 可 以 由 若干 个 LMI 构 成 ,用 这 样 的 方法 可 以 分 别 描述 
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各 个 LMI。 取 负 值 时 表示 不 等 号 < 右 侧 的 项 ,一 个 LMI 子 项 可 以 由 多 个 lmiterm() 函数 来 
描述 , 若 第 上 个 LMI 是 以 分 块 形式 给 出 的 , 则 i,j 表 示 该 分 块 所 在 的 行 号 和 列 号 , 忆 为 已 经 
lmivar() 函数 声明 过 的 变量 名 。A, BB 矩阵 表示 该 项 中 变量 呈 左 乘 和 右 乘 的 矩阵 , 即 该 项 仿 


有 APB。A 和 BB 设 置 成 1 和 一 1 则 分 别 表示 单位 矩阵 I 或 负 单 位 阵 一 了 ,车 f1lag 选择 为 's', 则 
该 项 表示 对 称 项 A4PB + (APB)"。 如 果 该 项 为 常数 矩阵 , 则 可 以 将 相应 的 忆 设 置 为 0, 同 时 略 
去 妃 矩 阵 。 

(4) 完成 LMI 模 型 描述 .由 lmiterm() 函数 定义 所 有 的 LMI 后 ,就 可 以 用 getlmis() 函数 
来 确定 LMI 问 题 的 描述 ,该 函数 的 调用 格式 为 GB 于. 

(5) 求解 LMI 问 题 ,定义 G 模 型 后 ,就 可 以 根据 问题 的 类 型 调用 相应 函数 直接 求解 


得 出 的 解 z 是 向 量 , 可 以 调用 dec2mat() 函数 将 解 矩阵 提取 出 来 .控制 选项 options 是 由 
五 个 值 构成 的 向 量 ,其 第 一 个 量 表示 要 求 的 求解 精度 ,通常 可 以 取 为 105 或 其 他 数值 。 


例 6-54 考虑 Riccati 不 等 式 4TX 十 大 4 十 环 妃 及 -1BTX 十 Q < 0, 其 中 


ce = 二 , 溉 = 要 二 < 当 
人 
; 一 和 一直 = 要 = ~ 迷 


试 求 出 该 不 等 式 的 一 个 正定 可 行 解 环 。 
解 该 不 等 式 显然 不 是 线性 矩阵 不 等 式 , 类 似 前 面 介 绍 的 Riccati 不 等 式 ,可 以 引用 Schur 补 性 质 对 其 
进行 变换 ,得 出 分 块 的 LMI 表 示 为 


考虑 到 需要 求 出 原 不 等 式 的 正定 解 牙 , 故 除了 上 面 变 换 后 的 Riccati 不 等 式 外 还 需要 满足 
下 > 0。 可 以 将 Riccati 不 等 式 设置 成 不 等 式 1, 正定 不 等 式 设置 成 不 等 式 2, 这 样 使 用 lmiterm() 函 
数 时 ,只 需 将 上 设置 成 1 和 2 即 可 。 另 外 ,根据 入 和 了 殖 天 阵 的 维 数 ,可 以 假定 不 为 3X 3 对称 矩阵 。 这 
样 就 可 以 用 下 面 几 个 语句 建立 并 求解 可 行 解 问题 。 因 为 第 二 不 等 式 为 四 > 0, 所 以 序号 采用 一 2。 
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这 样 可 以 得 出 tmin 一 一 0.3962, 原 问题 的 可 行 解 为 
1.0329 0.4647 一 0.23583 
于 = | 0.4647 0.77896 ”一 0.050684 
一 0.23583 ”一 0.050684 1.4336 


值得 指出 的 是 ,可 能 是 由 于 该 工具 箱 本 身 的 问题 ,如 果 在 描述 LMI 时 给 出 了 对 称 项 , 如 lmiterm 
([1,2,1, 尖 ] ,B' ,1), 则 该 函数 将 得 出 错误 的 结果 。 所 以 在 求解 线性 矩阵 不 等 式 问题 时 一 定 不 能 再 
给 出 对 称 项 。 
6.5.5 基于 YALMIP 工 具 箱 的 最 优化 求解 方法 


Johan Lifberg 博 士 开发 了 一 个 基于 符号 运算 工具 箱 编写 的 模型 优化 工具 箱 YALMIP (yet 
another LMI package) [3, 该 工具 箱 提供 的 线性 矩阵 不 等 式 求解 方法 和 和 鲁 棱 控制 工具 箱 中 的 
LMI 函 数 相 比 要 直观 得 多 .这 里 还 介绍 了 其 他 相关 的 最 优化 问题 求解 方法 中 。 

YALMIP 工具 箱 提供 了 简单 的 决策 变量 表示 方法 , 可 以 调用 sdpvar() 函数 来 表示 , 该 函数 
的 调用 方法 为 


这 样 定义 的 窍 阵 还 可 以 进一步 利用 , 例如 , 这 样 定义 的 向 量 还 可 以 和 hankel() 联合 使 用 ， 
构造 出 Hankel 和 矩阵 。 类 似 地 , 由 intvar() 和 binvar() 函数 还 可 以 定义 整 型 变量 和 二 进 制 变 
量 ,从 而 求解 整数 规划 和 0-1 规 划 问 题 。 

由 该 工具 箱 针 对 sdpvar 型 变量 定义 的 set() 函数 还 可 以 描述 矩阵 不 等 式 . 如 果 有 若干 个 
这 样 的 矩阵 不 等 式 , 可 以 用 + 号 将 联 立 的 若干 个 不 等 式 “ 加 ”起 来 。 

当然 使 用 类 似 的 方法 还 可 以 定义 目标 函数 , 描述 了 矩阵 不 等 式 约束 后 就 可 以 分 别 如 下 调 
solvesdp() 函数 直接 求解 各 类 问题 


其 中 , 巴 为 LMI 表 示 。 求 解 结束 后 ,可 以 由 ERSGGIERCR 语 句 提取 得 出 的 解 乞 阵 。 
例 6-55 利用 YALMIP 工具 箱 , 例 6-54 中 的 问题 可 以 由 下 面 语句 更 简洁 地 求解 相应 的 和 矩 阵 不 等 式 问 
题 ,这 里 的 结果 和 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 


例 6-56 试用 YALMIP 工具 箱 求解 例 6-30 中 给 出 的 线性 规划 问题 。 
解 为 方便 起 见 ,将 该 问题 重新 表述 如 下 
min 一 271 一 T2 — 473— 374— ZI5 
| 2z2 十 zs 十 4za 十 2r5 委 54 
人 s.t. 


3zi 十 47a 十 57s 一 Ta 一 7Z5 入 62 
ZT1,T2>0,73>3.32,74>0.678,75>2.57 
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显然 ,是 一 个 5 x 1 列 向 量 ,这 样 可 以 由 下 面 语句 求解 原 问 题 


由 该 函数 可 以 立即 得 出 问题 的 解 = [19.785,0,3.32, 11.385,2.57]T, 与 前 面 得 出 的 完全 一 致 
如 果 将 决策 变量 设置 为 整数 ,可 以 用 intvar() 定义 ,并 用 下 面 语句 求解 整数 规划 


其 解 为 z= 二 [19,0,4,10,5]T, 与 例 6-41 中 得 出 的 完全 一 致 。 


例 6-57 对 线性 系统 (A, B,C, 听 ) 来 说 ,其 Ho 范 数 可 以 由 控制 系统 工具 箱 中 的 norm() 函数 直接 求 


解 。 采 用 LMI 方 法 也 可 以 求解 系统 的 Noo 范 数 ,其 数学 描述 为 
min 7 (6-5-17) 


ATP+PA PB Et 
A | Br 误 | <0 
0 9 ls 本 


| | =[0,0,4,0, D=0 
-a = = < 


解 通过 下 面 的 语句 ,可 以 利用 YALMIP 工 具 箱 描述 Zw 范 数 问题 ,从 而 得 出 其 值 为 0.4640, 该 结果 
和 norm() 函数 的 结果 完全 一 致 


P>0 
te 
—4 一 3 
= | = 0 


6.6 多 目标 优化 问题 求解 


前 面 所 有 的 最 优化 问题 都 假设 目标 函数 f(z) 为 标量 函数 ,所 以 前 面 介绍 的 最 优化 问题 称 
为 单 目标 规划 问题 .对 这 一 假设 进行 突破 ,可 以 将 目标 函数 扩展 为 向 量 函 数 , 这 时 , 最 优化 问题 
将 称 为 多 目标 优化 问题 .本 节 将 简要 介绍 多 目标 最 优化 问题 的 建 模 与 求解 方法 。 

6.6.1 多 目标 优化 模型 
多 目标 最 优化 问题 的 一 般 表 示 为 
J= mn F(z) (6-6-1) 
z st.G(z)<0 

其 中 , F(z) = [f(z), fo(z),…… , 户 (z)] .下 面 将 通过 例子 演示 多 目标 规划 问题 的 建 模 问题 , 揭 
示 多 目标 优化 的 物理 意义 。 
例 6-58 设 某 商 店 有 Ai,As,As 三 种 糖果 ,单价 分 别 为 4, 2.8 和 2.4 元 /kg, 现 在 要 筹办 一 次 茶话会 ,要 
求 买 糖果 的 钱 不 超过 20 元 ,糖果 总 量 不 得 少 于 6kg,Al 和 As 两 种 糖果 总 量 不 得 少 于 3kg, 应 该 如 何 
确定 最 好 的 买 糖 方案 ?( 问 题 来 源 :文献 L4) 
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解 首先 应 该 决定 目标 函数 如 何 选择 的 问题 。 在 本 例 中 ,好 的 方案 意味 着 少 花 钱 多 办 事 ,这 应 该 对 应 
于 两 个 目标 函数 ,一 个 是 花 钱 最 少 , 另 一 个 是 买 糖果 的 总 量 最 重 。 其 余 的 条 件 可 以 认为 是 约束 条 件 。 
当然 ,这 两 个 目标 函数 多 少 有 些 矛盾 。 下 面 考虑 如 何 将 这 样 的 问题 用 数学 表示 。 
假设 Al,Ao,As 三 种 糖果 的 购买 量 分 别 为 Z1,22 和 zakg, 这 时 两 个 目标 函数 分 别 为 
花 钱 : 户 (z) = 4zl 十 2.8zo 十 2.473 一 min， 糖 果 总 量 : f(T) = zl 十 ze 十 Za 一 max 
如 果 统一 用 最 小 值 的 方式 表示 , 则 有 约束 的 多 目标 优化 问题 可 以 表示 成 
| 


un 一 (zl1 十 zz 十 Z3) 


4z1+2.872+2.473<20 
zl 十 Ta 十 Ts>6 
3 
ee ZT1+72>3 
T1727T320 


模型 建立 起 来 以 后 ,可 以 考虑 采用 后 面 介绍 的 方法 求解 。 
6.6.2 无 约束 多 目标 函数 的 最 小 二 乘 求解 


假设 多 目标 规划 问题 目标 函数 请 (z) = [ 户 (z), 户 (z),…… ,入 (z)] , 则 可 以 按照 下 面 的 方 


式 将 其 转换 成 单 目标 问题 f(g) + 2(z) + .+ (2) a 


PP s.t.zm 和 zz 和 mM 


这 样 ,就 可 以 用 以 前 介绍 的 方法 直接 求解 该 问题 了 .MATLAB 还 提供 了 lsqnonlin() 函数 
直接 求解 这 类 问题 ,该 函数 的 调用 格式 为 EARLEEEIEIGGEECGEE GE 
其 中 ,F 为 给 目标 函数 写 的 M 函数 或 匿名 函数 ,该 函数 为 向 量 函数 .zo 为 初始 搜索 点 .最 优化 运 
算 完成 后 ,结果 将 在 变量 z 中 返回 ,最 优化 的 目标 函数 向 量 将 在 fopt 变量 中 返回 ,其 范 数 由 mi 返 
回 . 和 其 他 优化 函数 一 样 ,选项 0PT 有 时 是 很 重要 的 。 

例 6-59 试 求解 下 面 无 约束 非 线 性 多 目标 规划 问题 的 最 小 二 乘 解 
| 十 272 十 373) sin(Z1 十 Ta)e- 呈 23 十 到 | 


@- 2-473 cos(4z1 十 Zo) 
a .四 
5 


解 写 出 向 量 型 的 目标 函数 , 则 可 以 调用 下 面 语句 直接 求解 原 问题 ,得 出 z=[2.9998, 3.1415, 0]。 


事实 上 ,如 果 采 用 前 面 介绍 的 fmincon() 函数 , 则 可 以 重新 定义 目标 函数 , 调用 该 函数 求解 可 以 
直接 得 出 所 需 结果 2 = [3, 3.1416, 0]。 值 得 指出 的 是 ,用 后 者 可 以 求 取 含有 约束 的 多 目标 规划 最 小 二 
来 问题 ,当然 ,有 约束 问题 也 可 以 利用 单 目 标 问题 直接 求解 。 
>> G=@(x)f(x)'*f(x); x=-fmincon(G,x0,[],[, 口 ,[,xm,xM) % 等 效 的 求解 方法 | 


6.6.3 多 目标 问题 转换 为 单 目标 问题 求解 


前 面 各 节 已 经 很 全 面 地 介绍 了 单 目标 问题 的 数值 求解 方法 ,事实 上 , 多 目标 问题 可 以 按照 
某 种 方法 转换 成 特定 的 单 目标 问题 ,例如 对 多 目标 函数 进行 加 权 或 最 小 二 乘 处 理 等 。 本 小 节 侧 
重 介绍 这 类 方法 。 
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(1) 线性 加 权 变换 及 求解 -显然 ,前 面 介绍 的 单 目标 优化 算法 不 能 直接 用 于 求解 上 述 多 目 
标 优化 问题 ,在 求解 之 前 ,需要 引入 某 种 方法 将 其 变换 成 单 目标 优化 问题 ,最 简单 的 变换 方法 是 
根据 对 两 个 指标 的 侧重 情况 引入 加 权 , 使 得 目标 函数 改写 成 标量 形式 


f(z) = wifi(z) + wafo(z) + + wpfp(T) (6-6-3) 


其 中 ,wi 十 wz 十 … 十 wp = 二 1; 且 0 < wiytw2,… ,wp 1。 


例 6-60 试 在 不 同 的 加 权 系 数 下 , 求 出 例 6-58 中 问题 的 解 。 
解 原 问题 可 以 重新 修改 成 下 面 的 线性 规划 系数 
min (wi[4, 2.8,2.4] — wll, 1, 1])z 


4r1+2.872+2.4r3a<20 

-P3122=23<—6 
i = 

T1727320 


这 样 ,不 同 加 权 系 数 下 的 最 优 购买 方案 可 以 由 下 面 循 环 结构 得 出 , 如 表 6-5 所 示 。 可 见 ,由 于 加 权 
系数 选择 不 同 ,得 出 的 最 优 解 也 是 不 同 的 。 另 外 ,zl 三 0, 这 是 因为 ,对 zl 本身 没 有 约束 ,所 以 其 值 当 
然 是 越 小 越 好 了 。 


表 6-5 不 同 加 权 系数 下 的 最 优 方案 


WI aa zl za Za 总 花费 ”糖果 总 量 上 wi wa zi zo zs 总 花费 糖果 总 量 


0 1 0 3 4.8333 20 7.8333 06 04 0 3 3 15.6 6 
a WW VT 3 4.8333 20 7.8333 07 03 0 3 3 15.6 6 
02 08 0 3 4.8333 20 7.8333 08 02 0 3 3 15.6 6 
03 07 0 3 3 15.6 6 09 01 0 3 3 15.6 6 
04 06 0 3 3 15.6 6 0 0 3 3 15.6 6 

0 3 | 


(2) 线性 规划 问题 的 最 佳 妥 协 解 .考虑 一 类 特殊 的 线性 规划 问题 


J= max Cr (6-6-4) 
Az<B 
zs.t. Acqz=Beq 
TmETESTM 


和 传统 线性 规划 问题 不 同 , 目标 函数 的 C 不 是 一 个 向 量 , 而 是 一 个 矩阵 。 每 一 个 目标 函数 
Ji(z) = ciz,i = 1,2,… ,p, 可 以 理解 成 第 i 方 的 利益 分 配 , 所 以 这 样 的 最 优化 问题 可 以 认为 是 
各 方 利益 的 最 大 分 配 。 当 然 ,在 约束 条 件 的 限制 和 相互 制约 下 ,不 可 能 每 一 方 的 利益 均 能 真正 地 
最 大 化 ,这 就 需要 各 方 作出 适当 的 妥协 ,得 出 唯一 的 最 佳 妥协 解 .最 佳 妥 协 解 的 求解 步 又 如 下 : 

@ 单 独 求解 每 个 单 目标 函数 的 最 优化 问题 ,得 出 最 优 解 fk, k= 1,2,:… ,p。 
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@ 通 过 规范 化 构造 单独 的 目标 函数 
f(z) Foe oe oe (6-6-5) 
@ 最 佳 妥协 解 可 以 变换 成 下 面 的 单 目 标 线性 规划 问题 直接 求解 
J= min (em) (6-6-6) 
Azr<B 
zst. 1 Acqz=Beq 
| TmSTESTM 


根据 上 述 算法 , 可 以 编写 出 一 个 最 佳 妥 协 解 的 求解 程序 。 注 意 , 该 函数 求解 的 是 最 大 值 问题 
的 妥协 解 。 


例 6-61 试 求 出 例 6-58 中 问题 的 最 佳 妥 协 解 。 
解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 最 佳 妥协 解 为 z = [0,3,4.8333]T, 总 花费 20 元 ,购买 糖果 的 总 量 为 
7.8333kg。 


例 6-62 试 求 出 下 面 多 目标 线性 规划 问题 的 最 佳 妥协 解 
3zl 十 Z2 十 674 
10zo 十 774 
| 271 十 To 十 8za | 


2zi 十 472 十 za 和 110 TZ1 十 To2 十 3r3 十 274 


jst 5zs+3za>180 
一 ] zi+2zz+6zs 二 5za<250 


T17273,T420 
解 由 给 出 的 多 目标 线性 规划 问题 ,可 以 容易 地 写 出 C 答 阵 ,并 写 出 其 他 的 约束 条 件 , 这样 调 用 前 面 
编写 的 linprog_c() 函数 可 以 直接 求 得 最 佳 妥协 解 为 二 [0,26.087, 32.6087, 5.6522]T ,各 方 妥协 的 
目标 函数 为 [60, 300.4348, 286.9565, 135.2174]T。 


(3) 线性 规划 问题 的 最 小 二 乘 解 .考虑 下 面 多 目标 线性 规划 问题 的 最 小 二 乘 表示 
min : llCz 一 dl (6-6-7) 


Ar<B 
Tst. 4 Acqr=Beq 


TmSTESTM 


最 小 于 可 以 EECSGRER ES 本 二 失 和 
因为 原 问题 为 凸 优化 问题 , 初 值 的 ro 的 选择 不 是 很 重要 ,可 以 忽略 。 
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例 6-63 考虑 例 6-62 中 给 出 的 多 目标 线性 规划 问题 , 试 求 其 最 小 二 乘 解 。 

解 由 给 出 的 多 目标 线性 规划 问题 ,可 以 容易 地 写 出 C 纶 阵 , 并 写 出 其 他 的 约束 条 件 ,这 样 调 
用 1sqlin() 函数 可 以 直接 求 得 最 小 二 乘 解 为 z 二 [0,0,28.4456,12.5907]T, 各 个 目标 函数 为 
[75.544, 88.1347, 227.5648, 110.5181] 了 。 注 意 ,同样 的 问题 , 由 于 求解 方法 或 目标 函数 选择 不 同 ,得 
出 的 最 优 解 可 能 也 不 同 。 对 本 例 来 说 ,最 优 妥 协 解 显然 不 同 于 最 小 二 乘 解 。 


6.6.4 多 目标 优化 问题 的 Pareto 解 集 


从 前 面 的 分 析 看 , 一般 情况 下 多 目标 优化 问题 的 解 是 不 唯一 的 ,其 解 可 能 随 着 决策 者 的 偏 
好 而 不 同 。 现 在 重新 考虑 原始 多 目标 优化 问题 ,假设 某 一 个 目标 函数 分 量 取 一 系列 离散 点 , 则 原 
来 问题 的 目标 函数 的 个 数 将 减少 1, 这 样 可 能 给 原 问题 的 研究 带 来 新 的 结果 。 下面 将 通过 例子 演 
示 这 样 的 分 析 方 法 。 


例 6-64 采用 上 述 的 离散 点 分 析 方 法 重新 研究 例 6-58 中 的 多 目标 优化 问题 。 
解 对 原始 问题 中 花费 的 钱 数 取 一 系列 离散 点 mi € (15,20), 则 原始 问题 可 以 改写 成 单 目标 的 线性 规 
划 问 题 


min —[1,1,1z 


4z1 十 2.8ra 十 2.47s 一 mi 

一 zi 一 zz 一 zs 和 一 6 
nd 

ZT1,T2,7320 


则 该 问题 的 含义 是 ,车 花费 为 mi, 在 满足 约束 条 件 的 前 提 下 最 多 可 以 买 多 少 糖 果 。 显 然 ,用 这 样 的 方 
法 可 以 得 出 最 多 糖果 量 mi 的 值 。 对 不 同 的 rni 可 以 得 出 不 同 的 mi, 它们 之 间 的 关系 曲线 如 图 6-12 所 
示 , 然而 这 样 得 出 的 曲线 上 的 点 并 非 全 是 原 问 题 的 解 , 因为 没有 考虑 mmni 的 优化 问题 。 


5 


1s 16 17 18 19 20 
图 6-12 多 目标 优化 问题 两 个 目标 函数 的 关系 曲线 


考虑 一 个 双 目 标 函 数 的 问题 , 可 以 首先 得 出 可 行 解 的 离散 点 ,将 这 些 点 先 在 二 维 平面 
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上 显示 出 来 ,如 图 6-13 所 示 。 因 为 原始 问题 是 求 取 两 个 坐标 系 方 和 户 的 最 小 值 , 所 以 可 以 
从 得 出 的 可 行 解 离散 点 提取 出 区 域 左下 角 的 一 条 曲线 , 这 个 曲线 上 的 点 都 是 原 问 题 的 
解 , 称 为 Pareto 解 集 (Pareto set 或 Pareto front) .Yi Cao 在 Gianluca Dorini 贡献 的 Pareto 解 
集 提取 程序 的 基础 上 ,开发 了 改进 的 快速 提取 程序 品 , 主 函 数 paretoset() 的 调用 格式 为 
K=paretoset([ 及 ,及 ,Jfp]) ,其 中 ,有 ,所 ,…，, 户 为 可 行 解 离散 点 构成 的 列 向 量 ,KK 向 量 
为 标志 向 量 , 指示 可 行 解 离散 点 是 否 为 Pareto 解 集中 的 点 。 


户 二 
-3 
= 水 
= 
-8 
9| fi 15 16 17 18 19 20 
图 6-13 Pareto 解 集 示意 图 图 6-14 例 6-58 的 Pareto 解 集 


例 6-65 试 提 取 例 6-58 中 的 Pareto 解 集 。 
解 类 似 于 前 面 介 绍 的 穷 举 方法 ,首先 生成 一 组 Zil,za,za 网 格 数据 ,将 不 满足 约束 条 件 的 点 别 除 掉 ， 
留 下 可 行 解 ,然后 调用 paretoset() 函数 提取 并 绘制 Pareto 解 集 , 如 图 6-14 所 示 。 
>> [x1,x2,x3]=meshgrid(0:0.1:4); % 生 成 所 有 可 能 的 组 合 
ii=find(4*x1+2.8*x2+2.4*x3<=20&x1+x2+Xx3>=6&x1+x2>=3) ; % 寻 找 可 行 解 
Xx1=x1(ii); xx2=x2(ii); xx3=x3(ii); f1=4*xx1+2.8*xx2+2.4*xx3; 以 可 行 解 目标 函数 
f2=- (xx1+xx2+xx3); k=paretoset([f1 f2]); % 求 取 Pareto 解 集 
plot (f1,f2,'x'), hold on; plot(f1l(k) ,f2(k) ,'o') % 绘 制 Pareto 解 集 
6.6.5 极 小 极 大 问题 求解 
多 目标 优化 的 一 类 很 重要 的 问题 是 极 小 极 大 问题 假设 有 某 一 组 p 个 目标 函数 所 (zx)， 
i 二 1,2,… ,p; 它 们 中 的 每 一 个 均 可 以 提取 出 一 个 最 大 值 Wee 而 这 样 得 出 的 一 组 
最 大 值 仍然 是 zx 的 函数 .现在 想 对 这 些 最 大 值 进行 最 小 化 搜索 , 即 


J=min| max Ag (6-6-8) 
zst. G(r)<0 


则 这 类 问题 称 为 极 小 极 大 问题 。 换 句 话 说 , 极 小 极 大 问题 是 在 最 不 利 的 条 件 下 寻找 最 有 利 决策 


方案 的 一 种 方法 。 
考虑 各 类 约束 条 件 , 极 小 极 大 问题 可 以 更 一 般 地 改写 成 
J=minmax fi(z) (6-6-9) 
Azr<B 
Acaz=Beq 
PP st. 4 TnITSLIM 
Clz)<o 


Cea(z)=0 
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MATLAB 最 优化 工具 箱 提供 的 fminimax() 函数 可 以 直接 求解 极 小 极 大 问题 , 其 调 
放生 趟 为 ,Ac 加 一 fninmaFaov AL, 瑟 ,4 BavanvaMtCPOPT,D ma 
该 函数 的 调用 格式 接近 于 前 面 介 绍 的 fmincon() 函数 ,不 同 的 是 , 目标 函数 为 向 量 形式 描 
述 ,当然 ,用 匿名 函数 和 M 函数 均 可 以 表示 新 目标 函数 。 

例 6-66 试 求解 下 面 的 极 小 极 大 问题 


ZY sin To + za 一 3T1T2 COS T1 
—zIe— 72 一 Ze + ZT1T2 COs T1T2 
z3 十 到 一 2zi72 十 Zi 一 Z2 
Pr { 4.3z1+3.8za<4.9 —Z3 — Z3 cos T17T2 
~ ritrag3 
解 上 述 最 优化 问题 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 求解 ,并 选择 随机 数 为 初 值 , 则 可 以 得 出 原 问题 的 解 为 
Zz = [0.5319, 0.6876]。 


min max 


其 实 ,有 了 fminimax() 函数 ,还 可 以 求解 相关 的 变形 问题 ,如 极 小 极 小 问题 


J =min | min fo (6-6-10) 
m st.G(z)<o0 
该 问题 可 以 直接 转换 成 下 面 的 极 小 极 大 问题 
J =min | max Ag] (6-6-11) 
P st. G(r)<0 


6.6.6 目标 规划 问题 求解 


在 实际 最 优化 问题 的 求解 过 程 中 , 有 的 时 候 会 发 现 找 不 到 可 行 解 ,这 就 需要 放松 约束 条 件 ， 
比如 , 不等式 约束 条 件 Ax < BB 可 以 改写 成 4z < B 十 d- 一 dt+, 而 实际 求解 过 程 中 ,将 偏差 对 
(qd-,d+) 引入 目标 函数 ,使 得 偏差 最 小 。 相 应 地 ,目标 函数 也 应 该 给 出 某 一 满意 指标 ,例如 , 若 目 
标 函数 为 运费 , 则 规划 者 应 该 有 一 个 能 承受 的 范围 ,这 样 , 目标 规划 问题 事实 上 转换 为 在 运费 能 
接受 的 前 提 下 尽量 减 小 偏差 ,使 得 严格 的 不 等 式 约束 尽 可 能 小 地 被 突破 .这 时 ,相应 的 最 优化 问 
题 称 为 目标 规划 问题 。 

MATLAB 的 最 优化 工具 箱 提供 了 目标 规划 问题 的 求解 函数 fgoalattain(), 可 以 直接 求 


解 下 述 目标 规划 的 标准 型 问题 mr (6-6-12) 
Ca)-am<o 

Az<B 

ea 一 已 ca 

c(z)<0 

cea(=)=0 

TmSTETM 


其 中 ,下 (=) 为 原始 的 多 目标 向 量 ,ap 为 各 个 目标 函数 的 加 权 系 数 ,g 为 用 户 人 为 引入 的 目标 。 该 
函数 的 调用 格式 为 


Ts 
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例 6-67 试用 目标 规划 方法 求解 例 6-58 中 给 出 的 问题 。 

解 显然 ,两 个 目标 函数 可 以 接受 的 目标 分 别 是 20 和 6 (更 确切 地 说 是 一 6, 因 为 需要 将 最 大 化 问题 变 
换 成 最 小 化 问题 )。 除 此 之 外 ,还 需要 人 为 地 选择 权重 ,例如 若 更 看 重 “ 少 花 钱 ?这 一 指标 , 则 可 以 将 
其 权重 设置 为 80%, 而 将 另 一 个 指标 的 权重 设置 成 20%, 这 样 就 可 以 调用 下 面 的 语句 直接 求解 原 问 
题 ,得 出 z= [0,3,3.6875]T, 且 f(z) = [17.25, 一 6.6875]T 


6.7 动态 规划 及 其 在 路 径 规 划 中 的 应 用 


前 面 介绍 的 最 优化 问题 均 属于 静态 最 优化 问题 ,因为 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 事先 固定 好 
的 。 在 实际 的 科学 研究 中 , 有 时 会 遇 到 另外 一 类 问题 , 其 目标 函数 和 其 他 要 求 呈 明显 的 阶段 性 和 
序列 性 , 例如 在 生产 计划 制订 时 ,每 一 年 度 的 计划 均 取 决 于 前 一 年 的 实际 情况 , 这 样 , 最 优化 问 
题 不 再 是 静态 的 了 , 而 需要 引入 动态 的 最 优化 问题 。 

动态 规划 是 Richard Bellman 016] 在 1959 年 引入 的 一 个 新 的 最 优化 领域 , 该 成 就 是 所 谓 现 
代 控 制 理论 的 三 个 基础 之 一 。 该 理论 在 多 段 决策 过 程 和 网 络 路 径 优 化 等 领域 有 重要 的 作用 。 本 
节 主 要 介绍 动态 规划 在 有 向 图 和 一 般 路 径 规划 问题 的 最 短路 径 求解 中 的 应 用 。 
6.7.1 图 的 矩阵 表示 方法 


在 介绍 图 表示 之 前 , 先 给 出 一 些 关 于 图 的 基本 概念 并 介绍 图 的 MATLAB 描述 方法 。 在 图 论 
中 ,图 是 由 节点 和 边 构成 的 ,所 谓 边 ,就 是 连接 两 个 节点 的 直接 路 径 。 如 果 边 是 有 向 的 , 则 图 称 为 
有 向 图 , 否则 称 为 无 向 图 。 

图 可 以 有 多 种 表示 方法 , 然而 ,最 适合 计算 机 表示 和 处 理 的 是 矩阵 表示 方法 。 假 设 一 个 图 有 
n 个 车 点 , 则 可 以 用 一 个 nxn 矩阵 忆 来 表示 它 。 假 设 由 节点 i 到 节点 7 的 边 权 值 为 k, 则 相应 的 
和 矩阵 元 素 可 以 表示 为 R(i,j) = 尺 , 这 样 的 矩阵 称 为 关联 矩阵。 若 第 i 和 第 j 节 点 间 不 存在 边 , 则 
可 令 R(i,j) = 0, 当然, 也 有 的 算法 要 求 R(i,j) = oo, 后 面 将 作 相应 的 介绍 。 
MATLAB 语 言 还 支持 关联 矩阵 的 稀 政 矩阵 表示 方法 .假设 已 知 某 图 由 nn 个 节点 构成 ,图 中 
含有 条 边 ,由 ai 节点 出 发 到 b; 节 点 为 止 的 边 权 值 为 wi,i = 1,2,… ,m。 这 样 ,可 以 建立 三 个 
向 量 , 并 由 它们 构造 出 关联 和 矩阵 


注意 , 各 个 向 量 最 后 的 一 个 值 使 得 关联 矩阵 成 为 方 阵 ,这 是 很 多 搜索 方法 所 要 求 的 ,一 个 稀 
玻 矩阵 可 以 由 ful1() 函数 变换 成 常规 矩阵 ,常规 矩阵 可 以 由 sparse () 函数 转换 成 稀疏 矩阵 。 
6.7.2 有 向 图 的 路 径 寻 优 

有 向 图 与 最 优 路 径 搜 索 是 很 多 领域 都 能 遇 到 的 常见 问题 ,应 用 动态 规划 理论 , 通常 需要 由 
终点 反 推 回 起 点 ,搜索 最 优 路 径 。 本 小 节 先 给 出 一 个 例子 ,演示 手工 反 推 的 寻 优 方法 ,然后 将 介 
绍 基于 MATLAB 生物 信息 学 工具 箱 D] 的 最 优 路 径 求解 方法 ,最 后 将 介绍 一 个 实用 的 Dijkstra 
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算法 及 其 MATLAB 实现 。 

(1) 有 向 图 最 短路 径 问 题 的 手工 求解 .这 里 将 通过 一 个 有 向 图 研究 的 实例 来 介绍 动态 规划 
问题 的 手工 求解 方法 。 
例 6-68 考虑 如 图 6-15 所 示 的 有 向 图 中 ,路 径 上 的 数字 为 从 该 路 径 起 始 节点 到 终止 节点 所 花费 的 时 
间 , 试 求 出 从 节点 到 节点 回 的 最 优 路 径 。 


图 6-15 有 向 图 的 最 短路 径 问 题 


解 先 考虑 终点 , 即 节点 @ ,将 其 时 刻 设置 为 0, 表 示 为 (0)。 下 一 个 步骤 是 求 出 和 它 相连 的 上 一 级 节 
点 @O@ 的 最 短路 径 , 由 于 这 些 节 点 到 节点 国 只 有 一 个 边 , 故 它们 的 时 刻 值 分 别 标注 为 (15),(3) 和 
(10), 即 相应 边 的 时 间 。 由 节点 @ 到 节点 的 边 只 有 一 条 ,， 故 节点 回 的 标注 应 该 为 节点 加 的 标注 加 上 
这 条 边 的 时 间 , 即 (10)。 现 在 分 析 节点 图 的 标注 ,由 节点 @ 出 发 的 路 径 分 别 到 达 节 点 @@OG@ ,将 这 些 
节点 的 标注 值 和 边 的 权 值 相 加 ,可 以 发 现 ,节点 @ 到 节点 加 的 路 径 与 其 标注 的 和 最 小 ,为 14, 而 到 节 
点 @O@ 的 值 依次 为 17，18, 17, 故 节点 @ 应 该 标注 (14)。 节 点 @@ 的 标注 应 该 为 由 它们 出 发 到 下 一 
级 节点 的 路 径 值 与 标注 和 的 最 小 值 , 故 发 现 由 节点 四 返回 节点 @ @ 的 值 最 小 ,可 以 分 别 标注 为 (20) 
和 (17), 这样 返回 节点 四 的 最 短路 径 应 该 是 19, 即 由 节点 回 返 回路 径 最 短 。 综 上 ,最 短路 径 为 中 一 @ 
一 @ 一 @ 一 0 一 @ ,如 图 6-16 所 示 。 


图 6-16 有 向 图 最 短路 径 问 题 的 手工 求解 


由 上 面 叙述 可 见 ,求解 的 方法 较 直观 , 且 简单 易 行 , 然而 , 对 大 规模 问题 来 说 ,这样 的 过 程 可 
很 烦琐 , 容易 出 错 ,应 该 引入 好 的 算法 和 程序 求解 这 类 问题 。 
(2) 有 向 图 搜索 及 图 示 。 生 物 信 息 学 工具 箱 中 提供 了 有 向 图 及 最 短路 径 搜索 的 现成 函数 ,如 
biograph() 可 以 建立 有 向 图 对 象 , view() 函数 可 以 显示 有 向 图 , 而 graphshortestpath() 函 
数 可 以 直接 求解 最 短路 径 问 题 . 这 些 函数 的 具体 调用 格式 为 


其 中 ,有 R 为 连接 关系 矩阵 , 它 可 以 为 普通 的 矩阵 形式 , 也 可 以 是 稀疏 和 矩阵 的 形式 ,其 具体 表示 方 
法 在 后 面 例子 中 给 出 演示 。biograph() 函数 还 将 允许 其 他 的 参数 .对 图 6-15 中 描述 的 有 向 图 
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来 说 , R(i,j) 的 值 表示 由 节点 i 出 发 ,到 节点 7 为 止 的 路 径 的 权 值 ,建立 了 有 向 图 对 象 呈 后 , 则 
graphshortestpath() 函数 可 以 直接 求解 最 短路 径 问题 ,输入 变量 za 和 nw 为 起 始 和 终止 节 
点 序号 ,d 为 最 短 距离 , 而 了 为 最 短路 径 上 节点 序号 构成 的 序列 。 在 图 示 结 果 中 , 还 需要 调用 其 他 
的 函数 来 进一步 修饰 ,这 些 函 数 后 面 将 通过 实例 演示 。 

例 6-69 试 利用 生物 信息 学 工具 箱 中 函数 重新 求解 例 6-68 中 的 问题 。 

解 由 图 6-15 中 的 节点 与 路 径 关 系 可 以 手工 整理 出 表 6-6, 列 出 了 每 条 路 径 的 起 始 与 终止 节点 即 权 
值 。 由 下 面 的 语句 可 以 按照 稀 足 矩阵 的 格式 输入 关联 答 阵 ,并 建立 起 有 向 图 的 描述 ,并 用 图 形 表示 出 
该 有 向 图 ,如 图 6-17(a) 所 示 。 注 意 ,在 构造 关联 矩阵 玉 时 ,应 使 很 安 为 方 际 


表 6-6 节点 数据 
起 始 节点 终止 节点 权 值 


中 
[= 于 一 
ED 


(a) 有 向 图 的 自动 绘制 (b) 最 短路 径 图 形 显示 


6-17 有 向 图 的 最 短路 径 问 题 的 解 


建立 了 有 向 图 对 象 尺 , 则 可 以 由 graphshortestpath() 函数 求解 最 短路 径 ,并 将 其 显示 出 来 ， 
如 图 6-17(b) 所 示 。 可 见 ,这 样 得 出 的 结果 与 前 面 手工 推导 出 的 结果 完全 一 致 。 


(3) Dijkstra 最 短路 径 算法 及 实现 .两 个 节点 间 的 最 短路 径 可 以 通过 Dijkstra 最 短路 径 算 
法 [g] 直接 求 出 事实 上 ,如 果 指定 了 起 始 节点 , 则 该 点 到 其 他 所 有 节点 的 最 短路 径 可 以 一 次 性 
地 求 出 , 而 不 会 影响 该 算法 的 搜索 速度 在 最 优 路 径 搜索 中 ,Dijkstra 是 最 有 效 的 方法 之 一 .假设 
节点 个 数 为 ,起 始 节点 为 s, 则 该 算法 的 具体 步骤 为 : 
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@ 初 始 化 .建立 三 个 向 量 存储 各 节点 的 状态 ,其 中 ,visited 表 示 各 个 节点 是 否 更 新 ,初始 
值 为 0; dist 存储 起 始 节点 到 本 节点 的 最 短 距离 ,初始 值 为 co; parent 向 量 存储 到 本 节点 的 上 
一 个 节点 ,默认 值 为 0。 另 外 设 起 始 节点 处 daist(s)=0。 

@ 循 环 求解 .让 i 作 n 一 1 次 循环 ,更 新 能 由 本 节点 经 过 一 个 边 到 达 的 节点 距离 与 上 级 节点 
信息 ,并 更 新 由 本 节点 可 以 到 达 的 未 访问 节点 的 最 短路 径 信息 . 循 环 直 到 所 有 未 访问 节点 完全 
处 理 完成 。 

@ 提 取 到 终止 节点 t+ 的 最 短路 径 , 利 用 parent 向 量 逐 步 提 取 最 优 路 径 。 
根据 Dijkstra 搜索 算法 , 可 以 编写 出 如 下 MATLAB 程序 


该 函数 的 调用 格式 为 [IEGGJREERECWR ,其 中 ,为 关联 矩阵 ,s 和 ;分 别 为 起 始 
节点 和 终止 节点 的 序号 .返回 的 4 为 最 短 加 权 路 径 长 度 ,p 为 最 优 路 径 节点 的 序号 向 量 。 注 意 ,在 
该 程序 中 , W 矩阵 为 0 的 权 值 将 自动 设置 为 oo, 使 得 Dijkstra 算 法 能 正常 运行 。 


例 6-70 试用 Dijkstra 算法 重新 求解 例 6-68 中 的 问题 。 
解 下 面 语句 可 以 直接 用 于 求解 ,结果 和 前 面 的 也 完全 一 致 。 


6.7.3 无 向 图 的 路 径 最 优 搜索 


在 实际 应 用 中 , 比如 在 城市 道路 寻 优 问题 中 ,所 涉及 的 图 通常 是 无 向 图 , 因为 两 个 节点 A、B 
间 , 既 可 以 由 节点 A 走向 B, 也 可 以 由 节点 B 走 向 A。 无 向 图 的 具体 处 理 方法 其 实 也 很 简单 ,在 
无 向 图 中 若 不 存在 环 路 , 即 某 条 边 的 起 点 和 终点 为 同一 节点 , 则 可 以 先 按 照 有 向 图 的 方式 构造 
关联 矩阵 玉 , 这 时 ,无 向 图 的 关联 矩阵 奴 ; 可 以 由 Ri = RR 十 RT 直接 计算 出 来 ,如 果 无 向 图 中 ， 
某 些 边 是 有 向 的 ,例如 城市 中 的 单行 路 , 则 可 以 在 得 出 Ri 之 后 ,手工 修改 该 算 阵 .例如 从 节点 i 
到 节点 7 的 边 是 有 向 的 , 从 i 到 j, 这 样 应 该 手工 设置 成 Ri(j,i) = 0。 

对 一 般 无 向 图 来 说 , 由 节点 i 到 j 与 由 节点 7 到 i 的 边 权 值 是 不 同 的 ,比如 在 城市 交通 中 , 涉 
及 上 坡 和 下 坡 的 问题 , 则 需要 对 至; 矩阵 的 某 些 值 使 用 手工 方法 重新 定义 和 修改 。 
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6.7.4 绝对 坐标 节点 的 最 优 路 径 规划 算法 与 应 用 

如 果 各 个 节点 以 绝对 坐标 (zi,%i) 的 方式 给 出 , 且 给 出 节点 间 的 连接 关系 , 则 边 权 值 可 以 由 
两 点 间 的 Buclid 距离 计算 处 理 , 这 样 就 可 以 直接 进行 路 径 规划 问题 的 求解 了 。 下 面 将 通过 例子 
演示 相应 问题 的 求解 方法 。 
例 6-71 假设 有 11 个 城市 ,其 分 布 的 坐标 分 别 为 (4,49), (9,30), (21, 56), (26, 26), (47, 19), (57, 38)， 
(62, 11), (70, 30), (76, 59), (76, 4), (96, 4), 其 间 的 公路 如 图 6-18 所 示 。 试 求 出 由 城市 A 到 城市 B 的 最 
短路 径 。 如 果 城 市 6 与 8 之 间 修 路 , 试 重新 搜索 最 优 路 径 。 

70 


6-18 城市 布局 和 交通 图 


解 首先 输入 关联 给 阵 , 可 以 先 按 有 向 图 的 方式 输入 该 稀 足 答 阵 ,并 将 连接 的 权 值 设置 成 1。 然 
后 再 按 无 向 图 的 方式 转换 出 所 需 的 关联 矩阵 。 矩 隆 的 实际 权 值 可 以 由 节点 间 的 Euclid 距 离 , 即 
dy = V 回 二 可 77 十 (多 二 奶 六 直接 计算 出 来 这样 ,有 效 的 权 值 给 阵 可 以 由 这 两 个 给 阵 的 点 乘 得 
出 。 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 最 优 的 路 径 为 1 一 2 一 4 一 6 一 8 一 11, 且 最 短 距离 为 111.6938。 


如 果 节 点 6 和 节点 8 之 间 的 路 径 不 通 , 则 可 以 设置 (8,6) = RR(6,8) = 00。 这 样 ,由 下 面 的 语句 
可 以 重新 求解 最 优 路 径 问 题 ,得 出 1 一 2 一 4 一 5 7 一 8 一 11, 最 短 距离 为 122.9394。 
>> R(6,8)=Inf; R(8,6)=Inf; [d,p]=dijkstra(R.*D,1,11) % 路 不 通 时 重新 计算 最 优 路 径 


6.8 习 题 


(1) 求解 能 转换 成 多 项 式 方程 的 联 立方 程 ,并 检验 得 出 的 高 精度 数值 解 的 精度 。 
247y— 72— 2 — z=13 ZT2y?2 一 zry 一 472Yyz2 一 122 
| 24zz — 172— 22— 21222 =13 | TY? 一 2ygz2 = 37322 十 47zg2 
24yz 一 刀 一 好 一 刀 z2 = 13, I — 77y 十 3zz2 = z4zy。 
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(2) 试 求 解 下 面 方程 中 的 t 并 验证 结果 Bol。 
ta1 十 t23y 十 tl7z 十 tl2 十 15zg 十 t2z2 一 0 
{ ta7 十 1298 十 taz 十 ta 内 十 如 zy 十 taz2 =0 
试用 图 解法 求解 下 面 的 一 元 和 二 元 方程 ,并 验证 得 出 的 结果 。 
(22 + +10ry)e -Yr = 0 
73 十 2 一 47 十 5。 
(4) 用 数值 求解 函数 求解 习题 (3) 中 方程 的 根 ,并 对 得 出 的 结果 进行 检验 。 
(5) 试 求 出 伪 多 项 式 方程 ZV7 十 2zV3 十 3zV3-1 十 4 一 0 所 有 的 根 ,并 检验 结果 。 
(6) 试 找 出 下 面 Riccati 变形 方程 全 部 的 解 和 矩阵 ,并 验证 得 出 的 结果 。 
AX+XD-XBX+C=0 
其 中 针 时 中 下 氏 时 
A=|9 7 9|, B=|s 20|,c=|5 6 4|, D=|129 
6 53 8 2 8 1 4 4 Si 
(7) 试 求 下 面 线性 代数 方程 的 解析 解 ,并 检验 解 的 正确 性 。 


二 


(3 


wf) = e+ +r/2sin(57 十 2)，@ { 


be 


2 -9 3 -2 -1 -1 -4 0 
10 -1 10 5 0 p -3 —8 一 4 
8 -2 -4 -6 3 一 六 本 a 
-5 —6 -6 —8 一 4 9 -5 3 
1 
(8) 武术 出 使 | (ez 一 ez)?dz 取 极 小 值 的 c 值 。 
0 


(9) 试 求解 下 面 的 无 约束 最 优化 问题 。 
in 100(za 一 723)2 + (1— £1)?+90(74 — 23)+ (1— 23)> 
加 +10.1[(z2 一 1)2+ (za 一 D? 引 +19.8(zz 一 (za 一 IT 
(10) 试 找 出 下 面 二 元 函数 曲面 的 全 局 谷底 。 
sin (01 + V(z1 — 4) + (v2 — 9)7) 
Tour) Tp 
(11) 一 组 富有 挑战 性 的 最 优化 基准 测试 问题 也 可 以 用 MATLAB 语言 直接 求解 , 试 求解 之 。 
@De Jong 问题 5 
二 minzTz 二 min(z? 十 3 十 … 十 22), 其 中 ,zi € [一 512, 512] 
其 中 ,i 二 1,… ,pe 本 问题 的 理论 解 为 z1 二 … = zp 二 0。 
@Griewangk 基准 测试 问题 


2 
J= min ( 十 > 2000 I ， 其 中 ,zx; € [一 600, 600] 
@Ackley 基准 测试 问题 B9] 


1 1 
J = min 区 10-20 exp 已 二 > 引 一 exp G > COs on 
下 Ps 人 
i1 i=1 


@Kursawe 基准 测试 问题 


2 
了 J 一 min 》" |ail"8 十 5sin3 zi 十 3.5828， 其 中 可 取 p 二 2 或 p 二 20 
#=1 
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(12) 考虑 Rastrigin 函数 四 jziza) = 20 十 239? 十 73 一 10(cosntz1 +cosrzo), 试 用 三 维 曲面 绘制 该 
霄 数 的 函数 值 ,选择 初 值 求 取 该 函数 的 最 小 值 , 并 理解 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 以 及 最 
优 解 对 初 值 的 依赖 关系 。 
(13) 试用 图 解法 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 ,并 用 数值 求解 算法 验证 结果 。 
min 至 十 码 一 4z1 十 4 
ma 一 za+2>0 
了 “| 一 zz+za 一 1>0 
ZT1>0,72>0 


(14) 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 


[0) min —371+47z2—273+5z4 @®@ min 2z6 十 Z7 
4z1 一 zz 十 2zs 一 4 一 一 2 1 十 z2 十 zs 十 Z4 一 4 
1 十 Ta 一 za 十 274S14 一 2zi 十 za 一 zs 一 ze 十 zz 一 1 
i Dt] sza+zs+zg+z7=9 
1,2,3 之 一 1,z4 无 约束 Z1,2,…,7>0 


(15) 试 求解 下 面 的 最 优化 问题 
min 一 (zl 十 zz 十 za 十 Z4 十 75) 
二 < 一 吕 (9+izi+50000>0 


1 
Ti>0,i=1,2,3,4,5 


(16) 试 求解 下 列 的 运输 问题 ,并 给 出 结果 的 物理 解释 。 


供应 商 目的 地 供应 量 供应 商 运费 出 口 量 
S1 EE 5 S1 464 513 654 867 75 
Os bb 区 2 Q@ S2 352 416 690 791 125 
S3 4 3 8 5 3 S3 995 682 388 685 100 
D $2 2 D 80 65 70 85 
(17) 试 求解 下 面 的 二 次 型 规划 问题 , 并 用 图 示 的 形式 解释 结果 。 
@O min 2z? 一 4zlizz 十 4z3 一 6zl 一 3co @ min (zi 一 1)2 十 (z2 一 2)? 
T1 十 72 委 3 一 ?1 十 Z2 一 1 
PP st 471 十 Ta2 和 9 Zst.d Ti 十 zz2 委 2 
1.220 z1,2>0 


(18) 试 求解 下 面 的 非 线 性 规划 问题 。 


1 1 31.5 

min DR Z172(1 十 Z5) 十 Za74 [1+ 汪 

0.003079ziz3zs 一 coss ze>0 
0.1017z3z3 一 z2 coss ze>0 
0.09939(1-+zs)z3z2 一 cos2 ze>0 

一 st. 0.1076(31.5+zs)z3z3 一 z2 cos? ze>0 
zaza(75 十 31.5) 一 zs[2(z1 十 5) cos re 十 ziz2z5]>0 
0.2<zi<0.5.14<za 和 22.0.35<za<0.6 
16<ra<22,5.8<zs 和 6.5,0.14<ze 和 0.2618 


(19) 试 求解 下 面 的 最 优化 问题 BI。 试问 求解 这 样 的 最 优化 问题 有 高 精度 的 方法 吗 ? 


max Zz 


8+5z37 一 4z54y 二 3z24 一 zy2 一 0 
TY,z Sth 1 一 z9 一 z3z+y+3z5zy 二 7z723 十 27y2 一 0 
一 1 一 5z 一 5z9z 一 5z83 一 2z9zy 十 z2y 十 47y2 一 0 


(20) 试 求解 下 面 的 最 优化 问题 。 
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min 0.6224zizozaz4 + 1.77817273 十 3.1661z3z4 十 19.84z3zs 
0.019373—z1<0 
0.0095473—z2<0 
m s.t.4 750x1728 一 zz3zs 一 4rz3/3<0 

74 一 240<0 

0.0625<zi,za 和 6.1875,10<za,zs 和 200 
(21) 试 求 解 下 面 的 最 优化 问题 回 。 
Imin 大 
9(9)<0 
800—800k<q1<800+800k 
4—2kSq2<4+2k 
6—3kSqa<6+3k 


其 中 ,g(9) = 10g3g3 二 10g2g3 十 200g2g3 十 100g3g 十 q19293 十 9193ga 十 10009293 十 8q9193 十 
10009g3gs + 8q193 + 6g1q2q3 一 q? + 609193 + 60g1g2 一 200g1 。 
(22) 试 求解 下 面 的 非 线 性 规划 问题 。 
min -a (4z? 十 2z3 十 4zlzo 十 2z2 十 ]) 
TI 十 T2 和 0 
一 Z172 十 Z1 十 Z2>1.5 


ZT172>—10 
—10&z1,22<10 


(23) 求解 下 面 的 整数 线性 规划 问题 。 


qk st. 


四 max 59271 二 38172 十 2737z3 十 5574 十 4875 十 377z6 十 23z7 
Zz>0 
要 加 | 3534zi 十 2356za 十 1767zs 十 589z4 十 528zs 十 451ze 十 304z7<119567 
@ max 120z1 + 66z2 + 7273 + 5874 十 132z5 + 10476 
zl 十 zz 十 zs 一 30 
4 十 75 十 z6 一 18 
zi 十 za 一 10 
i 
Zs+z6>30 
21,... ,620 
(24) 试 求解 下 面 的 非 线性 整数 规划 问题 四 ,并 用 穷 举 方法 检验 结果 。 
© i 1 _ Tor3 a 
6.931 Zi1z4 


ms.t.12<z1<32 

@ min (zl 一 10)2 十 5(za 一 12)2 十 z4 十 3(z4 一 11)2 十 10z8 十 7z3 十 2 一 10z6 一 8c7 
一 2z? 一 3z4 一 zs 一 4z3 一 5r5 十 127>0 

7zi 一 3za2 一 10z3 一 za 十 zs 十 282>0 

2321—72—6z2+8z7+196>0 

一 4z? 一 z2 二 3riza 一 2z3 一 5ze 十 1lz7>0 


(25) 试 求解 下 面 的 0-1 线性 规划 问题 , 并 用 穷 举 方法 检验 得 出 的 结果 。 
(0) min 5z1 十 7zo 十 10z3as 十 3z4 十 z5 
| ZT1—Z2+5r3+T4—475>2 
Ts.t. 


8.t. 


—221+622—373—274+275>0 
一 2z2 十 2ra 一 z4 一 z5 和 1 
®@ min 一 3zl 一 4ro 一 573 十 474 十 475 十 276 
T1 一 Z6 委 0 
T1 一 Z5 和 0 
ZT2—T4<0 
了 2 一 Z5 和 0 
Zz3—T4<0 
1 十 za 十 zs 和 2 
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(26) 试 求解 下 面 的 线性 0-1 规 划 问题 ,比较 bintprog() 和 BNB20_new() 得 出 的 结果 。 
max -fz 


Re 


其 中 ,A 二 45 0 85 150 65 95 30 0 170 0 40 25 20 0 
”|30 20 125 5 80 25 35 73 12 15 15 40 5 10 


0 25 0 0 25 0 15 0 85 0 0 0 0 100 
10 12 10 9 0 20 60 40 50 36 49 40 19 150 


f = [1898, 440, 22507, 270, 14148, 3100, 4650, 30800, 615, 4975, 1160, 4225, 510, 11880, 479, 
440, 490, 330, 110, 560, 24355, 2885, 11748, 4550, 750, 3720, 1950, 10500] 


(27) 试用 鲁 棒 控制 工具 箱 和 YALMIP 工具 箱 求解 下 面 的 最 优化 问题 。 
min trace(X) 


ATX+XA+Q XB]o 
洁 襄 BT™X 加 


X<0 


"| 1 
入 下 工 | 2 
和 二 1 


(28) 求解 下 面 的 线性 答 阵 不 等 式 问题 。 
三 -! > 0, 或 等 效 地 P>0 
AIP+PAT+BIY +YTBI <0 
A2P+PAI+B2Y +YTBI <0 


其 中 ,4 = 


-1 2 -2 一 2 1 量 放 7 一 1 
其 中 ,41=|-1 -2 1|, B=|1|, 4=|2 0 2|，B=|-2|。 
-1 -1 0 -1 2 0: 1 一 1 
(29) 试 求解 下 面 多 目标 线性 规划 问题 的 最 佳 腾 协 解 。 
max 21 = 100z1 十 90za 十 80za 十 70z4 nh 
min 22 = 372 + 274 3zo 十 5z4 
Zz1+72>30 271 + 2073 十 274 
0 za+z4>30 @®@ max 
m st.4 371+272<120 2zli 十 5rz 十 10zs 和 100 
372+274<48 i i ZT1+672+874<250 
ZT1,T2,T3,T74>0 5z1 十 8z2 十 77s 十 10zs 乏 350 


ZT1,T2,T3,74>0 
(30) 试 求 出 图 6-19(a)、(b) 中 由 节点 A 到 节点 也 的 最 短路 径 。 
(31) 假设 某 人 常 驻 城市 为 C1, 他 想 不 定 期 到 其 他 城市 Ca,… ,Cs 办事 ,下 面 和 矩阵 的 Rij 表示 从 Ci 
到 Cj; 的 交通 费用 , 试 设计 出 他 由 城市 C1 到 各 个 其 他 城市 的 最 便宜 交通 路 线 图 。 
0 364 314 334 330 oo 253 287 
364 0 396 366 351 267 454 581 
314 396 0 232 332 247 159 250 
334 300 232 0 470 50 57 oo 
330 351 332 470 0 252 273 156 
co 267 247 50 252 0 oo 198 
253 454 159 57 273 co 0 48 
260 581 220 co 156 198 48 0 
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(a) 有 向 图 最 优 路 径 问题 (b) 无 向 图 最 优 路 径 问题 
图 6-19 有 向 图 最 短路 径 问题 
(32) 假设 某 工厂 需要 从 国外 厂家 进口 机 器 ,如 果 生 产 厂 家 可 以 选择 三 个 出 口 港口 ,还 可 以 选择 三 个 
进口 港口 ,然后 可 以 经 过 两 个 城市 之 一 运 达 工厂 。 运 输 费用 如 图 6-20 所 示 。 试 找 出 运费 最 低 的 
进口 路 径 。 


出 口 港口 进口 港口 
图 6-20 进口 路 径 及 运输 费用 示意 图 
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微分 方程 是 描述 动态 系统 最 常用 的 数学 工具 ,也 是 很 多 科学 与 工程 领域 数学 建 模 的 基础 。 
线性 微分 方程 和 低 阶 特殊 微分 方程 往往 可 以 通过 解析 解 的 方法 求解 ,但 一 般 的 非 线 性 微分 方 
程 是 没有 解析 解 的 , 故 需要 用 数值 解 的 方式 求解 .本 章 7.1 节 将 研究 微分 方程 的 解析 解 算法 , 介 
绍 在 MATLAB 环境 中 如 何 用 微分 方程 求解 函数 直接 得 出 线性 微分 方程 组 的 解析 解 ,并 对 一 阶 
简单 的 非 线 性 微分 方程 的 解析 解 求解 进行 探讨 , 从 而 得 出 结论 , 一般 非 线性 微分 方程 是 没有 解 
析 解 的 .7.2 节 引入 数值 解 的 概念 ,并 以 最 简单 的 一 阶 微分 方程 的 Euler 算法 为 例 , 介绍 一 般 数值 
解法 的 思路 并 介绍 了 变 步 长 求解 的 概念 ,还 介绍 MATLAB 下 微分 方程 的 实用 数值 求解 函数 , 通 
过 例子 演示 该 函数 在 一 般 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 数值 求解 方法 及 MATLAB 的 应 用 ,并 介绍 
数值 解 正确 性 的 验证 方法 。 由 于 一 般 微分 方程 初 值 函 数 能 直接 求解 的 方程 是 一 阶 显 式微 分 方 
程 组 , 若 给 出 的 方程 不 是 这 类 函数 , 则 需要 首先 将 其 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 , 然后 使 用 常规 
方法 对 其 求解 .7.3 节 介绍 状态 变量 的 选择 方法 以 及 各 种 不 同 微分 方程 转换 成 一 阶 显 式微 分 方 
程 组 的 一 般 性 方法 ,以便 用 给 定 的 求解 函数 直接 求解 .7.4 节 将 介绍 其 他 各 类 常 微分 方程 数值 求 
解 的 方法 及 MATLAB 实现 ,包括 刚性 微分 方程 微分 代数 方程 组 、 隐 式微 分 方程 组 切换 微分 方 
程 以 及 随机 微分 方程 的 数值 求解 方法 .7.5 节 介绍 各 类 延迟 微分 方程 的 数值 求解 方法 ,包括 一 般 
延迟 微分 方程 \ 变 延迟 微分 方程 和 中 立 型 微分 方程 的 数值 解 方法 7.6 节 与 7.7 节 将 分 别 介绍 常 
微分 方程 组 边 值 问题 与 偏 微分 方程 的 数值 解法 .7.8 节 还 将 简介 Simulink 仿真 环境 ,并 将 介绍 如 
何在 Simulink 环境 下 建立 微分 方程 的 数学 模型 ,还 将 介绍 通过 仿真 求解 微分 方程 的 一 般 步 又 及 
方法 ,用 这 样 的 方法 理论 上 可 以 求解 任意 复杂 的 常 微分 方程 组 初 值 问题 数值 解 。 


7.1 常 系数 线性 微分 方程 的 解析 解 方法 


7.1.1 线性 常 系数 微分 方程 解析 解 的 数学 描述 
假设 已 知 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 描述 为 


d"y(t d™ 1y(t. d"™ -2y(t dy 人 
A ) 十 al 二 十 02 二 ) 二 ai + any(t) 6 i 
四 | 
du 人 a dult 
三 移 | , ) | Da 条 Da 人 


其 中 ,ai, bi 均 为 常数 ,利用 5.1 节 介绍 的 性 质 ,对 零 初 值 问 题 有 -名 [d™y(t)/dt™] = s™ 儿 [y(t)], 可 
以 对 应 得 出 下 面 的 多 项 式 代数 方程 


sm 十 aisn 1+azs™ 2 十 .… 十 an is 十 am 一 0 (7-1-2) 
假设 代数 方程 的 特征 值 s; 均 可 以 求 出 , 且 假 设 它们 均 相 异 , 则 可 以 得 出 原 微分 方程 的 解析 
解 一 般 形 式 为 y(t) = Cie™™t + C2er2t + .+ Cne™™t + y(t) (7-1-3) 


其 中 ,Ci 为 待定 系数 ,y(t) 是 满足 ult) 输 入 的 特 解 。s; 有 重 根 的 情况 也 有 相应 的 解析 解 形式 。 
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从 得 出 的 代数 方程 式 (7-1-2) 看 , 由 著名 的 Abel-Ruffini 定 理 可 知 ,四 次 及 以 下 的 多 项 式 代 
数 方程 是 能 求 出 根 的 解析 解 的 , 故 可 以 得 出 结论 , 低 阶 常 系数 线性 微分 方程 有 一 般 意义 下 的 解 
析 解 ,结合 多 项 式 方程 的 准 解析 解法 可 以 得 出 一 般 高 次 多 项 式 代 数 方程 的 高 精度 数值 解 , 构造 
出 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 准 解析 解 方法 .本 节 将 介绍 用 MATLAB 语 言及 其 符号 运算 工具 
箱 求解 线性 常 系数 微分 方程 解析 解 的 方法 。 
7.1.2 微分 方程 的 解析 解 方法 


MATLAB 语 言 的 符号 运算 工具 箱 提 供 了 一 个 线性 常 系数 微分 方程 求解 的 实用 函数 
dsolve() ,该 函数 允许 用 字符 串 或 符号 表达 式 的 形式 描述 微分 方程 及 初 值 . 边 值 条 件 , 最 终 将 得 
出 微分 方程 的 解析 解 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , 记 既 可 以 描述 微分 方程 ,又 可 以 描述 初始 条 件 或 边界 条 件 。 这 里 ,无 既 可 以 由 字符 串 表示 ， 
也 可 以 由 符号 表达 式 描述 ,在 用 字符 串 描述 微分 方程 时 ,可 以 由 'D4y' 这 样 的 记号 表示 y(t)， 
还 可 以 用 'D2y(2)=3' 这 类 记号 表示 wy(2) = 3 这 样 的 已 知 条 件 , 该 函数 可 以 容易 地 得 出 原 微 
分 方程 的 解析 解 。 特 别 注意 :在 用 字符 串 描述 微分 方程 时 ,如果 自 变量 不 是 t 而 是 zx, 则 可 以 由 后 
一 个 MATLAB 语句 格式 指明 自 变 量 , 否则 将 得 出 错误 的 结果 。 


例 7-1 假设 输入 信号 为 u(t) 二 e-5tcos(2t 十 1) 十 5, 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 


YO) + 10y"(t) + 35y"(t) + 50y (t) + 24y(t) = 5u"(t) + du (t) + 2ult) 


解 若 想 求解 本 微分 方程 ,首先 应 该 定义 t 为 符号 变量 ,这 样 就 可 以 推导 出 给 定 微分 方程 等 式 右 侧 的 
表达 式 , 用 char() 函数 将 其 转换 为 字符 串 ,再 和 方程 左 侧 的 表达 式 串 联 起 来 , 则 可 以 构造 出 整个 方 
程 的 字符 串 表 达 式 ,对 其 求解 则 可 以 得 出 其 解析 解 


通过 上 述 语句 的 求解 ,可 以 得 出 原 微分 方程 的 通 解 为 
y(t) = 一 计 cos(2t 十 1) 一 Bo sin(2t+1)+Cie +C2oe 3t+Cae t+Caet 
其 中 ,Ci 为 任意 常数 。 若 给 出 初始 条 件 或 边界 条 件 , 则 可 以 通过 这 些 条 件 建立 方程 , 求 出 Ci 的 值 .这 
样 的 思路 和 高 等 数学 中 微分 方程 求解 是 一 致 的 。 
要 检验 上 述 微分 方程 的 通 解 ,可 以 将 其 代入 原 方程 (有 时 需要 调用 simplify() 函数 化 简 得 出 的 
误差 ), 可 见 误差 为 零 , 说 明 这 样 得 出 的 通 解 满足 原始 方程 。 


如 果 用 符号 表达 式 求解 相应 的 微分 方程 , 则 可 以 引入 几 个 中 间 变 量 


仍 考虑 上 面 的 微分 方程 ,假设 已 知 y(0) 二 3,y(0) 二 2,3(0) 二 YW?(0) = 0, 则 可 以 通过 下 面 的 命 
令 求 取 满 足 该 微分 方程 的 特 解 ,并 绘制 出 解 的 曲线 ,如 图 7-1(a) 所 示 。 
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可 以 得 出 满足 该 条 件 的 方程 解析 解 为 
ER Oger% T7307% 250# ，97ertsinl Sle*sinl Se-%sinl 
肥 2 3 4 60 EE: 8 
时 4le ssinl 343e Stcos(2t+1) 547e ssin (2t+1) . 133cos le 
15 520 520 30 
_ 445cosle ™ 179cosle ™ 27lcosle * 5 
26 EE 30 12 
x104 
4 0 
3 2 
=2 
2 
二 
1 
< 
0 入 或 0 1 2 名 过 
(a) 所 知 初 值 欧 解 (Cb) 已 知 点 变化 后 的 解 


7-1 方程 解 的 曲线 


如 果 采 用 字符 串 来 描述 微分 方程 , 则 无 须 引入 中 间 变 量 , 可 以 直接 求解 这 种 微分 方程 ,得 出 的 结 
果 与 前 面 的 完全 一 致 。 


利用 强大 的 MATLAB 符 号 运算 工具 箱 , 还 可 以 求解 出 以 往 看 似 不 可 能 的 问题 的 解析 解 。 例 如 ， 
设置 y(0) =1/2,y (7) = 1,W(2r) = 0,W(2r) = 1/5, 则 可 以 由 下 面 的 命令 直接 求解 方程 


如 果 用 推导 的 方法 求 Ci 的 值 , 则 每 个 系数 的 解析 解 至 少 要 写 出 10 数 行 ,所 以 应 该 采用 近似 的 方 
式 从 方程 的 解析 解 由 vpa(z4,10) 解 出 Ci 系数 , 解 的 曲线 如 图 7-1(b) 所 示 。 


z4(t) = 一 下 cos(2 十 1) 一 Bo- sin(2t+ 1) — 219.1291604e 
十 442590.9052e-4t 十 31319.63786e-2t 一 473690.0889e 一 3 
例 7-2 前 面 介 绍 的 方程 只 含有 实数 极点 ,其 实 符号 运算 工具 箱 提供 的 dsolve() 函数 同样 适用 于 有 
复数 极点 的 微分 方程 解析 解 。 假 设 微分 方程 如 下 
YD) 十 yD + 12y"(t) + 16y"(t) + 12y'(t) + 4y(t) = w(t) + 3ult) 

且 假 设 输入 信号 为 正弦 信号 u(t) = sint, 并 假设 y(0) = (0) = 多 (0) = (0) =y9(0) = 0, 试 用 
解析 方法 求解 该 方程 。 

解 用 下 面 的 方法 可 以 求 出 原 微分 方程 的 解析 解 
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其 解析 解 的 数学 描述 为 
12 让 测 1 Cp eg 
y(t) Pid + sint + se cost+ Be sint 10 cost 
或 更 简单 地 手工 修改 为 
__12 -2 57 3 se 12 3 本 
Y=- 而 0 一面 吧 二 tat)e sint+ ( 茵 1): cost 


由 下 面 的 语句 可 以 直接 绘制 出 方程 的 解 ,如 图 7-2 所 示 , 可 见 该 解 在 t 值 较 大 时 基本 上 是 等 幅 振 
荡 的 曲线 ,这 是 因为 其 解析 解 前 两 项 是 等 幅 振荡 的 正 余弦 函数 ,后 面 各 项 当 t 逐 渐 增 大 而 逐渐 消失 。 


o 


5 10 15 20 25 30 


7-2 趋 于 等 幅 振荡 的 曲线 


Z(t) +22(t) = z(t) +2y(t) — er 

y(t) =4z(t) +3y(t) + de 

解 线性 微分 方程 组 也 可 以 用 dsolve() 函数 直接 求解 。 上 述 的 线性 微分 方程 组 可 以 由 下 面 的 
MATLAB 语句 直接 求解 


例 7-3 试 求解 线性 微分 方程 组 { 


这 样 得 出 的 结果 为 
Z(t)=—6te ‘+Cie + Coe(l+v8 4+ Cae—(~1+V6)t 
{ Y(t) = 6te-t — Cie-t + 2(2+ V6) C2e(1+V5): + 2(2 — V6)Cae- (~1+VS): + e-t/2 
例 7-4 试 求 出 时 变 线性 微分 方程 (22 十 3)3y" 十 3(2z 十 3)y 一 6y 二 0 的 解析 解 。 
解 对 某 些 时 变 线性 微分 方程 仍然 可 以 试用 dsolve() 函数 直接 求解 。 如 果 用 下 面 语句 求解 


则 得 出 的 是 错误 的 结果 。 由 于 此 例 的 自 变 量 是 了 ,不 是 默认 的 刀 所 以 要 在 调用 语句 中 给 出 'X' 选项 


上 面 的 语句 可 以 得 出 的 微分 方程 解析 解 如 下 ,将 解析 解 代入 原 方程 可 知 误差 为 0。 


y(7) = + 3 (6V3Cs — 2V3C2 + C1V3T 3 +2V2Caz) 
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如 果 用 符号 表达 式 描述 微分 方程 , 则 求解 语句 可 以 写成 


例 7-5 试 求解 下 面 的 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 
| 2 一 次 十 条 二 二 0 


z+ -y+z2=0 2(0)=1,y(0)=2z(0)=2z"(0)=y(0)=2z(0)=0 
T+Yy+2"—z=0, 


解 用 下 面 的 语句 可 以 求解 上 面 给 出 的 微分 方程 组 


上 面 的 语句 得 出 方程 的 解 为 
Vat 一 V5t 一 V5t V5t Vat Vat 
e e cost cost ee e cost & e 
Oe Pr 


例 7-6 试 求解 时 变 微分 方程 22(2z 一 1)y” 一 (47 一 3)zy" 一 2zy 十 2y = 0。 

解 这 里 给 出 的 方程 是 关于 yy 和 Zz 之 间 的 方程 ,不 是 默认 意义 下 的 t, 所 以 在 求解 语句 中 应 该 给 出 
'x' 标识 , 否则 得 出 的 解 是 错误 的 。 即 使 此 方程 是 时 变 微分 方程 , 仍然 可 以 用 常规 的 方法 将 微分 方程 
用 字符 串 描述 出 来 ,这 样 可 以 直接 得 出 该 方程 的 解析 解 如 下 , 代入 原 方程 误差 为 0 


Cc Cilnz Lf © 
ya=- 旦 -=(2co+ 5 ) -( 全 -中 ) 


7.1.3 线性 状态 空间 方程 的 解析 解 
假设 线性 状态 空间 模型 的 一 般 表 示 为 


z(t) = Az(t) + Bult) pe 
y(t) = Cz(t) + Dult) 
其 中 , 4, 互 ,C, 万 为 常数 矩阵 , 且 已 知 状态 向 量 初 值 zo。 该 方程 的 解析 解 可 以 写成 
z(t) 一 e4(t-t)z(to) 十 [ eA(t-7) Bu(r) dr (7-1-5) 
to 


其 中 ,eAt 称 为 状态 转移 算 阵 ,对 给 定 的 输入 信号 u(t) 来 说 ,通过 甜 阵 积分 运算 可 以 直接 得 出 该 
方程 的 解析 解 。 从 解析 解 表达 式 可 见 , 涉 及 和 矩阵 的 e 指 数 求解 ,也 涉及 函数 的 积分 运算 ,这 些 分 别 
调用 MATLAB 的 符号 运算 函数 可 以 直接 求解 。 

例 7-7 假设 输入 信号 为 u(t) 二 2 十 2e-3tsin2t, 求 出 下 面 算 阵 描述 的 状态 空间 方程 的 解析 解 


-19 -16 -16 -19 1 2 0 
|21 7 19 Dl | 1 
A 0 Lr 6 Wr * » Dd wos | 
0. = 2 0 2 


解 由 式 (7-1-5) 可 以 直接 得 出 方程 的 解析 解 
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这 样 得 出 的 解析 解数 学 表示 为 
y(t)= le 十 57e 3 十 Be 十 4t2e 一 一 J cos 2 十 a sin2t — 54 


当然 ,还 可 以 用 符号 表达 式 描述 原始 微分 方程 ,再 直接 求解 , 得 出 前 面 完全 一 致 的 结果 。 


7.1.4 特殊 非 线性 微分 方程 的 解析 解 

部 分 非 线 性 微分 方程 也 是 可 以 用 dsolve() 函数 求解 析 解 的 , 这 样 的 方程 描述 方式 和 前 面 
介绍 的 线性 微分 方程 是 一 致 的 ,描述 了 这 样 的 微分 方程 , 则 可 以 直接 求解 出 微分 方程 的 解析 解 。 
下 面 将 通过 例子 演示 非 线性 方程 的 解析 解 求解 , 同时 还 将 演示 不 能 求解 的 例子 。 
例 7-8 试 求 出 一 阶 非 线性 微分 方程 z'(t) = z(t)(1 一 22(t)) 的 解析 解 。 
解 这 样 简 单 的 一 阶 非 线 性 方程 可 以 考虑 用 dsolve() 函数 直接 解 出 


即 该 微分 方程 的 解析 解 为 z(b) = V 一 1/ (es 一 1), 此 外 常数 土 1 与 0 均 为 方程 的 解 。 
其 实 , 稍微 改变 原 微分 方程 ,例如 将 等 号 右 侧 加 上 1, 则 可 以 用 下 面 的 语句 试 解 该 方程 。 读 者 会 发 
现 原始 的 微分 方程 是 没有 解析 解 的 , 下面 语句 执行 不 成 功 ,说 明 该 方程 的 解析 解 是 不 存在 的 。 


例 7-9 考虑 著名 的 Van der Pol 方程 
dy 人 
dt 
试用 dsolve() 函数 求解 它 ,看 看 能 得 出 什么 结论 。 
解 由 前 面 的 讨论 可 见 , 似 乎 所 有 的 微分 方程 都 可 以 直接 用 MATLAB 语言 提供 的 强大 的 dsolve() 函 
数 求解 ,这 样 很 自然 地 想到 一 般 非 线性 微分 方程 的 解析 解 问题 。 
对 前 面 给 出 的 Van der Pol 方程 ,用 户 尝试 如 下 的 MATLAB 命令 ,但 仍 不 成 功 。 


+ u(y(t) 一 DO +vy(t)=0 (7-1-6) 


可 见 ,微分 方程 解析 解 求解 函数 dsolve() 并 不 能 直接 应 用 于 一 般 非 线性 方程 解析 解 的 求 
解 .所 以 非 线 性 微分 方程 只 能 用 数值 解法 求解 ,即使 看 起 来 很 简单 的 非 线 性 微分 方程 也 是 没有 
解析 解 的 ,只 有 极 特殊 的 非 线性 微分 方程 解析 可 解 .下 面 的 内 容 将 集中 介绍 各 类 非 线性 微分 方 
程 的 数值 解 方 法 。 


7.2 ”微分 方程 问题 的 数值 解法 


前 面 介绍 了 微分 方程 的 解析 解 方 法 ,同时 也 指出 很 多 非 线 性 微分 方程 是 不 存在 解析 和 解 的 ， 
需要 使 用 数值 解法 对 之 进行 研究 。 从 本 节 开 始 着 重 讨论 基于 MATLAB/Simulink 语 言 的 各 类 微 
分 方程 的 数值 解 方法 。 


第 7 章 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 ds 


7.2.1 微分 方程 问题 算法 概述 
一 般 微 分 方程 的 数值 解法 很 大 一 类 是 关于 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 ,这 类 问题 需要 
一 阶 显 式 的 微分 方程 组 描述 为 


EA (2)) (7-2-1) 
其 中 ,wT(t) = [za(b,za(b… ,za(b] 称 为 状态 向 量 ,7() = [ 户 (), 户 ())… , 记 (]] 可 以 是 
任意 非 线性 函数 所谓 初 值 问题 是 指 , 若 已 知 初始 状态 zo = [z1(to),z2(to),… ,zn(to)] ,用 数 
值 求解 方法 求 出 在 某 个 时 间 区 间 t e [fo, 如 ] 内 各 个 时 刻 状态 变量 z(t) 的 数值 ,这 里 如 又 称 为 终 
止 时 间 。 

对 多 元 非 线性 常 微分 方程 初 值 问题 来 说 , Buler 算 法 是 最 直观 的 一 类 求解 算法 。 虽 然 该 算法 
比较 简单 ,但 理解 该 算法 对 理解 其 他 复杂 的 微分 方程 算法 是 很 有 帮助 的 , 故 这 里 将 以 Euler 算法 
为 例 介绍 微分 方程 初 值 问题 的 数值 算法 。 

假设 已 知 在 0 时 刻 系统 状态 向 量 的 初 值 为 z(to), 若 选择 一 个 很 小 的 计算 步 长 h, 则 可 以 将 
微分 方程 左 侧 的 导数 近似 为 (z(to 十 及 一 z(to))/(to 十 有 一 t0), 代 入 微分 方程 则 可 以 解 出 在 如 十 


时 刻 方程 的 近似 解 为 Z(to+h) = z(to) +hf(to, z(to)) (7-2-2) 
更 严格 地 , 因为 这 样 的 近似 解 存在 误差 ,所 以 可 以 写 出 在 如 十 h 时 刻 系统 状态 向 量 的 值 为 
z(to +h) = (to+h)+ Ro= z(to)+hf(t, z(to))+ Ro (7-2-3) 


简 记 zi = z(to 十 hh), 则 人 金 1 = 倪 (to 十 hh) 为 系统 状态 向 量 在 to 十 h 时 刻 的 近似 值 , 亦 即 数值 解 .可 
见 , Ro 为 数值 解 的 舍 入 误差 ,在 实际 解法 中 为 简单 起 见 ,经 常 可 以 舍弃 “记号 ,而 将 数值 解 直 接 
记 为 zl。 

一 般 地 , 假设 已 知 在 如 时 刻 系 统 的 状态 向 量 为 zk, 则 在 大 十 尹 时 刻 Euler 算 法 的 数值 解 可 
以 写成 zk+H1 = Tk + hf(t, zr) (7-2-4) 
这 样 ,用 友 代 的 方法 可 以 由 给 定 的 初 值 问题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 te [0, 了 T] 内 各 个 时 刻 
to 十 h,to 十 2h,… 处 的 原 问题 数值 解 。 

提高 数值 解 精度 的 一 种 方法 是 减 小 步 长 h 的 值 .然而 ,并 不 能 无 限制 地 减 小 h 的 值 ,这 主要 
有 两 个 原因 : 

(1) 减 慢 计算 速度 .因为 对 选 定 的 求解 时 间 而 言 , 减 小 步 长 就 意味 着 增加 在 这 个 时 间 段 内 
计算 点 数目 , 故 计算 速度 减 慢 。 

(2) 增加 累积 误差 .因为 不 论 选 择 多 小 的 步 长 ,所 得 出 的 数值 解 都 将 有 一 个 舍 入 误差 , 减 小 
计算 步 长 则 将 增加 计算 的 次 数 ,从 而 使 得 整个 计算 过 程 的 舍 入 误差 的 县 加 和 传递 次 数 增多 , 产 
生 较 大 的 累积 误差 。 舍 入 误差 、 累 积 误差 和 总 误差 关系 的 示意 图 如 图 7-3(a) 所 示 。 

所 以 在 对 微分 方程 求解 过 程 中 ,应 采取 下 列 措施 : 

(1) 选择 适当 的 步 长 .采用 像 Euler 法 这 样 简单 的 算法 时 , 应 适当 地 选择 步 长 , 既 不 能 太 大 ， 
又 不 能 太 小 。 

(2) 改进 近似 算法 精度 。 由 于 Euler 算 法 只 是 将 原 积分 问题 进行 梯形 近似 , 其 近似 精度 很 
低 ,因而 不 能 很 有 效 地 逼近 原始 问题 .可 以 用 各 种 更 精确 的 插值 方法 来 取代 Euler 算 法 , 从 而 改 
进 运算 精度 。 比 较 成 功 的 是 Runge-Kutta 法 .Adams 法 等 。 
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(3) 采用 变 步 长 方法 .前 面 提 及 “适当 ”地 选择 步 长 ,这 本 身 就 是 个 模糊 的 概念 ,如 何 适当 
地 选择 步 长 取决 于 经 验 .事实 上 ,很 多 种 方法 都 允许 变 步 长 的 求解 , 如 果 误 差 较 小 时 ,可 自动 地 
增 大 步 长 ,而 误差 较 大 时 再 自动 减 小 步 长 ,从 而 精确 有效 地 求解 给 出 的 常 微分 方程 初 值 问题 。 

一 般 变 步 长 算法 的 原理 如 图 7-3C(b) 所 示 。 已 知 压 时 刻 的 状态 变量 zx, 则 先 在 某 步 长 h 下 


: 一 步 求 解 结果 云 k+1 
a f(z) 


两 步 求解 结果 他 k+1 


合 入 误差 
总 的 误差 
累积 误差 : 
tk : 2 itk+h 人 三 
(a) 误差 示意 图 (b) 变 步 长 示意 图 
图 7-3 误差 及 步 长 


计算 出 大 十 六 时 刻 的 状态 变量 动 +1。 另 外 , 将 步 长 变 成 原来 步 长 的 一 半 , 分 两 步 从 zk 计算 出 
碌 十 hh 时 刻 的 状态 变量 侈 1。 如 果 两 种 运算 步 长 下 的 误差 e = || 人 E41 一 二 + 小 于 给 定 的 误差 
限 , 则 可 以 采用 该 步 长 或 适当 增 大 步 长 ,如果 误差 大 , 则 进一步 减 小 步 长 。 自 适应 变 步 长 算法 可 
以 较 好 地 解决 计算 速度 问题 , 另外 能 保证 计算 的 精度 。 

7.2.2 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算 法 及 MATLAB 实 现 


四 阶 定 步 长 的 Runge-Kutta 算 法 是 传统 数值 分 析 课 程 和 系统 仿真 课程 中 经 常 介绍 的 算法 ， 
被 认为 是 求解 微分 方程 的 一 种 有 效 的 方法 , 该 算法 结构 很 简单 ,可 以 先 定义 如 下 四 个 附加 向 量 
ki = hf (te, zk) 
ja = hf (ti + h/2, zx + k1/2) 
ks = hf (ti + h/2, zx + k2/2) 
ka = hf(tr + h, z+ ka) 
其 中 ,h 为 计算 步 长 ,在 实际 应 用 中 该 步 长 是 一 个 常数 ,这 样 由 四 阶 Runge-Kutta 算 法 可 以 求解 
出 下 一 个 步 长 的 状态 变量 值 为 | 
Tk+1 一 Tk 十 (ea + 2k2 + 2ks + ka) (7-2-6) 


这 样 ,用 和 迭代 的 方法 由 给 定 的 初 值 问题 逐步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 + € 区, 如 ] 内 各 个 时 刻 
如 十 hh,to 十 2h,… 处 的 原 问题 数值 解 。 


(7-2-5) 


有 了 上 面 的 数学 算法 , 则 可 以 用 MATLAB 语言 容易 地 编写 出 该 算法 的 函数 如 下 
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y0=yO0+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; yout=[yout; y0.']; tout=[tout; t];% 式 (7-2-6) 实 现 


其 中 ,bspan 可 以 有 两 种 构成 方法 ,第 一 种 方法 可 以 是 一 个 等 间距 的 时 间 向 量 ;第 二 种 方法 是 
tspan 一 [to, 如 ,站 ,其 中 ,如 和 如 为 计算 的 初始 和 终止 值 , 九 为 计算 步 长 , fun 是 为 描述 微分 方程 
的 文件 名 或 匿名 函数 ,yo 是 初 值 列 向 量 。 函 数 调用 完成 后 ,时 间 向 量 与 各 个 时 刻 状态 变量 构成 的 
矩阵 分 别 由 tout 和 yout 返回 
从 求解 数值 问题 的 效果 看 ,i 该 算法 不 是 一 个 较 好 的 方法 , 故 一 般 不 使 用 该 方法 , 后 面 将 通过 
例子 演示 微分 方程 求解 方法 , 并 和 现成 的 MATLAB 函数 进行 对 比分 析 。 
7.2.3 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 
(1) 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算 法 .德国 学 者 Felhberg 对 传统 的 Runge-Kutta 方 法 
进行 了 改进 征 , 在 每 一 个 计算 步 长 内 对 方 (.) 函数 进行 六 次 求 值 , 以 保证 更 高 的 精度 和 数值 稳定 
性 ,该 算法 又 称 为 四 阶 五 级 RKF 算法 .假设 当前 的 步 长 为 及 , 则 可 以 定义 下 面 的 六 个 ki 变量 


i—1 
ki = hf ( 十 Qihy, wk 十 三 sn , i=1,2,..……,6 (T7297) 
j=1 
式 中 , 杂 为 当前 计算 时 刻 ,中 间 参 数 ai, Bi 及 其 他 参数 由 表 7-1 给 出 ,其 中 , Qi, Bij 参数 对 又 称 为 
Dormand-Prince 对 。 这 时 下 一 步 的 状态 向 量 可 以 由 下 式 求 出 
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Th+1 = Tk + > jiki te 
【i 
表 7-1 四 阶 五 级 RKF 算法 系数 表 

a Bi Yi 党 

0 16/135 25/216 
1/4 1/4 0 0 
3/8 3/32 9/32 6656/12825 1408/2565 

12/13 ”1932/2197 ”一 7200/2197 7296/2197 28561/56430 2197/4104 

1 439/216 -8 3680/513  —845/4104 —9/50 —1/5 

1/2 —8/27 2 —3544/2565 1859/4104 ”一 11/40 2/55 0 


当然 , 直接 采用 这 一 方法 为 定 步 长 的 方法 ,在 实际 问题 中 往往 希望 在 一 些 情况 下 (如 解 变化 
很 快 时 ) 采 用 较 小 的 步 长 ,而 在 另 一 些 情况 下 (如 解 的 变化 很 缓慢 时 ) 采 用 较 大 的 步 长 ,这 样 做 既 
本 如 EE 抽 鸭 抽 记 3c RI 在 此 算法 中 ,定义 误差 向 量 


ex = 2o- Hk (7-2.9) 


可 以 由 其 大 小 改变 计算 步 长 ， 所 以 这 种 能 自动 变换 步 长 的 方法 又 称 为 自 适应 变 步 长 算法 。 

定 步 长 算法 相当 于 用 开 环 控制 的 思想 求解 微分 方程 , 选 定 步 长 后 将 不 考虑 计算 是 不 是 有 误 
差 ,也 不 考虑 误差 是 否 能 被 接受 ,一味 采用 单一 步 长 计算 全 程 。 而 变 步 长 算法 则 是 采用 由 误差 作 
为 监测 指标 的 闭环 控制 思想 ,在 计算 过 程 中 修正 步 长 ,使 得 预期 的 计算 精度 得 以 保证 ,同时 由 于 
采用 变 步 长 思想 ,所 以 大 部 分 问题 的 求解 时 间 将 明显 缩短 , 因为 在 计算 过 程 中 在 保证 计算 精度 
的 前 提 下 也 允许 大 步 长 。 
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(2) 基于 MATLAB 的 微分 方程 求解 函数 .MATLAB 下 求解 一 阶 微分 方程 组 初 值 问 题 数 值 
解 最 常用 的 方法 是 ode45() 函数 , 该 函数 实现 了 变 步 长 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算 法 ， 
可 以 采用 变 步 长 的 算法 求解 微分 方程 .该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ,微分 方程 应 该 用 MATLAB 函数 Fun 或 匿名 函数 按 指 定 的 格式 描述 , 有 关 该 函数 的 编写 方 
法 后 面 将 通过 例子 专门 介绍 , [to, 如 ] 描述 微分 方程 求解 的 区 间 , 如 果 只 给 出 一 个 值 姻 则 表示 初 
始 时 刻 为 如 = 0, 终 止 时 刻 为 如 的 问题 求解 .为 使 得 微分 方程 能 够 求解 ,还 应 该 已 知 初 值 问题 的 
初始 状态 变量 zo。 另 外 , 该 函数 还 允许 如 < 如 , 即 可 以 认为 如 为 终 值 时 刻 ,如 为 初始 时 刻 , ro 表 
示 状 态 变量 的 终 值 , 故 该 函数 可 以 直接 求解 终 值 问题 。 

除了 前 面 介绍 的 ode45() 之 外 ,类 似 的 函数 还 有 ode113, ode15s(),ode23() 等 ,它们 有 相 
同 的 调用 格式 ,但 相应 的 算法 是 不 同 的 。 

求解 一 阶 显 式微 分 方程 组 的 关键 是 用 MATLAB 语言 编写 一 个 函数 ,描述 需要 求解 的 微分 
方程 组 。 该 函数 的 入 口 应 该 为 


其 中 ,t 是 时 间 变 量 或 自 变量 , 即使 需要 求解 的 微分 方程 不 是 时 变 的 ,也 需要 给 出 t 占 位 , 否则 
MATLAB 在 变量 传递 过 程 中 将 出 现 问题 .变量 z 为 状态 向 量 , 返回 的 za 为 状态 向 量 的 导数 。 该 
函数 允许 求解 带 有 附加 变量 pi,p2,… ,pm 的 微分 方程 ,这 里 的 附加 变量 必须 与 微分 方程 求解 
程序 中 的 完全 对 应 。 

在 微分 方程 求解 中 有 时 需要 对 求解 算法 及 控制 条 件 进行 进一步 设置 ,这 可 以 通过 求解 过 程 
中 的 options 变量 进行 修改 .初始 options 变量 可 以 通过 odeset() 函数 获取 , 该 变量 是 一 个 结 
构 体 变量 ,其 中 有 众多 成 员 变 量 , 表 7-2 中 列 出 了 常用 的 一 些 成 员 变 量 。 修 改 该 变量 有 两 种 方式 ， 
其 一 是 用 odeset() 函数 设置 ;其 二 是 直接 修改 options 的 成 员 变量 例如, 若 想 将 相对 误差 设 
置 成 较 小 的 10-7, 则 需要 给 出 


表 7-2 常 微分 方程 求解 函数 的 控制 参数 表 


参数 名 参数 说 明 


RelTol 为 相对 误差 容许 上 限 ,默认 值 为 0.001( 即 0.1% 的 相对 误差 ), 在 一 些 特殊 的 微分 方程 求解 中 ,为 了 保 
证 较 高 的 精度 ,还 应 该 再 适当 减 小 该 值 

AbsTol 为 一 个 向 量 , 其 分 量 表示 每 个 状态 变量 允许 的 绝对 误差 ,其 默认 值 为 10-6。 当 然 可 以 自由 设置 其 值 ， 
以 改变 求解 精度 

MaxStep ”为 求解 方程 最 大 允许 的 步 长 

Mass 微分 代数 方程 中 的 质量 矩阵 ,可 以 用 于 描述 微分 代数 方程 

Jacobian ”为 描述 Jacobi 和 矩阵 函数 9f/9z 的 函数 名 ,如 果 已 知 该 Jacobi 和 矩阵 , 则 能 加 速 仿真 过 程 
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在 实际 求解 过 程 中 经 常 需要 定义 一 些 附 加 参数 ,这 些 参数 由 p1,p2,… ,pm 表示 , 在 编写 方 
程 函 数 时 也 应 该 一 一 对 应 地 写 出 .后 面 将 通过 例子 详细 介绍 相关 的 调用 格式 。 
| T1(t) = —Bz1(t) + x2(t)zs(t) 
例 7-10 假设 著名 的 Lorenz 模 型 的 状态 方程 表示 为 4 295(t) = 一 pr2(t) + pzra(t) 
Z(t) = 一 zi(bzo(t) + oz2(t) — zalt) 
其 中 , 设 B = 8/3,p = 10,0 = 28。 若 其 初 值 为 Z1(0) = z2(0) = 0, za(0) = e, 而 6 为 机 器 上 可 以 识别 
的 小 常数 , 如 取 一 个 很 小 的 正 数 e= 10-10, 试 求解 该 微分 方程 组 。 
解 该 方程 是 非 线性 微分 方程 ,所 以 不 存在 解析 解 ,只 能 用 数值 解法 求解 。 若 想 用 数值 算法 求解 该 微 
分 方程 ,可 以 按 下 面 的 格式 编写 出 一 个 匿名 函数 来 描述 系统 的 动态 模型 。 其 内 容 为 
>> f=@(t,x) [-8/3*x(1)+x(2)*#x(3); -10+X(2)+10+X(3); -x(1)*x(2)+28*x(2)-x(3)]; 
这 时 , 可 以 调用 微分 方程 数值 解 ode45() 函数 对 匿名 函数 描述 的 系统 进行 数值 求解 , 并 将 结 
果 进 行 图 形 显 示 
>> tn=100; x0=[0;0;1e-10]; [t,x]=ode45(f, [0,tn] ,x0); plot(t,x) % 求 方程 的 数值 解 
figure; plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3)); grid % 相 空 间 轨迹 三 维 图 
其 中 ,如 为 设 定 的 仿真 终止 时 间 ,zo 为 初始 状态 。 第 一 个 绘图 命令 绘制 出 系统 的 各 个 状态 和 时 间 关 
系 的 二 维 曲线 图 ,如 图 7-4(a) 所 示 ; 第 二 个 绘图 命令 则 可 以 绘制 出 三 个 状态 变量 的 相 空间 曲线 ,如 
图 7-4(b) 所 示 。 可 以 看 出 ,看 似 很 复杂 的 三 元 一 阶 非 线性 常 微分 方程 组 的 数值 解 问题 由 几 条 简单 直 
观 的 MATLAB 语句 就 求解 出 来 了 。 此 外 ,用 MATLAB 语 言 还 可 以 轻易 直观 地 将 结果 用 可 视 化 方 
式 直 接 显示 出 来 ,这 就 是 选择 MATLAB 语言 作为 本 书 主要 语言 的 原因 。 


20 40 60 80 100 -20 0 
(a) 状态 变量 的 时 间 响 应 图 (b) 相 空间 三 维 图 
图 7-4 Lorenz 方 程 的 仿真 结果 图 示 
其 实 ,观察 相 空间 轨迹 走行 的 最 好 方法 是 采用 comet3() 函数 绘制 动画 式 的 轨迹 , 故 可 将 最 后 一 
个 语句 改 成 comet3(x(:,1),x(: ,2),x(: ,3))。 


从 前 面 的 微分 方程 求解 实例 看 , 如 果 能 建立 一 个 描述 微分 方程 组 的 M 函数 或 匿名 函数 , 则 
调用 ode45() 可 以 立即 解 出 方程 的 数值 解 .可 以 看 出 ,编写 一 个 MATLAB 函数 来 描述 微分 方程 
是 常 微分 方程 初 值 问题 数值 求解 的 关键 。 

(3) MATLAB 下 带 有 附加 参数 的 微分 方程 求解 .在 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 求解 中 ， 
引入 附加 参数 的 目的 是 , 若 微分 方程 的 某 些 参数 可 以 选择 不 同 的 值 ,对 不 同 值 求解 时 考虑 附加 
参数 可 以 避免 每 次 修改 模型 文件 -例如 , 例 7-10 中 给 出 的 Lorenz 方 程 中 ,B,p,c 可 以 看 成 附加 参 
数 ,这 样 在 表示 它们 的 变化 时 ,无 须 修改 描述 原始 微分 方程 的 MATLAB 函数 , 而 只 需 在 调用 微 
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分 方程 求解 时 从 外 部 修改 它们 的 参数 即 可 。 

例 7-11 试 编写 带 有 附加 参数 的 MATLAB 函数 来 描述 例 7-10 中 的 Lorenz 方 程 ,并 利用 该 函数 研究 
分 别 求解 在 该 例 中 给 定 参 数 下 和 一 组 新 参数 二 2,p 二 5,0 一 20 下 Lorenz 方 程 的 数值 解 。 

解 选 定 附加 参数 为 B,p,a, 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 描述 给 出 的 常 微分 方程 组 


然后 求 取 方 程 的 数值 解 。 从 下 面 的 调用 格式 可 以 看 出 ,调用 函数 时 无 须 使 用 和 澡 数 本 身 完 全 一 致 的 
变量 名 ,只 要 对 应 关系 正确 就 可 以 了 。 在 ode45() 语句 中 , 空 矩 阵 表 示 使 用 默认 的 控制 模板 。 


有 了 带 有 附加 参数 的 微分 方程 M 函 数 后 ,就 可 以 在 其 他 参数 值 B,p,a 下 求解 微分 方程 , 而 无 须 
改变 lorenz1l.m 文 件 。 例 如 , 若 选 择 B 二 2,p 二 5,0 二 20, 则 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求 出 数值 解 ,这 样 
将 分 别 得 出 如 图 7-5(a)、(b) 所 示 的 二 维和 三 维 图 形 。 
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(a) 状态 变量 的 时 间 响应 图 (b) 相 空间 三 维 图 
图 7-5 新 参数 下 Lorenz 方 程 的 仿真 结果 图 示 
如 果 微 分 方程 比较 简单 , 则 可 以 采用 匿名 函数 的 形式 描述 该 方程 ,这 时 无 须 使 用 附加 变量 的 形 
式 , 因 为 匿名 函数 可 以 直接 使 用 MATLAB 工作 空间 中 的 变量 , 这 时 ,求解 语句 变 为 


7.2.4 微分 方程 数值 解 的 验证 

前 面 通 过 例子 曾 演 示 过 , 若 仿真 算法 和 控制 参数 选择 不 当 , 如 相对 误差 限 , 则 可 能 得 出 不 可 
信 的 结果 , 甚至 是 错误 的 结果 。 所 以 在 方程 求解 结束 之 后 ,应 该 对 仿真 结果 进行 检验 。 

在 实际 应 用 中 , 所 需求 解 的 问题 又 往往 不 存在 解析 解 , 怎么 检验 所 得 结果 的 正确 性 呢 ? 一 种 
可 行 的 方法 是 修改 仿真 控制 参数 , 如 可 以 接受 的 误差 限 , 例如 将 RelTol 或 AbsTol 选项 设置 成 
一 个 更 小 的 值 ,观察 所 得 的 结果 ,看 看 是 不 是 和 上 次 得 出 的 结果 完全 一 致 ,如 果 存 在 不 能 接受 的 
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差异 , 则 应 该 考虑 再 进一步 减 小 误差 限 ,另外 ,同样 的 问题 选择 不 同 的 微分 方程 求解 算法 也 可 以 
检验 所 得 结果 的 正确 性 。 


7.3 ”微分 方程 转换 


由 前 面 介绍 的 微分 方程 求解 函数 和 微分 方程 标准 型 可 见 , 如果 常 微分 方程 由 一 个 或 多 个 高 
阶 常 微分 方程 给 出 ,要 得 出 该 方程 的 数值 解 , 则 应 该 先 将 该 方程 变换 成 一 阶 常 微分 方程 组 .这 里 
将 分 以 下 几 种 情况 加 以 考虑 。 


7.3.1 单个 高 阶 常 微分 方程 处 理 方法 
假设 一 个 高 阶 常 微分 方程 的 一 般 形式 为 
ye = [Qe 


且 已 知 输出 变量 y(t) 的 各 阶 导数 初始 值 为 y(0),y (0),… ,VD(0), 则 可 以 选择 一 组 状态 变量 

Z1 二 YZ2 二 VV… ;Zn 二 Ym), 这 样 ,就 可 以 将 原 高 阶 常 微分 方程 模型 变换 成 下 面 的 一 阶 方 

程 组 形式 / 
| : (7-3-2) 

zh = f(t 1, 72,.. sn) 

且 初 值 zi(0) = y(0),z2(0) = (0),… ,zn(0) = yD(0)。 

例 7-12 已 知 y(0) = 一 0.2,y(0) = 一 0.7, 试 求 Van der Pol 方 程 V' 十 J( 恋 一 1)y 十 Y 二 0 的 数值 解 ， 

并 绘制 出 不 同 凡 参数 下 相 平面 曲线 。 

解 例 7-9 中 已 经 演示 过 ,该 方程 没有 解析 解 , 所 以 不 能 用 解析 方法 求解 该 方程 ,只 有 依靠 数值 解法 。 

因为 该 方程 不 是 由 MATLAB 直 接 可 解 的 一 阶 显 式微 分 方程 组 给 出 的 ,所 以 需要 对 该 方程 进行 变 

换 。 选 择 状态 变量 zl = 9,z2 一 多 , 则 原 方程 可 以 变换 成 


下 一 Z2 
这 里 的 凡是 一 个 可 变 参 数 ,如 果 对 每 一 个 要 研究 的 几 值 都 编写 一 个 函数 则 显得 不 方便 ,所 以 应 
该 采用 附加 参数 的 概念 将 几 的 值 传 给 该 函数 ,这 样 可 以 写 出 描述 此 模型 的 M 函数 为 
“>> f=@(t ,x,mu) [x(2); -mu*(x(1) 2-1)#x(2)-x(1)]; 久 带 附加 参数 的 匿名 函数 
可 见 , 在 函数 定义 时 多 了 一 个 mu 项 ,该 项 应 该 在 ode45() 函数 调用 时 传 给 匿名 函数 。 假 定 初 值 
为 了 = [一 0.2, 一 0.7]T, 则 最 终 的 求解 函数 格式 为 


这 样 ,在 几 一 12 时 的 时 间 响 应 曲线 和 相 平面 曲线 分 别 如 图 7-6(a)、(b) 所 示 。 

在 ode45() 调用 命令 中 的 附加 参数 个 数 应 该 和 方程 M 函 数 中 的 附加 参数 个 数 完 全 对 应 ,否则 
将 出 现 错误 结果 。 改 变 j4 的 值 , 令 j4 二 1000, 并 设 仿真 终止 时 间 为 3000, 则 可 以 采用 下 面 的 命令 求解 
相应 的 Van der Pol 方程 
>> tic, x0=[2;0]; tn=3000; mu=1000; [t,y]=0de45(f, [0,tn] ,x0, [] ,mu); toc 
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(a) 不 同 j 下 的 时 间 响 应 曲线 (b) 相 平面 曲线 


图 7-6 不 同 j 值 下 Van der Pol 方 程 解 


经 过 长 时 间 的 等 待 ,将 得 出 错误 信息 “Out of memory. Type HELP MEMORY for your 
options”。 事 实 上 , 由 于 变 步 长 所 采用 的 步 长 过 小 ,而 要 求 的 仿真 终止 时 间 比 较 大 ,导致 输出 的 Yy 憩 
阵 过 大 ,超出 了 计算 机 存储 空间 的 容 限 。 所 以 ,该 问题 不 适合 采用 ode45() 求解 。 

7.3.2 高 阶 常 微 分 方程 组 的 变换 方法 
这 里 以 两 个 高 阶 微分 方程 构成 的 微分 方程 组 为 例 介 绍 如 何 将 之 变换 成 一 个 一 阶 显 式 常 微 
分 方程 组 ,如 果 可 以 显 式 地 将 两 个 方程 写成 
Tm) 一 | Woo 
上 人 村 本 Bh 本 人 
区 
则 仍旧 可 以 选择 状态 变量 zi = zyza = zzm = ZTD, gmtl = Tm42 = Ys 
zm+tn 一 gm 3D) ,这 样 就 可 以 将 原 方程 变换 成 
2 
Th (a ta) (7-3-4) 
Tnt1 = Tm+2 


Tmntn = 9(t,T1, 72,°** ,Tm+n) 
再 对 初 值 进行 相应 的 变换 , 就 可 以 得 出 所 期 望 的 一 阶 微分 方程 组 了 。 下 面 将 通过 一 个 例子 演示 
常 微分 方程 组 的 转换 与 求解 。 
例 7-13 已 知 Apollo 卫 星 的 运动 轨迹 (ZT,Yy) 满足 下 面 的 方程 
{ z=2 top (r+)/r pr — p/n 
Y=-22 ty py/ py/r 
其 中 ,让 = 1/82.45,p* = 1 一 jr == V(z+J2 十 凶 ,ra = V(z 一 Ar)2 十 欠 , 试 在 初 值 z(0) = 
1.2,2z/(0) = 0,y(0) = 0,y(0) = 一 1.04935751 下 进行 求解 ,并 绘制 出 Apollo 位 置 的 (z, 幼 轨迹 。 
解 选择 一 组 状态 变量 zl = Tiz2 一,z3 二 Y,T4 二 ,这 样 就 可 以 得 出 一 阶 常 微分 方程 组 为 


到 一 72 
19 =274+71— p(T1 + /TAT1 — 7)/T3 
2 = 


T4 = —272+ Ta — pra/r? — Lra/r3 
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式 中 ,ni 一 Vl 十 由 2 十 到 ,人 = VC —1)?+23, p=1/82.45,p* =1— ke 
由 于 该 模型 需要 首先 计算 中 间 变 量 rl,ra, 所 以 不 适合 使 用 匿名 函数 的 形式 描述 ,只 能 用 M 函数 
的 方式 描述 原 方程 


调用 ode45() 函数 可 以 求 出 该 方程 的 数值 解 


得 出 的 轨迹 如 图 7-7(a) 所 示 , 通过 计算 共 得 出 689 个 数据 点 , 耗 时 0.014s。 

其 实 , 这 样 直接 得 出 的 Apollo 轨 道 是 不 正确 的 ,因为 这 时 ode45() 函数 选择 的 默认 精度 控制 
RelTol 设置 得 太 大 ,从 而 导致 较 高 的 误差 传递 。 可 以 减 小 该 值 ,直至 减 小 到 10-6, 使 用 下 面 的 语句 进 
行 仿真 研究 


得 出 的 轨迹 如 图 7-7(b) 所 示 , 得 出 数据 点 1873 个 , 耗 时 0.067s。 可 见 ,在 新 的 默认 精度 下 结果 是 完全 
不 同 的 。 这 时 ,再 进一步 减 小 精度 控制 误差 限 也 不 会 有 太 大 的 改进 了 。 所 以 在 仿真 结束 后 有 时 有 必要 
减 小 精度 误差 限 RelTol, 看 看 得 出 的 结果 是 否 还 相同 ,用 这 样 的 方法 检验 数值 解 的 正确 性 。 


1 1 
0.5 0.5 
0 0 
-0.5 -0.5 
<- = 
本 有 本 二 i 
(a) 默认 控制 参数 下 的 仿真 结果 (错误 结果 ) (b) 改变 精度 设置 后 的 结果 


7-7 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨 迹 图 
用 下 面 的 MATLAB 命令 还 求 出 求解 全 程 所 采用 的 最 小 步 长 的 值 为 1.8927x10-4, 并 可 以 绘制 
出 计算 步 长 的 曲线 ,如 图 7-8 所 示 。 


从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 变 步 长 算法 的 意义 , 即 在 需要 小 步 长 时 取 小 步 长 , 而 变化 缓慢 时 取 大 步 
长 计算 ,这 样 就 可 以 保证 以 高 效率 求解 方程 。 

由 给 出 的 计算 步 长 图 可 以 看 出 ,部 分 时 间 自 用 了 大 于 0.04 的 步 长 ,这 是 一 般 定 步 长 计算 问题 求 
解 中 不 敢 用 的 大 步 长 。 为 了 保证 某 些 具体 时 间 点 上 的 计算 精度 ,还 会 自动 采用 2 x 10-4 的 小 步 长 。 换 
言 之 ,在 这 些 点 上 如 果 采 用 比 该 值 大 的 步 长 , 则 计算 误差 就 不 能 保证 在 10-6 之 下 。 考 虑 定 步 长 计算 
的 方式 ,如果 想 保证 10-6 之 下 的 误差 ,全 程 选择 的 步 长 就 应 该 是 这 样 的 值 ,这 样 计算 的 点 就 要 达到 
105 个 ,是 变 步 长 算法 的 56 倍 。 
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5 10 15 20 
7-8 仿真 过 程 中 的 计算 步 长 


例 7-14 试用 定 步 长 的 四 阶 Runge-Kutta 莫 法 求解 Apollo 微分 方程 。 

解 用 定 步 长 的 方法 求解 微分 方程 将 面临 两 个 问题 :(1) 如 何 选择 步 长 ;(2) 如 何 确保 求解 的 精度 。 前 
一 个 问题 可 以 通过 试 凑 的 方法 ,从 步 长 选择 的 角度 看 ,选择 很 小 的 步 长 对 保证 求解 精度 有 利 ,但 计算 
量 会 明显 增加 。 对 前 面 介 绍 的 Apollo 轨 迹 方程 ,可 以 试 着 选择 步 长 为 0.01, 则 用 下 面 语句 可 以 求解 微 
分 方程 ,并 绘制 出 Apollo 轨 迹 曲线 ,如 图 7-9(a) 所 示 。 所 需求 解 时 间 为 0.053s。 


显而易见 ,这 样 求解 的 结果 是 错误 的 ,应 该 采用 更 小 的 步 长 求解 , 直至 选择 步 长 为 0.001, 则 可 以 
求解 微分 方程 ,并 绘制 出 更 精确 的 轨迹 曲线 ,如 图 7-9(b) 所 示 , 但 求解 时 间 达 到 0.84s, 是 变 步 长 算法 
的 13 倍 。 


100 1 
50 0.5 
0 0 
-50 -0.5 
100 -1 
一 100 -50 0 50 100 二 1 1.5 
(a) 步 长 为 0.01 (b) 步 长 为 0.001 


图 7-9 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 
其 实 , 上 面 的 结果 在 某 些 点 上 严格 说 来 仍 不 能 满足 10-8 的 误差 限 ,只 是 形似 变 步 长 得 出 的 结 
果 , 所 以 在 求解 常 微分 方程 组 时 建议 采用 变 步 长 算法 ,而 没有 必要 自己 按照 数值 分 析 类 课程 中 介绍 
的 定 步 长 算法 去 编写 程序 求解 。 
如 果 两 个 高 阶 微分 方程 都 同时 隐 式 地 含有 z(m) 和 yl" 项 , 则 首先 需要 对 之 进行 相应 的 处 
理 ,然后 再 用 上 述 方法 进行 最 终 变换 。 下 面 将 通过 一 个 例子 加 以 说 明 。 
例 7-15 假设 系统 模型 以 二 元 方程 组 形式 如 下 给 出 , 试 将 其 转换 成 一 阶 微分 方程 组 。 


t= 
zy +3zy + zy -y=$5 
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解 可 见 , 这 两 个 方程 均 同时 含有 Zz” 和 WW'， 所 以 仍 可 以 选择 一 组 状态 变量 ZT1 二 7,7T2 一 ,za 一 
包 z4 一 多 ,其 目的 是 先 消去 其 中 一 个 高 阶 导 数 ,求解 第 一 个 式 子 ,得 出 多 二 YZ 十 2 /2, 然后 将 它 代 
入 第 二 个 式 子 中 ,可 以 解 出 z” 为 2”== (2y 十 10 一 2zy 一 6zz'y)/(2y 十 37'), 这 样 可 以 写 出 其 状态 
方程 表示 为 25 二 (2za 十 10 一 2zlz4 一 6zlzo74)/(2z4 十 3z?), 将 上 面 的 结果 再 代入 区 的 方程 中 ,得 
24 二 (za 十 5 一 2174 十 22173)/(274 十 372), 综 上 所 述 ,可 以 列 写 出 方程 的 一 阶 微分 方程 组 表示 为 
ZT1 = 72 
19 = (273 十 10— 2z174 — 6717274)/(274 + 372) 
动 一 列 
克 一 (za 十 5 一 zlz4 十 2zlz3)/(2z4 + 372) 
事实 上 ,这样 的 方程 还 是 不 太 容 易手 工 求 解 的 ,但 可 以 依赖 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 来 求解 
该 问题 。 为 了 方便 求解 起 见 , 记 dx=z/,dy= 多 ,这 样 ,dx 和 dy 实际 上 还 是 z2 和 24, 故 可 以 用 下 面 的 
语句 得 出 方程 的 解 , 这样 可 以 直接 求解 出 和 前 面 完 全 一 致 的 结果 。 
>> syms xl x2 x3 x4 dx dy % 声明 符号 变量 
[dx ,dy]=solve (dx+2*x4*x1==2*dy, dx*x4+3*x2*dy+x1*x4-Xx3==5, [dx,dy]) % 解 代数 方程 


对 于 更 复杂 的 问题 来 说 ,手工 变换 的 难度 将 很 大 ,所 以 如 果 可 能 , 可 以 采用 计算 机 去 求解 有 
关 方 程 , 获得 解析 解 。 如 果 不 能 获得 方程 的 解析 解 ,也 需要 在 描写 一 阶 常 微分 方程 组 时 列 写 出 式 
子 , 得 出 问题 的 数值 解 。 
7.3.3 和 矩阵 微分 方程 的 变换 与 求解 方法 

在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 和 矩阵 形式 的 微分 方程 模型 ,如 在 机 器 人 等 学 科 中 的 Lagrange 方 程 ， 
对 应 的 微分 方程 为 下 面 的 矩阵 微分 方程 

MX"+CX'+KX = Fult) (7-3-5) 

其 中 , M,C,K 为 n xn 和 矩阵 ,处 ,下 均 为 n x 1 列 向 量 ,. 引 入 z1 = 六 ,xz2 = 一天, 则 zl = zz， 
Z2/ 二 四 “由 式 (7-3-5) 可 见 , 叉 ”= 二 M1[Fu(t) 一 CX' 一 KX]。 这 样 选择 状态 变量 z = 
[xz 了 ,23]T, 则 可 以 写 出 系统 的 状态 方程 模型 


ZT2(t) 


0)= | Mi[Fu(t) — C2(t) — Ki(t)] 
可 见 , 该 微分 方程 是 关于 z(t) 列 向 量 的 一 阶 显 式 微分 方程 组 ,所 以 可 以 通过 MATLAB 提 
供 的 函数 直接 求解 .下 面 将 通过 例子 给 出 问题 的 求解 方法 。 
例 7-16 已 知 二 级 倒立 摆 系 统 的 数学 模型 由 下 式 给 出 四 
MI(0)0" + C(0,0)0' = F(O) 
其 中 ,9 二 [a,01,02]T， 且 a 为 小 车 位 置 ,91,02 分 别 为 下 摆 杆 .上 摆 杆 与 委 直 方向 的 天 角 , 倒 立 摆 系 统 
的 各 个 短 阵 为 me 二 ml 二 ma (0.5mal 十 ma)Licosbl 0.5maFacospbo 


z'( (7-3-6) 


MI(0)= | (0.5m1 + m2)L1 cosO1 (m1/3+ mo)L? 0.5m2L1L2 cos 01 
0.5m2L2 cos 02 0.5m2L1iL2 cosO1 m2L2/3 


0 
C(6,6') = E 


—(0.5m1 + m2) L104 sinO1 —0.5m2L20s sin bo 
0 
0 —0.5m2LiL201 sin(01 一 02) 


0.5m2L1L20, sin(01 — 02) 
0 
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u(t) 
五 (9) = | (0.5m1 + m2)LigsinO 
0.5m2L2ogsin 92 


已 知 二 级 倒立 摆 的 参数 为 m。 二 0.85kg, m1 = 0.04kg, m2 = 0.14kg, Li = 0.1524m, L2 = 


0.4318m, 试用 数值 方法 求解 系统 的 阶 跃 响应 。 

解 可 见 , 因 为 系数 矩阵 WM(01,go),C(bi,ga) 和 正 (0i,go) 都 含有 状态 变量 严 的 非 线 性 项 ,如 bi 的 正 
弦 余 弦 项 等 ,所 以 原来 的 系统 是 非 线 性 微分 方程 引入 附加 参数 zl 二 9,za 二 9', 并 构造 状态 变量 
Zz 二 [wT,2w3]T, 则 可 以 用 下 面 的 语句 描述 上 述 的 一 阶 显 式 微分 方程 模型 


车 用 阶 跃 信号 激励 该 系统 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 方程 的 数值 解 ,如 图 7-10 所 示 。 


2 10 
a a’ 
0 0 
2 
- -10 
04 党 
4 4 
本 -20 
= -30 
0 0.1 02 03 0.4 0.5 0 0.1 02 03 0.4 0.5 
(a) 9 曲线 (b) 9' 曲线 


7-10 二 级 倒立 摆 的 阶 跃 响应 曲线 


值得 指出 的 是 , 由 于 二 级 倒立 摆 系 统 是 自然 不 稳定 系统 ,所 以 若 给 系统 施加 阶 跃 输入 是 没有 任 
何 意义 的 ,应 该 给 其 施加 某 些 控制 才能 使 其 到 达 稳 定 状态 。 


另外 ,如 果 各 个 矩阵 RM, C, 下 与 五 均 和 如 无 关 , 则 该 微分 方程 为 线性 微分 方程 ,还 可 以 通 
过 简单 的 变换 将 其 改写 为 相应 的 线性 状态 方程 模型 为 


[|- :| Ts | [29 本 [| ult) (7-3.7) 
zt) em MiC | | zt) MiF 


第 7 章 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 2654 


Riccati 微 分 方程 是 另 一 类 常见 的 矩阵 微分 方程 ,其 一 般 形 式 为 
P'(t) = ATP(t) + P(t)A + P(t)BP(t)+C (7-3-8) 
其 中 ,B,C 为 对 称 和 矩阵。 已 知 该 微分 方程 在 某 一 个 时 刻 刀 的 值 己 (加 ) ,需要 求 出 在 时 间 段 (to, 如 ) 
内 的 数值 解 。 求 解 这 样 的 方程 同样 需要 转换 成 向 量 型 一 阶 显 式微 分 方程 组 , 然后 进行 求解 .这 就 


需要 向 量 和 抢 阵 的 相互 转换 , 可 以 由 reshape() 函数 将 向 量 转换 成 矩阵 ,或 由 4(:) 将 矩阵 展 
成 列 向 量 。 可 以 编写 一 个 通用 的 描述 Riccati 微分 方程 的 MATLAB 函数 


这 样 用 下 面 的 语句 就 可 以 调用 ode45() 函数 来 求解 Riccati 微 分 方程 .注意 ,在 微分 方程 求 
解 函数 (如 ode45() ) 调 用 语句 中 , 允许 终止 时 间 小 于 起 始 时 间 。 
~ [é,p]=ode45(@ric_de,[t1,0],Pi(:),options,A,B,C) 


例 7-17 若 已 知 某 Riccati 微分 方程 中 矩阵 及 初 值 如 下 , 试 求解 该 方程 


B17 0 0 0 是 县 和 1 0 0 
对 = = Bs 4 2 C= 0 BOMs= 6 
一 0 9002 和 1 0 0 4 0 0 5 


解 先 输入 这 些 矩阵 , 然后 即 可 求解 该 微分 方程 ,得 出 的 结果 如 图 7-11 所 示 。 


Ppa3(t) 
4 
3 
a 
. ) 


上 = 

P12(t) = p21(t) 

0 0.1 02 03 0.4 0.5 
图 7-11 Riccati 微 分 方程 的 数值 解 


以 得 出 的 t= 二 0 时 刻 的 解 为 初 值 重 新 求解 该 微分 方程 , 则 可 以 得 出 和 前 面 完全 一 致 的 结果 。 


7.4 特殊 微分 方程 的 数值 解 


从 7.2 节 的 介绍 和 例子 看 ,一 般 常 微分 方程 组 均 可 以 转换 成 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 ,然后 通 
过 给 定 的 算法 及 MATLAB 求 解 函 数 ,如 ode45() 直接 求 出 方程 的 数值 解 .从 前 面 的 例子 还 可 以 
看 出 ,ode45() 函数 有 时 失效 ,所 以 应 该 引入 一 类 方程 , 即 刚性 微分 方程 的 专门 求解 函数 来 解决 
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这 样 的 问题 .另外 ,微分 代数 方程 - 隐 式 微分 方程 等 也 是 需要 引入 的 微分 方程 类 型 ,它们 的 求解 
将 弥补 ode45() 函数 本 身 的 不 足 , 本 节 将 着 重 介绍 这 些 方程 的 求解 问题 。 
7.4.1 刚性 微分 方程 的 求解 

在 许多 领域 中 ,经 常 遇 到 一 类 特殊 的 常 微分 方程 ,其 中 一 些 解 变化 缓慢 , 另 一 些 变化 快 , 且 
相差 较 悬 殊 , 这 类 方程 常常 称 为 刚性 方程 ,又 称 为 sti 和 方程 .刚性 问题 一 般 不 适合 由 ode45() 这 
类 函数 求解 ,而 应 该 采用 MATLAB 求解 函 数 ode15s() ,其 调用 格式 和 ode45() 完全 一 致 。 


例 7-18 试 求解 凡 = 1000 时 Van der Pol 方 程 的 数值 解 。 
解 仿照 前 面 的 例子 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 ,在 1.87s 内 可 以 得 出 方程 的 数值 解 


可 见 ， 用 刚性 方程 求解 函数 可 以 快速 求 出 该 方程 的 数值 解 ,并 将 两 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 分 别 
绘制 出 来 ,如 图 7-12 所 示 。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 ,zi(t) 曲线 变化 较 平滑 ,而 za(t) 变化 在 某 些 点 上 
较 快 ,所 以 当 /4 二 1000 时 ,Van der Pol 方程 属于 典型 的 刚性 方程, 应 该 采用 刚性 方程 的 函数 求解。 


2 2000 

1 1000 

0 0 

二 —1000 | | 

才 —2000 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 5s00 1000 1500 2000 2500 3000 
(a) 状态 变量 z1(t) (b) 状态 变量 z2(t) 


图 7-12 j= 1000 时 Van der Pol 方 程 的 解 
例 7-19 在 传统 的 有 关 常 微分 方程 数值 解 的 教科 书 回 中 ,都 认为 下 面 的 微分 方程 是 刚性 的 


-21 19 -20 . 
y=| 1 -21 20 |y, w=|0 


40 -40 -40 二 


试用 MATLAB 语言 求解 该 微分 方程 。 
解 该 方程 的 解析 解 可 以 通过 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 语句 直接 求 出 


0.5e-2t — 0.5e—40t(cos 40t + sin 40t) 
ea0t(sin 40t — cos 40t) 
现在 考虑 该 问题 的 数值 求解 方法 。 根 据 原 始 问题 ,可 以 立即 写 出 该 模型 的 匿名 函数 ,再 利用 下 面 
的 MATLAB 语句 ,可 以 得 出 方程 的 数值 解 


原 方程 的 解析 解 为 De pe at 
y(t) = | | 
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原 方程 的 解析 解 和 数值 解 如 图 7-13(a) 所 示 。 可 以 看 出 ,问题 的 数值 解 的 精度 比较 高 ,计算 速度 
相对 也 较 快 ,但 从 这 里 似乎 看 不 出 原 问题 的 刚性 所 在 。 究 其 原因 ,因为 在 MATLAB 下 采用 了 变 步 长 
的 算法 , 它 可 以 依照 要 求 的 精度 自动 地 修正 步 长 ,所 以 感受 不 到 它 是 个 刚性 问题 。 

如 果 采 用 定 步 长 方法 ,利用 前 面 编写 的 四 阶 Runge-Kutta 定 步 长 算法 程序 rk_4(), 再 用 下 面 的 
语句 就 能 求解 原 方程 了 
>> tic, [t2,y2]=rk_4(f,[0,1,0.01], [1;0;-1]); toc; plot(t,y1,t2,y2,'——") 

这 样 得 出 的 曲线 与 解析 解 的 对 比 见 图 7-13(b)。 从 计算 的 结果 看 ,显然 采用 定 步 长 的 算法 在 取 较 
大 的 步 长 时 ,得 出 的 解 是 不 正确 的 。 减 小 步 长 时 ,直至 减 小 到 0.0001 时 , 仍 能 从 得 出 的 结果 看 出 与 解 
析 和 解 的 差距 ,而 这 时 的 计算 时 间 为 26s, 是 前 面 ode45() 变 步 长 算法 所 需 时 间 的 162 倍 。 所 以 在 实际 
应 用 中 最 好 采用 变 步 长 算法 。 


0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 
(a) 变 步 长 算法 的 解 (b) 定 步 长 算法 的 解 
7-13 给 定 的 传统 刚性 问题 解法 比较 


从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ,这 三 条 曲线 的 变化 速度 差别 不 是 特别 悬殊 ,在 以 前 计算 能 力 受 限时 被 
误 认为 是 刚性 问题 ,而 在 MATLAB 下 则 可 以 由 普通 的 函数 求解 。 

由 此 可 以 得 出 结论 ,许多 传统 的 刚性 问题 采用 MATLAB 的 普通 求解 函数 就 可 以 直接 解 出 ， 
而 不 必 刻 意 地 去 选择 刚性 问题 的 解法 ,当然 ,在 有 些 问 题 的 求解 中 确实 需要 采用 刚性 问题 的 解 
法 ,这 将 在 例 7-20 中 加 以 说 明 。 

;#2 | WM =0.04(1 —y)— (1— ya)y +0.0001(1 — yo)? 

例 7-20 | 太一 10 负 十 3000(1 一 坊 )>， 
的 初 值 为 Wi(0) = 0,yo(0) = 1。 取 计算 区 间 为 te (0, 100), 试 选择 合适 的 算法 得 出 该 方程 的 数值 解 。 
解 根据 给 出 的 微分 方程 ,可 以 写 出 其 匿名 函数 ,再 给 出 下 面 的 语句 


其 中 ,该 方程 


经 过 大 约 14s 的 等 待 ,可 以 得 出 原 问 题 的 数值 解 ,如 图 7-14(a) 所 示 。 可 以 看 出 ,调用 普通 的 解法 
二 数 ode45() 计算 所 需 的 时 间 过 长 ,计算 的 点 高 达 356941 个 ,对 这 个 例子 来 说 ,计算 的 点 高 达 35 万。 
再 分 析 变 步 长 解法 所 使 用 的 步 长 ,语句 如 下 
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>> [min(diff(t2)), max(diff(t2))], plot(t2(1:end-1)，diff(t2)) % 步 长 变换 
则 可 以 看 出 ,由 于 设 定 的 精度 要 求 较 高 ,不 得 不 采用 小 步 长 来 解决 问题 实际 的 步 长 如 图 7-14(b) 所 
示 。 可 见 在 大 部 分 时 间 内 ,所 采用 的 步 长 小 于 0.0002, 这 使 得 解 题 时 间 大 大 增加 。 


Xx10 
3 
0.6 


0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 
(a) 微分 方程 解 (b) 求解 过 程 的 步 长 
图 7-14 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 法 结果 


考虑 用 ode15s() 替代 ode45(), 则 耗 时 0.18s, 计 算 点 个 数 为 612, 并 可 以 得 出 方程 的 数值 解 。 可 
见 ,求解 时 间 大 大 减 小 ,效率 提高 了 77.8 倍 ,得 出 的 曲线 则 几乎 完全 一 致 。 
>> opt=odeset; opt.RelTol=1e-10; opt.AbsTol=le-10; % 输 入 控制 参数 
tic, [t1,y1]=odel5s(f,[0,100] , [0;1] ,opt); toc, length(t1), plot(t1,y1) 


7.4.2 隐 式 微分 方程 求解 

所 谓 隐 式 微分 方程 就 是 那些 不 能 转换 成 式 (7-2-1) 中 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 微分 方程 。 
MATLAB 语 言 早期 版 本 中 未 提供 能 直接 求解 隐 式 微分 方程 的 算法 及 函数 ,所 以 仍 可 以 借用 显 
式微 分 方程 求解 的 函数 来 求解 这 类 问题 ,本 节 将 通过 两 个 例子 来 演示 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 
与 应 用 。 
例 7-21 给 定 如 下 隐 式 微分 方程 , 且 已 知 Tl(0) = za(0) = 0, 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 


Z41sin zl 十 Zecosz2 十 Z1 一 工 
一 Z4cosT2 十 Z2sinzil 十 Z2 一 0 


解 令 z = [zi,z2]T, 则 可 以 将 原 方程 改写 成 给 阵 形式 A(Zz)z' 二 BB(Z), 其 中 


一 cosT2 sinz1 一 Z2 

如 果 能 证 明 4(z) 为 非 厅 异 的 矩阵 , 则 直接 能 将 该 方程 变换 成 标准 的 一 阶 显 式微 分 方程 组 的 
形式 , 即 z' 二 4-1(z) 妃 (z), 套 用 MATLAB 函数 即 可 求解 对 应 的 方程 。 事 实 上 , 由 于 无 法 严格 证 明 
4(z) 天 阵 是 非 奇 异 答 阵 , 故 可 以 大 胆 地 假设 该 矩阵 为 非 夺 异 矩阵 ,利用 MATLAB 语言 试 解 该 方程 ， 
如 果 在 求解 过 程 中 不 出 现 4(z) 为 奇异 矩阵 的 警告 信息 , 则 说 明 对 求 出 的 解 不 存在 4(z) 为 奇异 矩 
阵 的 现象 ,得 出 的 解 是 有 效 的 。 若 求解 过 程 中 确实 出 现 奇异 矩阵 警告 , 则 得 出 的 解 没有 实际 意义 。 

对 于 这 里 要 研究 的 隐 式 微分 方程 模型 ,可 以 用 匿名 函数 描述 原 微 分 方程 ,这 样 ,可 以 给 出 下 面 的 
命令 求解 方程 

>> f=@(t,x)inv([sin(x(1)) cos(x(2)); -cos(x(2)) sin(x(1))])*[1-x(1); -x(2)]; 
opt=odeset; opt.RelTol=1e-6; [t,x]=0de45(f, [0,10],[0; 0] ,opt); plot(t,x) 
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同时 将 绘制 出 状态 变量 的 时 间 曲 线 , 如 图 7-15 所 示 。 在 求解 的 过 程 中 也 没有 得 出 有 关 短 阵 奇 异 
的 错误 信息 , 故 得 出 的 结果 是 可 信 的 。 


ZT1(t) 


z2(t) 


0 2 4 6 8 10 


7-15 隐 式 方程 的 时 间 响应 曲线 


例 7-22 前 面 的 例子 很 简单 , 可 以 将 其 立即 变换 成 显 式微 分 方程 。 现 在 考虑 一 个 更 复杂 的 隐 式 微分 方 
程 组 ,如 下 所 示 。 假 设 该 方程 初始 状态 为 zw 二 [1,0,0,1]T, 试 求 取 该 微分 方程 的 数值 解 。 
T'siny +Y? = —27ye-” + Zr"y 
{ TT"! + cosy’ = yr'e 
解 可 以 仍然 选 定 状态 变量 zl 二 Ziza 二 1/23 一 纺 Z4 二 ,这 样 仍然 有 4 二 172,24 一 Z4。 显 然 ,并 
不 可 能 像 例 7-15 那样 解析 地 求解 方程 ,得 出 29 和 24 的 显 式 表达 式 ,但 可 以 讨论 该 方程 组 数值 解 的 
方法 ,对 每 组 状态 变量 z 得 出 它们 的 值 。 
由 原来 给 出 的 方程 ,假设 pi = z/,pa = 多 , 则 可 以 将 原 方程 改写 成 
pisinz4 十 到 十 2zlzae-z2 一 ZlplZ4 一 0 
ZT1P1p2 十 cosp2 一 3za7o2e “1 一 0 
依据 该 方程 可 以 得 出 如 下 的 MATLAB 语句 ,从 而 写 出 相应 的 函数 来 描述 微分 方程 。 


进入 该 函数 时 ,由 状态 变量 一 和 新 定义 的 Pi,pa 可 以 写 出 匿名 函数 ,描述 未 知 量 pi 代入 方程 
后 两 个 方程 的 误差 ,而 这 里 作 是 作为 已 知 的 附加 参数 给 出 的 。 微 分 方程 求解 程序 每 次 调用 这 个 原 
型 函数 时 均 求 解 一 次 关于 pi 的 代数 方程 ,得 出 的 结果 p1, po 实际 上 就 是 ,34, 这样 就 可 以 构造 出 
微分 方程 对 应 的 状态 变量 的 导数 。 在 求解 代数 方程 中 使 用 了 一 个 小 技巧 , 即 代数 方程 的 初 值 选择 
D1(0) = ztypa(0) = za 这样 会 使 得 代数 方程 收 爷 速度 和 精度 都 加 快 。 

建立 起 微分 方程 模型 后 ,就 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 求解 微分 方程 ,并 绘制 出 状态 变量 的 时 间 
曲线 ,如 图 7-16 所 示 。 
>> [t,x]=odei5s(@c7Timpode,[0,2],[1,0,0,1]); plot(t,x) 


MATLAB 函数 ode15i() 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 的 求解 . 若 隐 式 微分 方程 为 
Fl[t, z(t), z(t)] =0, 且 x2(0) = x0, 7’(0) = x6 (7-4-1) 
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0 0.5 1 15 2 
图 7-16 隐 式 方程 的 时 间 响 应 曲线 

则 可 以 编写 一 个 函数 fun() 描述 该 隐 式 微分 方程 ,然后 用 decic() 函数 求 出 未 完全 定义 的 初 值 

条 件 ,再 调用 ode15i() 函数 即 可 以 求解 该 隐 式 微分 方程 如 下 


隐 式 微分 方程 不 同 于 一 般 显示 微分 方程 ,求解 之 前 需要 给 出 (zo, z0), 它 们 不 能 任意 赋值 ， 
只 能 有 nn 个 是 独立 的 ,其 余 的 需要 用 隐 式 方程 求解 , 否则 将 可 能 出 现 矛 盾 的 初始 条 件 。 所 以 在 实 
际 求解 过 程 中 , 如 果 不 能 确定 x6 值 , 则 应 该 先 调用 decic() 函数 得 出 相 容 的 初 值 在 函数 调用 
中 (zo, zg) 为 任意 给 定 的 初 值 , z8 和 zw 信 均 为 n 维 列 向 量 ,其 值 为 1 表示 需要 保留 的 初 值 ,为 0 
表示 需要 求解 的 初 值 项 ,通过 方程 求解 将 得 出 相 容 的 初 值 ri, z'0, 该 初 值 可 以 直接 用 于 隐 式微 
分 方程 求解 函数 ode15i() 。 下 面 将 通过 具体 例子 演示 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 。 


例 7-23 试用 隐 式 微分 方程 求解 的 方法 解 出 例 7-22 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 。 
解 选择 状态 变量 zl = zza 一 z/,za 二 y,T4 一 凡 , 则 原 方程 可 以 变换 成 隐 式 方程 标准 型 
下 一 zz 一 0 
29 sin z4 十 z 中 十 2e-?azl73 — T1774 一 0 
74—74=0 
TI1TITI + COsT4 一 3e T7372 =0 


这 样 ,可 以 编写 出 如 下 所 示 的 描述 隐 式 微分 方程 的 MATLAB 函数 并 求解 微分 方程 


其 中 , 初 值 z0 与 前 面 例子 中 一 致 .为 得 到 相 容 的 一 阶 微分 向 量 初 值 , 可 以 设置 2 为 么 向 量 ,表示 0 
初 值 需要 保留 , 而 az 人 应 该 设置 成 零 向 量 , 表 示 一 阶 微分 初始 向 量 应 该 根据 需要 重新 计算 。 通 过 上 述 
运算 可 以 得 出 兼容 的 2 二 [0,1.6833,1, 一 0.5166] 了 ,这 样 调用 上 面 的 语句 即 可 以 求解 隐 式 微分 方程 ， 
且 可 绘制 出 该 方程 解 的 时 间 曲 线 ,和 图 7-16 中 给 出 的 曲线 完全 一 致 
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7.4.3 微分 代数 方程 的 求解 


在 前 面 的 介绍 中 ,所 介绍 的 常 微分 方程 数值 解法 主要 是 针对 能 够 转换 成 一 阶 常 微分 方程 组 
的 类 型 ,假设 其 中 的 一 些微 分 方程 退化 为 代数 方程 , 则 用 前 面 介绍 的 算法 无 法 求解 ,必须 借助 微 
分 代数 方程 的 特殊 解法 。 

所 谓 微分 代数 方程 (differential algebraic equation, DAE), 是 指 在 微分 方程 中 , 某 些 变 量 间 
满足 某 些 代数 方程 的 约束 ,所 以 这 样 的 方程 不 能 用 前 面 介绍 的 常 微 分 方程 解法 直接 进行 求解 。 
假设 微分 方程 的 更 一 般 形式 可 以 写成 


Mbz)z' = f(t,z) (7-4-2) 


描述 f(t,z) 的 方法 和 普通 常 微分 方程 完全 一 致 ,而 对 真正 的 微分 代数 方程 来 说 , M(t z) 矩阵 
为 奇异 矩阵 , 在 微分 代数 方程 求解 程序 中 应 该 由 求解 选项 中 的 成 员 变 量 Mass 来 表示 该 矩阵 , 考 
虑 了 这 些 因 素 则 可 以 立即 求解 方程 的 解 了 。 
例 7-24 考虑 下 面 给 出 的 微分 代数 方程 

24 = 一 0.271 + z273 + 0.3z172 

2 = 2zlzo — 57273 一 2z3 

| 8 人 十 2 十 和 一 

并 已 知 初始 条 件 为 Z1(0) = 0.8,za(0) = zs(0) = 0.1, 试 求 取 该 方程 的 数值 解 。 
解 可 以 看 出 ,最 后 的 一 个 方程 为 代数 方程 , 可 以 视 之 为 三 个 状态 变量 间 的 约束 关系 。 用 矩阵 的 形式 
可 以 表示 该 微分 代数 方程 为 


| —0.271 十 ToT3 + 0.37172 
0 1 0||z|=| 2r172 — 5r27r3 — 273 
0 0 0| |zs Z1 十 Z2 十 Z3 一 1 


这 样 就 可 以 写 出 相应 的 MATLAB 函数 如 下 


可 以 将 MI 矩阵 输入 给 MATLAB 工作 空间 ,并 在 命令 窗口 中 给 出 如 下 命令 ,由 上 面 的 语句 可 以 
得 出 此 微分 代数 方程 的 解 ,如 图 7-17 所 示 。 


事实 上 , 有 些微 分 代数 方程 可 以 转换 成 常 微分 方程 求解 。 例 如 ,在 本 例 中 ,可 以 从 约束 式 子 中 求 
出 za 人 6) 二 1 一 zw1(t) -za 人 ,将 其 代入 其 他 两 个 微分 方程 式 子 , 则 有 


ZT4 = —0.221+ 22[l — z1(t) — z2(t)] + 0.37172 
79 = 27172 — 572[1 — 21(t) — 22(t)] 一 2z3 


根据 该 方程 可 以 写 出 匿名 函数 描述 微分 方程 


这 样 则 可 以 用 下 面 的 命令 求解 变换 后 的 微分 方程 组 ,从 而 最 终 得 出 原 微分 代数 方程 的 解 ,所 得 
出 的 解 与 前 面 的 直接 解法 得 出 的 完全 一 致 。 
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图 7-17 微分 代数 方程 的 数值 解 


注意 ,这 里 如 果 使 用 ode45() 函数 也 不 会 出 现 求解 错误 。 
如 果 利用 MATLAB 的 隐 式 微分 方程 求解 函数 ode15i(), 则 可 以 用 下 面 的 语句 描述 该 方程 


令 zo = [1,1, 间 人 ,其 中 * 表 示 自由 值 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 相 容 的 初始 条 件 ,并 直接 求解 该 
微分 代数 方程 ,得 出 的 结果 将 和 前 面 完全 一 致 ,但 求解 更 直观 。 


得 出 的 相 容 初始 条 件 为 ro = [0.8, 0.1,0.1]T,zb = [一 0.126,0.09,1]T。 


例 7-25 试用 微分 代数 方程 求解 的 方式 求解 例 7-21 中 定义 的 隐 式 微分 方程 。 
解 在 例 7-21 中 采用 对 4(z) 矩阵 直接 求 逆 的 形式 将 原 隐 式 方程 转换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ,这样 就 
可 以 用 一 般 微 分 方程 组 数值 解法 直接 得 出 方程 的 解 。 其 实 , 在 这 样 的 求解 过 程 中 作 了 一 个 假设 , 即 
4(z) 德 阵 为 非 奇 异 矩 阵 , 虽然 对 这 个 例子 碰巧 是 正确 的 ,但 这 种 解法 毕竟 不 严密 ,所 以 需要 采用 微 
分 代数 方程 的 方法 来 求解 该 问题 。 

对 原 方程 进行 分 析 发 现 , 可 以 编写 一 个 匿名 函数 来 描述 微分 方程 与 质量 矩阵 


这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 调用 微分 代数 方程 求解 微分 代数 方程 


得 出 的 图 形 仍 将 和 图 7-15 中 的 曲线 完全 一 致 。 


7.4.4 切换 微分 方程 的 求解 


切换 系统 是 控制 理论 中 的 一 个 重要 的 研究 领域 四 ,所谓 切换 系统 就 是 在 某 种 规律 下 其 模型 
在 多 个 模型 间 切 换 的 系统 .切换 系统 的 微分 方程 模型 可 以 表示 为 


z(t) = fi(6 1 0) i = 1 sm (7-43) 
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该 系统 允许 在 某 个 控制 规律 下 , 整个 系统 在 各 个 模型 之 间 切 换 。 利 用 切换 系统 的 理论 ,可 以 
设计 控制 器 , 使 得 不 稳定 的 各 个 模型 妃 () 通过 合理 的 切换 达到 整个 系统 的 稳定 。 
例 7-26 假设 已 知 系统 模型 z' 二 Aiz, 其 中 

O01 -2 
4=|S 天 小 4=| 1 | 

可 见 ,两 个 系统 都 不 稳定 。 若 Tlz2<0, 即 状态 处 于 第 开 \JV 象限 时 ,切换 到 系统 Al, 而 ZiT2 之 0， 
即 状态 处 于 工 亚 象限 时 切换 到 A2。 令 初始 状态 为 Z1(0) = zz(0) = 5, 试 求解 该 系统 的 微分 方程 。 
解 按照 系统 模型 及 切换 律 ,可 以 容易 地 写 出 切换 系统 的 MATLAB 表示 为 


这 样 就 能 用 下 面 的 语句 直接 求解 切换 系统 的 方程 ,得 出 如 图 7-18 所 示 的 时 间 响 应 曲线 和 相 平 
面 曲线 。 可 见 , 不 稳定 的 状态 方程 模型 在 某 种 指定 的 切换 律 下 ,可 以 得 出 稳定 的 整体 系统 状态 。 


z2(t) 


0 5 10 15 20 25 30 
(a) 时 域 响应 曲线 (b) 相 平面 图 
图 7-18 切换 系统 的 响应 与 切换 效果 


其 实 , 为 方便 起 见 , 该 切换 系统 还 可 以 由 匿名 函数 表示 成 
>> f=@(t,x) (x(1)*x(2)<0)*[0.1 -1; 2 0.1]*x+(x(1)*x(2)>=0)*[0.1 -2; 1 0.1]*x; 


7.4.5 随机 线性 微分 方程 的 求解 


假设 随机 线性 连续 状态 方程 模型 为 
z(t) = Az(t) + Bld(t) + y(t)], y(t) = Cz(t) (7-4-4) 
式 中 , A, B,C 为 兼容 矩阵 , d(t) 为 确定 性 输入 向 量 ,y(t) 为 Gauss 白 噪声 向 量 , 满足 
Ely(t)] =0, ED(H)YT)) = Vod(t —7) (7-4-5) 
定义 一 个 变量 Y(t) = BY(), 则 可 以 证 明 xye(t) 亦 为 Gauss 白 噪声 ,满足 
EPe(D)] =0, Elye(t)ye (O)] = Vedlt —7) (7-4-6) 


其 中 , V. = BVoBT 为 一 个 协 方差 算 阵 ,这 时 式 (7-4-4) 可 以 改写 成 
w(t) = Az(t) + Bd(t) + y(t), y(t) = Cz(t) (7-4.7) 
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状态 变量 的 解析 解 可 以 写成 ， ， 
z(t) =e-Atz(to) + | eA dT) Bdr +| sedr (7-4.8) 
to to 
假设 to = kAt,t = (k 十 1)At, 其 中 , At 为 计算 步 长 ,并 假定 在 一 个 计算 步 长 内 确定 性 输入 
信号 d(t) 为 一 个 常数 , 亦 即 , 如 At < t < (k 十 1)At 时 有 4d(t) = d(kAt), 则 式 (7-4-8) 的 离散 形 
式 可 以 写成 
z[k + A = Fz(kAt) + Gd(kAt) + ya(kAt), y(kAt) = Czr(kAt) (7-4.9) 


At 
式 中 ,下 =eAAt,G= | eA(At-7) Bdr, 且 
0 


(kK+1)At .At 
AY= | eaIk+DAt-nle(bdr = | eAtyl(K+1)At -Tar 7410) 
kAt 0 
可 见 矩阵 瑟 ,G 和 确定 性 系统 的 离散 化 形式 是 一 样 的 ,所 以 会 很 容易 求 得 ,但 可 以 看 出 , 若 


系统 含有 随机 输入 时 , 系统 的 离散 化 形式 与 传统 形式 是 不 同 的 .可 以 证 明 ~yalt) 亦 为 Gauss 白 品 
声 向 量 , 且 满足 


Elya(kAt)] =0，EDpa(kAbn?8GAb] = Voksy (7-4-11) 
At 
式 中 ,六 = | eAtVeeA "tqt。 利 用 Taylor 军 级 数 展开 技术 可 得 
9 At co oo 
加 | 到 Opa = (7-4.12) 
k=0 k=0 


其 中 , Ri(0) 与 Vi 可 以 由 下 式 递 推 求 出 回 

Ri(0) = ARk_1(0) + Re_1(0)AT 

WV + VA) 
递 推 初 值 为 Ro(0) = R(0) = Ve, Wo = VeAt。 由 奇异 值 分 解 理论 ,可 以 将 矩阵 VV 写成 
V = UTUT, 其 中 ,UU 为 正 交 矩阵 , 芽 为 含有 非 零 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 , 这 样 可 以 得 出 
Cholesky 分 解 V = DDT。 且 Ya(kAt) = De(kAt), 式 中 ,e(kAt) 为 n x 1 向量, 且 e(kAt) = 
[ek,ek+1，…… ,Ekin-_1] 人 ,使 得 各 个 分 量 ex 满足 标准 正 态 分 布 , 即 ex ~ N(0,1)。 系 统 的 离散 形式 
递 推 解 可 以 写成 「 z[(E+DA= Fz(kAt) + Gd(kAt) + De(kAt) 

Yy(KAt) = Cz(kAt) 
根据 上 面 的 算法 , 可 以 编写 出 随机 输入 下 连续 线性 系统 离散 化 的 sc2d() 如 下 


(7-4-13) 


(7-4-14) 


该 函数 的 调用 格式 为 [NONDNOTE320CONZE 漳 , 其中, G 为 系统 模型 ,o 为 输入 信号 
协 方差 矩阵 ,At 为 采样 周期 , (F, G, DD,C) 为 离散 化 状态 方程 的 相应 矩阵 。 

在 仿真 时 ,可 以 产生 一 组 伪 随 机 数 ,从 而 产生 向 量 e(kAi) ,然后 求 出 状态 变量 =[(k +1)AH 
并 求 出 输出 变量 y[(k 十 1)Ad]。 
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s3 十 7s2 十 24s 十 24 
s4 十 10s3 十 35s2 十 50s 十 24” 
励 该 系统 , 试 对 其 进行 仿真 分 析 并 得 出 输出 信号 的 统计 规律 。 
解 假设 系统 的 采样 周期 为 了 二 0.02s, 下面 的 语句 
>> G=tf([1,7,24,24] , [1,10,35,50,24]); [F,G0,D,C]=sc2d(G,1,0.02) % 系统 的 离散 化 
可 以 得 出 离散 化 的 状态 方程 模型 为 


例 7-27 考虑 受 控 对 象 的 传递 函数 模型 为 G(s) 如 果 用 白 噪 声 信号 激 


0.9838  —0.00673 0.0132 0.00129 0.01823 
_ | 0.00673 0.9883 0.07022 0.00364 _ | -0.00355 
”| 0.0132  —0.07022 0.8653 ”一 0.0257 | ， “0 二 | -0.00757 
0.00129 —0.0036401 一 0.0257 0.9684 一 0.000718 


一 0.12893 0.00088028 ”一 4.6919x10-6 4.6917x10-10 
0.0251 一 0.0012 ”一 1.3573x10-5 ”2.3791x10-9 
0.05356 0.002635 ”一 5.2322x10-6 一 8.8812x10-10 
0.00508 0.0005 3.1358x10-6 9.5176x10-9 


由 离散 化 的 状态 方程 模型 出 发 ,可 以 用 下 列 MATLAB 语句 对 之 进行 仿真 ,其 中 仿真 点 数 设 为 

30000 个 ,如 果 太 少 则 统计 结论 不 一 定 正确 。 
>> n=30000; e=randn(n+4,1); e=e-mean(e); y=zeros(n,1); x=zeros(4,1); d0=0; 

for i=1:n，Xx=F*x+GO*d0+D*e(i:i+3); y(i)=C*x; end % 离 散 化 差分 方程 的 递 推 坟 解 

T=0.02; t=0:T: (n-1)*T; plot(t,y)，v=norm(G) % 绘 制 输出 响应 ,计算 系统 的 2 范 数 
得 出 的 响应 曲线 如 图 7-19(a) 所 示 , 同时 还 可 以 得 出 系统 的 Ho 范 数 的 值 为 v = 0.6655。 不 过 从 得 出 
的 曲线 看 ,这 样 的 响应 似乎 杂乱 无 章 ,所 以 对 随机 输入 来 说 ,分 析 其 统计 规律 应 该 更 有 用 。 可 以 考虑 
将 输出 范围 (一 2.5,2.5) 划分 成 宽度 为 ww 二 0.2 的 小 区 间 , 累 加 出 落 入 每 个 小 区 间 的 输出 点 个 数 ,由 这 
些 值 除 以 mw 则 可 以 得 出 基于 仿真 结果 的 概率 密度 值 ,如 图 7-19(b) 所 示 。 


另外 ,可 以 从 理论 上 证 明 回 ,输出 信号 的 概率 密度 为 p(y) 一 erw/Gao2) ,这 样 ,在 得 出 的 直 


JTU 


方 图 上 还 可 以 登 印 上 系统 的 理论 概率 密度 , 可见 和 由 仿真 得 出 的 结果 较 吻 合 。 
>> w=0.2; x=-2.5:W:2.5; yl=hist(y,x); bar(x,y1/n/w); % 由 仿真 数据 绘制 直方 图 
xl=-2.5:0.05:2.5; y2=1/sqrt(2*+pi)/v#exp(-xl.~2/2/v~2); % 计算 概率 密度 解析 解 
line(x1,y2) % 坡 印 理论 概率 密度 函数 曲线 


3 
0.6 
04 
0 
友 02 
运 
老 0 
0 10 200 30 40 500 600 3 过 了 0 1 学 3 
(a) 系统 的 时 域 响应 (b) 输出 的 概率 密度 


图 7-19 随机 输入 系统 的 响应 
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7.5 ”延迟 微分 方程 求解 

前 面 介绍 的 所 有 微分 方程 描述 的 都 是 zx‘(t) = 了 (t,z()) 形 式 的 微分 方程 ,其 中 方程 中 所 有 
的 信号 都 是 同时 发 生 在 当前 时 刻 t 的 信号 。 如 果 方 程 中 不 但 含有 某 些 信 号 当前 时 刻 的 值 ,还 含有 
某 些 信号 以 前 的 值 ,这 些 方程 又 称 为 延迟 微分 方程 .本 节 将 介绍 各 类 延迟 微分 方程 ,包括 一 般 延 
述 微 分 方程 以 及 中 立 型 延迟 微分 方程 、 变 时 间 延 迟 方程 的 数值 求解 方法 等 。 
7.5.1 典型 延迟 微分 方程 的 数值 求解 

延迟 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 

Z(t) = f(t, 2(t), z(t — nn), z(t— 72),: ,T(t — Tm)) (1) 


其 中 ,7; > 0 为 状态 变量 z(t) 的 延迟 常数 .和 以 前 介绍 的 微分 方程 不 同 , 这 里 涉及 的 信号 除了 当 
前 上 时 刻 的 信号 之 外 ,还 有 以 前 时 刻 的 信号 , 这 些 以 前 的 信号 即 由 延迟 信号 来 表示 。 

MATLAB 提 供 了 求解 这 类 方程 的 隐 式 Runge-Kutta 算 法 dde23(), 可 以 直接 求解 延迟 
微分 方程 该 函数 的 调用 格式 为 IEaGS5S0RA USRCISGS ,其 中 ,和 前 面 介 绍 
的 一 样 , options 是 微分 方程 求解 器 的 控制 模板 ,7 = [ni,72,… ,mm], 访 为 描述 延迟 微分 
方程 的 MATLAB 语 言 函 数 , 户 为 描述 上 < to 时 的 状态 变量 值 的 函数 ,如 果 是 函数 则 可 以 为 
MATLAB 语 言 函数 , 如 果 为 常量 则 可 以 由 向 量 直接 给 出 。 该 函数 返回 的 变量 sol 为 结构 体 数 
据 ,其 so1.x 成 员 变 量 为 时 间 向 量 纪 成 员 变量 so1.y 为 各 个 时 刻 的 状态 向 量 构成 的 矩阵 rz, 和 
ode45() 等 返回 的 = 抑 阵 是 不 一 样 的 , 它 是 按照 行 排列 的 ,正好 是 z 珑 阵 的 转 置 窍 阵 。 可 见 , 该 函 
数 调用 格式 很 不 规范 , 期望 能 在 后 面 的 版 本 中 有 所 改变 或 统一 .描述 延迟 微分 方程 时 除了 常规 
的 标量 + 和 状态 向 量 z 之 外 ,还 需要 给 出 矩阵 罗 , 其 第 大 列 的 向 量 GZ(:,) 为 状态 变量 的 次 时 间 
延迟 向 量 。 

例 7-28 已 知 延迟 微分 方程 组 
{ w(t) =1— 3z(t) — y(t—1)—0.2z3(t— 0.5) — z(t — 0.5) 


V(t +3y(t) +2y(t) = 47(t) 
其 中 ,在 t < 0 时 ,z(t) = 二 y(t) = 二 Y(t) = 0, 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 
解 可 见 ,该 方程 中 含有 z(t),y(t) 信号 在 t,t 一 1,t 一 0.5 时 刻 的 值 ,所 以 需要 专门 的 延迟 微分 方程 求 
解 算 法 和 程序 来 求解 。 若 想 得 出 该 方程 的 数值 解 ,需要 将 其 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ,实现 转换 的 
最 直观 方法 是 引入 一 组 状态 变量 ZI1(t) = Z(t),z2(t) = y(t),za(t) = YY(), 这 样 可 以 得 出 下 面 给 出 的 
一 阶 微分 方程 组 
Zi(t)=1— 3z1(t) — z2(t—1)— 0.2z3(t—0.5) — z1(t— 0.5) 
| 72(t) = zalt) 
z3(t) = 471(t) — 272(t) — 373(t) 
本 方程 可 以 定义 两 个 时 间 常 数 T= 二 1,72 二 0.5。 这 样 ,由 第 一 个 方程 可 见 , 在 其 中 需要 Ti 延迟 时 
间 常 数 的 是 状态 变量 za, 即 中 间 变 量 G(2,1), 而 需要 他 的 状态 变量 是 zi, 即 2(1,2), 所 以 应 编写 如 下 
的 匿名 函数 描述 延迟 微分 方程 
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由 于 该 方程 为 常数 初始 值 ,所 以 可 以 直接 在 调用 语句 中 使 用 零 向 量 。 这 样 , 用 下 面 的 MATLAB 
语句 可 以 立即 得 出 该 延迟 微分 方程 的 数值 解 ,如 图 7-20(a) 所 示 。 


0.4 0.8 
03 0.6 
02 0.4 
0.1 02 
0 0 
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 日 10 
(a) 零 初始 条 件 (b) 非 零 初始 条 件 


7-20 延迟 微分 方程 的 数值 解 


值得 指出 的 是 ,如 果 用 常数 向 量 zo 表示 历史 函数 户 , 则 意味 着 在 + < to 时 ,状态 变量 的 历 
史 值 始终 都 是 zo, 这 在 求解 微分 方程 时 应 该 格外 注意 ,下面 的 例子 将 演示 已 知 时 变 初 始 条 件 下 
延迟 微分 方程 的 解 。 
例 7-29 重新 考虑 例 7-28 中 给 出 的 延迟 微分 方程 , 若 已 知 该 微分 方程 三 个 状态 变量 的 历史 函数 分 别 
为 zi(t) 一 ezttza(t) = sint,za(t) = cost, 其 中 ,t < 0, 试 重新 求解 该 延迟 微分 方程 。 
解 用 匿名 示 数 的 形式 描述 t < 0 时 的 初 值 方程 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 原 延 迟 微分 方程 ,得 
出 的 结果 如 图 7-20(b) 所 示 。 


7.5.2 变 时 间 延 迟 微分 方程 的 求解 

MATLAB 提 供 的 ddesd() 函数 可 以 用 于 时 变 延迟 的 微分 方程 , 该 函数 的 时 间 延 迟 向 量 允 
许 使 用 变 时 间 延 迟 的 函数 句柄 , 这 样 该 函数 完全 可 以 处 理 带 有 时 变 延 迟 的 延迟 微分 方程 。 当 
然 这 样 的 求解 方法 还 可 以 扩展 到 由 ddensd() 函数 求解 中 立 型 微分 方程 :ddesd() 函数 的 调 
格式 为 IESGCRIODSEGSGEJ, 其 中 , 记 为 时 间 延 迟 的 函数 句柄, 有 为 历史 函 
数 句柄 , 可 以 由 M 函数 和 匿名 函数 描述 。 
例 7-30 如 果 各 个 状态 变量 初始 条 件 为 零 , 试 求解 下 面 的 变 时 间 延 迟 微分 方程 。 

| Zi(t) = —2z2(t) — 3z1(t — 0.2|sint|) 


zZb(t) = 一 0.05zi(t)za(t) — 2z2(t — 0.8) +2 

Z3(t) = 0.3zi(bza(t)za(b + cos(z1(t)z2(t)) 十 2sin 0.1t2 
解 显然 ,由 于 延迟 微分 方程 中 存在 变 时 间 延 迟 , 即 存在 上 一 0.2|sin 直 时 刻 的 zi 信号 ,所 以 不 适合 用 
dde23() 函数 求解 。 假 设 状态 变量 第 一 延迟 为 0.2|sin 革 ,第 二 延迟 为 常数 0.8, 并 假设 讶 拟 的 状态 变量 
导数 延迟 为 空 矩 阵 口 ,在 上 入 0 时 状态 变量 的 初 值 为 零 向 量 ,这 样 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求解 变 时 间 
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延迟 的 微分 方程 ,得 出 方程 的 解 如 图 7-21 所 示 。 


对 该 系统 进行 仿真 ,将 得 出 如 图 7-21 所 示 的 数值 解 结 果 。 可 以 测试 不 同 的 仿真 控制 参数 ,如 相对 
误差 限 或 仿真 算法 , 以 验证 结果 的 正确 性 。 


za 人 


Z1(t) 
0 4 4 6 8 10 
图 7-21 变 时 间 延 迟 微分 方程 数值 解 


值得 指出 的 是 ,既然 使 用 了 匿名 函数 来 描述 变 时 间 延 迟 ,就 应 该 注意 ,即使 第 二 时 间 延 迟 为 常 
数 , 也 不 能 将 该 延迟 简单 地 写成 0.8, 必 须 写成 一 0.8, 否 则 将 得 出 错误 的 结果 一 一 如 果 写 成 0.8, 求 解 
函数 会 将 该 项 认定 为 z2(0.8), 而 不 是 za(t 一 0.8)。 


例 7-31 如 果 前 面 给 出 的 微分 方程 的 历史 值 为 Zi(t) = sin(t 十 1),z2(t) = cost,za(t) 一 e3t,t 和 0, 试 
求解 该 微分 方程 。 如 果 该 微分 方程 的 历史 值 在 上 < 0 时 均 为 0, 只 是 在 t 王 0 时 刻 微分 方程 的 初 值 满足 
前 面 的 初 值 公式 ， 试 求解 微分 方程 。 

解 前 面 给 出 的 历史 值 方程 可 以 由 匿名 函数 表示 ,这 样 原 变 延 迟 微分 方程 的 数值 解 可 以 由 下 面 的 语 
名 直接 求 出 ,如 图 7-22(a) 所 示 。 


如 果 状 态 变量 的 历史 值 为 0, 仅 在 初始 时 刻 t 二 0 时 初始 状态 向 量 非 零 , 则 可 以 用 下 面 的 匿名 廿 
数 描述 历史 值 函 数 ,这 样 可 以 得 出 微分 方程 的 解 , 如 图 7-22(b) 所 示 。 可 见 , 由 于 与 前 面 介 绍 的 方程 仅 
仅 是 历史 值 不 同 , 方 程 的 解 可 能 会 有 很 大 的 差异 。 
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zalt) zalt) 
诡 
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(a) 非 零 历史 值 方程 的 解 (b) 零 历史 值 非 零 初 值 的 解 


图 7-22 非 零 初 值 延迟 微分 方程 的 数值 解 
例 7-32 对 前 面 给 出 的 微分 方程 稍 做 改动 , 试 重新 求解 下 面 的 变 时 间 延 迟 微分 方程 。 
ZT1(t) = —27z2(t) — 321(t — 0.2|sint|) 
z(t) = 一 0.05zi(t)za(b 一 2zo(at) +2, 其 中 , Qa = 0.77 
Zh(t) = 0.3zi(t)za(t)za(t) + cos(z1(t)z2(t)) 十 2sin 0.1t2 
解 可 见 第 二 个 方程 中 含有 z2(0.77t) 项 ,说 明 该 方程 含有 Zo 信号 在 0.77t 处 的 值 , 则 应 该 采用 下 面 的 
语句 求解 此 微分 方程 ,得 出 的 结果 如 图 7-23 所 示 。 


Fw 上 


图 7-23 变 延 迟 微分 方程 数值 解 


如 果 延 迟 微分 方程 的 延迟 时 刻 描述 向 量 中 含有 当前 时 刻 t 之 后 的 值 , 如 例 7-32 中 的 
a = 1.1, 说 明 该 微分 方程 含有 未 来 时 刻 的 值 , 目前 没有 任何 算法 可 以 直接 求解 这 样 的 方程 。 虽 


然 用 户 可 将 描述 延迟 函数 的 句柄 写成 tau=@(t ,x) [t-0.2*abs (sin(t)); 1.1*t],ddesd() 函 
数 也 无 法 正常 求解 .该 求解 函数 会 使 用 z( 人 去 取代 (1.19) 的 值 。 
7.5.3 中 立 型 延迟 微分 方程 的 求解 

中 立 型 (neutral-type) 延 迟 微分 方程 的 一 般 表示 形式 为 


jz(0) = Ea) rt T(t ) (a) (7) (7-5-2) 
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其 中 既 包括 了 状态 变量 的 延迟 信号 , 又 包括 了 状态 变量 导数 的 延迟 信号 , 这 可 以 由 两 个 常 
数 向 量 六 = [mrpa，…… ;Tpm];T2 二 [Ta1,Tgs，"… ,Tgn] 来 表示 。 中 立 型 延迟 微分 方程 可 以 使 用 
adensa() 函数 求解 ,该 函 数 的 调用 格式 为 U0 如 果 
该 微分 方程 的 延迟 不 是 固定 的 常数 , 则 可 以 仿照 ddesd() 函数 ,将 1 和 To 表示 成 函数 句柄 , 既 
可 以 用 匿名 函数 来 描述 ,也 可 以 用 M 函数 来 描述 。 
例 7-33 试 求解 下 面 给 出 的 中 立 型 延迟 微分 方程 

T(t) = Aiz(t —0.15)+ A2z'(t —0.5)+ Bult) 
其 中 ,输入 信号 u(t) 三 1, 且 已 知 和 矩阵 为 


-人 各 ”= 002 0 0 0 
三 | 动 6 = 亲生 a 9 而 顺和 中 ,区 三 | 
名 


207 —207 113 0 0 0.04 

解 因为 方程 中 同时 包含 zw!(t) 和 z'(t 一 0.5) 项 ,所 以 单纯 采用 dde23() 是 无 能 为 力 的 ,而 需要 引入 
ddensd() 函数 直接 求解 。 这 里 ,状态 信号 的 延迟 为 刀 i = 0.15, 状 态 变 量 导 数 的 延迟 为 7 二 0.5, 这样 
可 以 由 下 面 匿名 函数 描述 中 立 型 延迟 微分 方程 ,然后 可 以 由 下 面 语句 直接 求解 该 微分 方程 ,得 出 状 
态 变量 的 时 间 响 应 曲线 ,如 图 7-24 所 示 。 


0 5 10 15 
7-24 延迟 微分 方程 的 数值 解 


例 7-34 重新 考虑 例 7-32 中 的 变 延 迟 非 中 立 型 微分 方程 , 试 重新 求解 该 方程 。 
解 可 以 考虑 采用 ddensd() 函数 求解 此 微分 方程 ,这 时 需 假 设 状态 变量 导数 的 延迟 为 空 矩 阵 ,这 
样 可 以 改 用 下 面 的 语句 求解 原始 的 微分 方程 ,得 出 的 结果 与 图 7-21 完全 一 致 。 


7.6 边 值 问题 的 计算 机 求解 


前 面 的 微分 方程 数值 解 中 侧重 研究 初 值 问题 , 即 已 知 zo 对 其 他 时 刻 状态 变量 值 进行 求解 
的 方法 ,在 实际 应 用 中 ,经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ,已 知 部 分 状态 在 t= 0 时 刻 的 值 , 还 知道 部 分 状 


第 7 章 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 “281。 


态 在 t == 姻 时 刻 的 值 ,这 类 问题 即 所谓 的 边 值 问题 。 边 值 问题 也 是 ode45() 类 函数 无 法 直接 求 
解 的 一 类 问题 。 

求解 边 值 问题 的 一 般 思 路 是 , 假设 已 知 问题 的 初 值 , 则 可 以 用 ode45 () 类 函数 求解 问题 , 则 
得 到 的 解 和 已 知 的 边 值 之 间 势 必 会 出 现 误差 ,利用 误差 的 信息 反复 修改 初 值 再 重新 求解 , 直至 
得 出 吻合 的 解 .这 类 方法 称 为 打靶 法 。 本 书 早 期 版 本 介绍 二 阶 线性 、 非 线性 微分 方程 边 值 问题 的 
打靶 算法 及 求解 函数 ,但 其 适用 范围 较 小 ,所 以 本 节 只 介绍 边 值 问题 通用 的 求解 方法 。 

假设 要 研究 的 微分 方程 为 


y= f(t,y,0) (7-6-1) 
其 中 ,2 为 状态 变量 向 量 , 8 为 方程 中 其 他 未 知 参数 向 量 。 该 方程 已 知 的 边界 值 为 
ply(a),y(b),0] =0 (7-6-2) 


如 果 想 将 原始 问题 变换 成 初 值 问 题 , 则 需要 求解 若干 个 代数 方程 。 若 需要 求解 的 变量 个 数 
和 这 样 建立 起 来 的 方程 个 数 相 同时 , 则 可 以 通过 求解 方程 的 方法 先 将 它们 求解 出 来 ,然后 求解 
微分 方程 :和 典型 的 边 值 问题 相 比 ,这 里 研究 的 方程 求解 更 具 一 般 性 , 因为 除了 传统 的 边 值 问题 
之 外 ,还 可 以 求解 其 他 的 未 知 参数 问题 。 

MATLAB 提 供 的 bvp5c() 函数 四 可 以 很 好 地 求解 微分 方程 的 边 值 问题 。 正确 求解 一 个 常 
微分 方程 的 边 值 问题 ,一 般 应 该 经 过 以 下 几 个 步骤 ; 

(1) 参数 初始 化 ,调用 bvpinit() 函数 即 可 和 输入 信息 。 当 然 这 样 的 描述 决 不 仅仅 局 限于 边 
值 ,其 他 待定 变量 也 可 以 在 这 里 一 起 描述 ,其 调用 格式 为 EECEEOWRIRSCKO OO, 其 中 ,v 
应 该 包含 测试 的 时 间 向 量 , 可 以 用 RE 各 5paca(@959 了 WW 或 冒号 表达 式 生 成 ,注意 为 保障 足够 
快 的 计算 速度 , M 不 能 取得 过 大 , 一 般 取 AM = 5 即 可 。 除 了 wv 向 量 , 当然 还 应 该 给 出 状态 变量 初 
值 zo 和 待定 参数 6o 的 初始 搜索 点 。 

(2) 微分 方程 和 边 值 问题 的 MATLAB 函数 描述 .微分 方程 本 身 的 描述 和 初 值 问题 完全 一 
致 , 边 值 问题 描述 出 式 (7-6-2) 中 的 各 个 式 子 即 可 , 有 具体 格式 将 由 下 面 的 例子 演示 。 

(3) 边 值 问题 的 求解 。 调 用 bvp5c() 函数 就 可 以 直接 求解 边 值 问题 了 

sol=bvp5c(efun1l,@fun2,sinit,options， 附 加 参数 ) 

其 中 , funt.m 和 fun2.m 分 别 为 描述 微分 方程 和 边 值 条 件 的 MATLAB 函数 , 当然 它们 也 可 以 通 
过 匿名 函数 直接 表示 。 返 回 的 sol 为 结构 体型 变量 ,其 sol.z 分量 为 向 量 ,sol.y 的 每 一 行 对 应 
一 个 状态 变量 ,sol .parameters 将 返回 待定 参数 9。 

后 面 将 通过 例子 介绍 该 函数 的 编写 方法 .另外 ,还 需要 编写 一 个 函数 来 描述 一 阶 微分 方程 
组 ,这 和 以 前 微分 方程 组 的 描述 是 完全 一 致 的 。 
例 7-35 试用 bvp5c() 欧 数 重新 求解 边 值 问题 Y= F(z,y,y)==2yy,y(0) = 一 1,y(7/2) = 1。 
解 令 zl =2za ==Y, 则 可 以 得 出 一 阶 显 式微 分 方程 为 21 二 22,29 一 27l7a2, 仍 可 以 采用 匿名 函数 
的 形式 来 描述 微分 方程 .下面 侧 重 于 观察 边 值 条 件 的 描述 方法 。 可 以 将 感 兴趣 的 两 个 时 间 端 点 记 作 
a 二 0,6 二 Tx/2, 则 两 个 已 知 的 边 值 条 件 可 以 写成 TI1(a) 十 1 二 0,7z1(b) 一 1 = 0, 这 样 就 可 以 任意 地 给 
出 微分 方程 与 边 值 条 件 的 MATLAB 描述 了 
>> f1=Q(t,x) [x(2); 24x(1)4x(2)]; f2=@(xa,xb) [xa(1)+1; xb(1)-1]; % 方 程 与 边 值 
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描述 了 微分 方程 与 边 值 条 件 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 边 值 问题 。 分 别 取 五 个 中 间 点 和 20 
个 中 间 点 求解 微分 方程 ,得 出 的 结果 如 图 7-25(a) 所 示 , 可 见 , 选 择 五 个 中 间 点 时 得 到 的 曲线 比较 粗 
糙 , 所 以 ,应 该 考虑 在 能 够 接受 的 求解 时 间 内 选择 稍 大 的 中 间 点 个 数 。 


入 1 
2 y(t) 
世人 
好 
t 
5 0 y(t) 
be -0.5 
0 0.5 1 RS 0 0.5 1 1 
(a) y(0) = —1,y(7/2) = 1 (b) y (x/2) = 1,y(r/2) —y(0)=1 


7-25 边 值 问题 的 解 


利用 bvp5c() 函数 还 可 以 解决 更 复杂 的 边 值 问题 ,例如 若 边 值 问题 修改 成 Wf(r/2)=1,y(r/2) 一 
2(0) = 1, 如 果 用 a,b 表 示 , 则 z2(b) 一 1 = 二 0,z1(b) 一 Z1(a) 一 1 = 0, 这 样 ,可 以 如 下 修改 f2, 并 求解 该 
方程 ,得 出 如 图 7-25(b) 所 示 的 结果 。 


例 7-36 已 知 某 常 微 分 方程 模型 如 下 , 试 求 出 a,B 并 求解 本 微分 方程 ,z' = 47 一 azy,W = 一 2% 十 Bzy， 
且 已 知 z(0) = 2,y(0) = 1,z(3) = 4,y(3) = 2。 

解 先 引入 状态 变量 zl = z,z2 一 2 另外 , 令 ul = ava = 二 PB, 则 可 以 将 原 问题 转换 成 关于 ZV 的 微分 方 
程 为 24 = 471 一 V1T172,29 二 一 272 十 V2Z1T2。 和 边 值 问题 一 样 , 即 a = 0,b 二 3, 则 边 值 问题 可 以 记 
作 z1(a) 一 2 = 0,z2(a) 一 1 = 0,z1(b) 一 4 二 0,z2(b) 一 2 = 0, 这 样 可 以 如 下 描述 微分 方程 和 边 值 问题 


这 时 ,可 以 先 调用 bvpinit() 初始 化 函数 来 定义 求解 时 间 段 及 网 格 划分 方法 ,并 令 状 态 初始 值 
和 参数 a, 有 的 初始 值 ,因为 有 两 个 初始 状态 ,两 个 未 定 参 数 ,所 以 它们 的 初 值 均 可 以 设置 为 随机 数 向 
量 rand(2,1)。 定 义 了 这 些 参数 , 则 可 以 调用 bvp5c() 函数 来 求解 边 值 问题 的 a,B 参 数 , 并 求解 在 此 
参数 下 的 系统 方程 ,得 出 的 结果 如 图 7-26 所 示 。 


同时 还 可 以 求 出 a = 一 2.3721,B = 0.8934。 由 得 出 的 仿真 曲线 可 以 看 出 ,方程 状态 的 边 值 条 件 
可 以 满足 ,所 以 求 出 的 解 是 正确 的 。 这 里 的 初 值 向 量 zl 和 ui 选择 应 该 注意 , 如果 选 择 不 当 可 能 使 得 
求解 过 程 中 的 Jacobi 矩 阵 奇 异 ,所 以 实际 求解 时 若 出 现 此 现象 , 则 应 该 选择 其 他 的 初 值 。 
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oy 器 
Zz1(t) 

4 2 

3 ZT2(t) 2 

2 15 

1 1 

0 0.5 

0 0.5 1 3 2 和 5 3 里 名 3 4 5 
(a) 系统 状态 的 时 域 响应 (b) 系统 状态 的 相 平面 轨迹 


图 7-26 微分 方程 的 数值 解 表示 


7.7 _ 偏 微分 方程 求解 入 门 


MATLAB 可 以 求解 一 般 的 偏 微 分 方程 , 也 可 以 用 偏 微分 方程 工具 箱 中 给 出 的 相应 函数 求 
解 一 些 偏 微分 方程 ,本 节 将 首先 介绍 一 般 偏 微分 方程 的 数值 解法 ,然后 介绍 利用 偏 微分 方程 工 
具 箱 求解 几 类 典型 偏 微分 方程 的 方法 。 
7.7.1 偏 微 分 方程 组 求解 

MATLAB 语 言 提供 了 pdepe() 函数 ,可 以 直接 求解 偏 微分 方程 


gu\ gu | i ou du 
c(=aw 呈 ) 芝 == ab f (atu E )| (ee ¥) CL) 


这 样 偏 微分 方程 可 以 编写 下 面 的 函数 措 述 ,其 入 口 为 [EEC 时 加 ,其 中 ， 
pdefun 为 函数 名 .这 样 ,由 给 定 的 输入 变量 即 可 计算 出 c, 了 ,s 这 三 个 函数 .由 于 需要 返回 的 变 
量 个 数 多 于 一 个 ,所 以 不 能 采用 匿名 函数 的 格式 ,只 能 编写 M 函数 。 


边界 条 件 可 以 用 下 面 的 函数 描述 为 施 
pnt + alot .rf (nt Pe )=° (7-7-2) 

并 由 此 派生 出 (a,5) 区 间 端 点 上 的 边界 条 件 为 Em 
pla,t,u) + q(a,t, u). :ff (wow 末 )- 0 (7-7-3) 
Pp(b,t,u) + q(b,t, wu).* f(s» t, “里 ) 三 机 (7-7-4) 


这 样 的 边 值 函 数 可 以 由 MATLAB 函数 描述 5a Gebpbb gb] PaebeCas2 se. 

除了 这 两 种 函数 外 ,还 应 该 写 出 初始 条 件 函 数 。 偏 微分 方程 初始 条 件 的 数学 描述 为 
wu(z,to) = uo。 这 样 ,需要 一 个 简单 的 函数 来 描述 ,编写 简单 函数 wo=pdeic(z) 即 可 。 

还 可 以 选择 z 和 t 的 向 量 ,再 加 上 描述 的 这 些 函 数 ,就 可 以 用 pdepe() 函数 求解 次 偏 微分 方 
程 , 则 可 以 直接 求解 该 偏 微分 方程 sel=pdepe(m，,@pdefun,@pdeic,@pdebc,z2,t) 。 
例 7-37 试 求解 下 面 的 偏 微分 方程 加 

a 于 二 一 下 (ua — u2) 

gu 2ua 


全 =0173 汪 二 Pu 一 ta) 
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其 中 ,下 (7Z) 二 e537 一 e1146z 目 满足 初始 条 件 w1(Z,0) 二 1,u2(7Z,1) 二 0 及 边界 条 件 


du du 
二 (0,t) =0, wa(0,t) =0, ui(1,t) =1, (ht) 0 
解 对 照 给 出 的 偏 微分 方程 和 式 (7-7-1), 则 可 以 将 原 方程 改写 为 


1 9 fui] 9 [0.0249u1/97 一 F(ui — uo) 
到 | te a es 
[em /or —F(ui — uo) 


下 (ud — u2) 
ls 0.179u2/97 Pu — uo) 


这 样 ,可 以 编写 出 下 面 的 描述 偏 微 分 方程 的 MATLAB 函数 为 
function [c,f,s]=c7mpde(x,t,u,du) 


c=[1; 1]; y=u(1)-u(2); F=exp(5.73*y)-exp(-11.46*y); s=[-F; F]; 
f=[0.024*du(1); 0.17*du(2)]; 


套用 式 (7-7-2) 中 的 边界 条 件 ,可 以 写 出 如 下 的 边 值 方程 


mt ml oler= [els sun e+ | a= [a 
对 照 已 知 的 标准 型 可 以 得 出 ,pa = [0,u2(a)] 人 ,qa = [1,0]7,pb = [ui(b) 一 1,0]7,gqb = [0,1]7, 从 
而 编写 出 下 面 描述 边界 条 件 的 MATLAB 函数 
function [pa,qa,pb,qb]=c7mpbc(xa,ua,xb,ub,t) 
pa=[0; ua(2)]; qa=[1;0]; pb=[ub(1)-1; 0]; qb=[0;1]; 


可 见 ,m= 二 0, 且 


另外 ,还 可 以 立即 写 出 描述 初 值 的 MATLAB 匿名 函数 为 uO=@(x) [1; 0] 。 


有 了 这 三 个 函 教 , 选 定 zw 和 t 向 量 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 此 偏 微分 方程 ,得 出 解 Ul 和 
U2, 如 图 7-27 所 示 。 


>> x=0:.05:1; t=0:0.05:2; m=0; u0=@(x) [1; 0]; 
sol=pdepe (m,@c7mpde,u0,@c7mpbc ,x,t); 
surf (x,t,sol(:,:,1)), figure; 


% 描 述 边界 条 件 
% 求解 偏 微分 方程 
surf(x,t,sol1(:,:,2)) 解 的 三 维 表面 图 表示 


0 0 0 0 


(a) aa(tbz) (b) ua(tz) 
图 7-27 偏 微分 方程 的 解 曲面 


7.7.2 二 阶 偏 微分 方程 的 数学 描述 

除了 前 面 介绍 的 一 类 偏 微分 方程 外 , MATLAB 语 言 还 有 自己 的 偏 微 分 方程 工具 箱 ,可 以 比 
较 规 范 地 求解 各 种 常见 的 二 阶 偏 微分 方程 .这 里 将 MATLAB 偏 微分 方程 工具 箱 可 解 的 二 阶 偏 
微分 方程 简单 介绍 一 下 ,后 面 再 介绍 一 个 实用 的 偏 微分 方程 求解 界面 。 
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(1) 椭圆 型 偏 微分 方程 椭圆 型 偏 微分 方程 的 一 般 表示 形式 为 


—div(cVu) + au = f(z,t) (7-7:5) 
其 中 ,着 二 (Zz1, 722,… ,Zn;t) 二 u(Z,t), Vu 为 u 的 梯度 , 则 其 定义 为 
六 地 9 
Vu = 起 蕊 … 臣 |* (7-7-6) 
散 度 div(v) 的 定义 为 家 2 而 
div(v) (站 一 十 … .十 站 ) v (7-7-7) 
这 样 ,div(cVw) 可 以 更 明确 地 表示 成 
i; 9 du 9 du 9 du 
div(cVu) [六 ( 洋 ) 十 Ws (党 ) 于 及 平 i (总 ) (7-7-8) 
若 c 为 常数 , 则 该 项 可 以 进一步 化 简 为 
:Ny 92 
div(cVu)=¢c (如 所 9 间 天 < 所 说 ) u=cAu (7-7-9) 
其 中 ,A 又 称 为 Laplace 算 子 。 这 样 ,椭圆 型 偏 微 分 方程 可 以 更 简单 地 写成 
SF 92 
一 (六 + 癌 ++ 冲 )*+ f(z (7-7-10) 
(2) 抛物 型 偏 微 分 方程 。 抛物 型 偏 微 分 方程 的 一 般 形式 为 
de —div(cVu) +au = f(z,t) (7-7-11) 
根据 上 面 的 叙述 , 若 c 为 常数 , 则 该 方程 可 以 更 简单 地 写成 
gu du gu 92v 
dr —c (器 8 … 十 党 ) Faw= f(z;t) (7-7-12) 


(3) 双 曲 型 偏 微分 方程 . 双 曲 型 偏 微分 方程 的 一 般 形 式 为 


du ( 
da —div(cVu) +au= f(z,t) 7-7-13) 
若 c 为 常数 , 则 可 以 将 该 方程 简化 成 
g2u du od2u g2u 
dE -<( 器 下 + 下) +au= f(z,t) (7-7-14) 


从 上 面 的 三 种 类 型 方程 可 以 看 出 ,它们 直接 的 区 别 在 于 函数 对 t+ 的 导数 阶 次 ,如 果 对 t 没 
有 求 导 , 则 可 以 理解 为 其 值 为 常数 , 故 称 为 椭圆 型 偏 微分 方程 .如果 取 飞 对 时 间 的 一 阶 导 数 , 则 
一 阶 导 数 与 4 对 z 的 二 阶 导 数 直接 构成 了 抛物 线 关 系 , 故 称 其 为 抛物 型 偏 微 分 方程 .如果 对 t 取 
二 阶 导数 , 则 可 以 称 之 为 双 曲 型 偏 微分 方程 。 

MATLAB 的 偏 微 分 方程 工具 箱 采 用 有 限 元 方法 求解 偏 微 分 方程 .椭圆 型 偏 微分 方程 求解 
中 ,c,a,d, 于 均 可 以 为 给 定 函 数 的 形式 ,但 其 他 类 型 偏 微 分 方程 求解 时 ,它们 必须 为 常数 。 
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(4) 特征 值 型 偏 微分 方程 .特征 值 型 偏 微分 方程 的 一 般 形式 为 


—div(cVu) + au = Mu (7-7-15) 
对 常数 c, 该 方程 还 可 以 简化 成 
du 92v du 
-( 器 + 器 ++ 跨 )+m 和 du (7-7-16) 


对 比 式 (7-7-16) 与 式 (7-7-5) 可 以 发 现 ,将 前 者 等 号 右 侧 的 和 Adu 移动 到 方程 的 左 侧 , 就 可 以 
变换 成 一 般 的 椭圆 型 偏 微分 方程 , 所 以 该 方程 是 椭圆 型 偏 微分 方程 的 一 个 特例 。 
7.7.3 偏 微分 方程 的 求解 界面 应 用 举例 

(1) 偏 微分 方程 求解 程序 概述 .MATLAB 偏 微分 方程 工具 箱 提供 了 一 个 界面 ,可 以 求解 二 
元 偏 微分 方程 w(zl, za), 这 时 求解 区 域 可 以 用 该 界面 提供 的 绘制 圆 、 椭 圆 ,矩形 及 多 边 形 等 工具 
任意 绘制 ,也 可 以 由 若干 个 这 样 简单 绘制 的 集合 进行 并 集 、 交 和 集 、 差 集 等 构成 所 需 的 求解 区 域 。 
完成 求解 区 域 的 绘制 后 ,还 可 以 用 该 界面 提供 的 功能 将 原 求解 区 域 用 三 角 剖 分 的 形式 自动 绘制 
出 网 格 。 

在 MATLAB 提 示 符 下 输入 pdetool, 将 启动 偏 微分 方程 求解 界面 ,如 图 7-28 所 示 。 


国 pp Toolbox - [Untitled] - 0 x 
Ele Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help 


DO|@|Ol®|» lanlpod A|A| = | BA [eerere scomr S| os vo754 
Set formula: 


1 T T T 


-02 上 
-04[ 1 
-06r 
-08r 


-1 
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 


Info: Draw 2-D geometry Ea 


图 7-28 偏 微 分 方程 求解 界面 


偏 微分 方程 求解 界面 分 为 如 下 几 个 部 分 : 

@ 菜 单 系统 。 偏 微分 方程 工具 箱 有 较 全 面 的 菜单 系统 , 其 中 大 部 分 实用 功能 均 可 以 由 工具 
栏 实现 , 工 具 栏 不 能 实现 的 部 分 多 为 一 些 工 具 箱 设置 与 文件 处 理 的 功能 。 后 面 将 根据 实际 需要 
介绍 菜单 系统 的 若干 功能 。 

@ 工 具 栏 ,工具 栏 内 各 个 按钮 的 详细 内 容 如 图 7-29 所 示 , 工具 栏 能 实现 从 求解 区 域 设 定 、 
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微分 方程 参数 描述 .求解 到 结果 表示 在 内 的 一 整套 实际 功能 .工具 栏 右 侧 的 列表 框 还 给 出 了 
MATLAB 能 直接 求解 的 一 些 常用 微分 方程 类 型 。 

@ 集 合 编辑 (Set formula) .用 户 可 以 在 求解 区 域 用 不 同 的 几何 形状 画 出 若干 集合 , 而 集合 
编辑 区 域 允 许 用 户 用 加 减法 等 表示 并 、 交 和 差 集运 算 ,更 准确 地 描述 求解 区 域 。 

图 求解 区 域 .为 该 程序 界面 下 部 的 区 域 ,用 户 可 以 在 这 个 部 分 内 绘制 出 问题 的 求解 区 域 , 微 
分 方程 的 解 也 可 以 在 这 个 区 域内 用 二 维 的 形式 表示 出 来 .MATLAB 还 支持 三 维 表示 , 但 需要 打 
开 新 的 图 形 窗口 。 

i Ee 输入 方程 加 密 网 格 图 形 设置 可 解 方程 类 型 列表 
OIEIDI®| 7 |nlpoel 入 | = 


TT , A A - 
绘制 本 加 区 域 边界 Wie | 
求解 方程 忆 吉 Structural Mech., Plane Stress 


图 7-29 偏 微 分 方程 求解 工具 栏 


(2) 偏 微分 方程 求解 区 域 绘制 


区 域 ,这样 就 可 以 在 集合 编辑 栏目 中 


。 本 节 将 通过 例子 演示 在 偏 微 分 方程 求解 界面 下 描述 求解 


区 域 的 方法 。 首 先 用 工具 栏 中 提供 的 椭圆 绘制 和 甜 形 绘制 功能 绘制 出 如 图 7-30(a) 所 示 的 一 些 


将 原来 的 内 容 修改 为 (RI+E1+E2)--E3, 表示 从 和 矩形 R1， 


顶 圆 E1、E2 的 并 集中 剔除 掉 E3。 单 击 工 具 栏 中 99 按钮 就 可 以 得 到 求解 区 域 . 选 择 Boundary 


一 Remove All Subdomain Borders 菜单 项 , 则 将 消除 若干 相 邻 区 域 之 间 的 分 隔 线 , 自动 绘制 


图 7-30(b) 所 示 的 区 域 图 。 


出 如 


刘 


0.5 


R1 El 


= 一 0.5 0 0.5 


(a) 求解 区 域 绘制 


1 1.5 = 一 0.5 0 0.5 


(b) 实际 求解 区 域 


六 1.5 


图 7-30 偏 微分 方程 求解 区 域 设 置 


有 了 求解 
示 。 如 果 感 觉 到 网 格 不 够 密 , 则 可 以 章 


区 域 , 就 可 以 单 击 A 按 钮 将 求解 区 域 用 三 角形 划分 成 若干 网 格 , 如 图 7-31(a) 所 


寺 


f 右 侧 的 按钮 加 密 网 格 , 可 以 得 出 如 图 7-31(b) 所 示 的 更 


密 的 网 格 图 ,值得 指出 的 是 ,一 般 情况 下 ,网 格 越 密 , 计算 的 结果 越 精确 ,但 计算 时 间 也 越 长 。 


(3) 偏 微 分 方程 边界 条 件 描述 。 


求解 边界 在 偏 微分 方程 界面 下 用 99 按钮 表示 。 一 般 地 ,在 
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(a) 求解 区 域 网 格 绘制 (b) 加 密 网 格 的 效果 
图 7-31 求解 区 域 的 网 格 生 成 
边界 条 件 。 


Q@ Dirichlet 条 件 , 一 般 描 述 为 


h (ee 只) la 三 案 ( 
其 中 , 99 表示 求解 
参数 可 以 为 常数 ， 


Ou 
Tt, u, 六 ) 


1.5 
偏 微 分 方程 工具 箱 支 持 的 边界 条 件 包括 Dirichlet 条 件 和 Neumann 条 件 。 下 面 分 别 介绍 这 两 种 
区 域 的 边界 ,假设 在 边界 上 满足 该 方程 , 则 只 需 给 出 x 和 函数 即 可 ,这 两 个 


hh 二 1。 后 面 将 介绍 Dirichlet 边界 条 件 的 描述 方式 。 


(7-7-17) 
也 可 以 为 z 的 函数 ,甚至 可 以 是 ,du/9z 的 函数 ,为 方便 起 见 ,一 般 可 以 令 
@Neumann 条 件 .其 扩展 形式 为 
说 (cVu)+ 中 尖 二 哮 
其 中 ,9u/om 为 向量 法 向 的 偏 导数 。 
选择 Boundary 


(7-7-18) 
一 Specify Boundary Conditions 菜单 ,将 打开 一 个 如 图 7-32 所 示 的 对 话 框 ,用 
户 可 以 在 这 个 对 话 框 中 描述 边界 条 件 。. 如 果 想 使 得 边界 上 各 点 的 函数 值 为 0, 则 可 以 将 该 对 话 杠 
的 r 栏 值 设 为 0 即 可 。 
国 Boundary Condition 


Boundary condiion equation' 


图 7-32 边界 条 件 设置 对 话 框 
(4) 偏 微 分 方程 求解 举例 。 
微分 方程 后 ,就 可 以 单 击 工具 栏 


的 
实际 偏 微分 方程 的 求解 全 过 程 。 


前 面 的 方法 设置 了 求解 区 域 和 边界 条 件 ,并 选择 了 合适 的 偏 
等 号 按钮 (=) 立 即 得 出 微分 方程 的 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 
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2 
例 7-38 试 求解 双 曲 型 偏 微分 方程 一 人 一 +2u= 10。 
解 由 给 定 的 偏 微 分 方程 , 可 以 得 出 c 二 1,a = 二 2, 了 = 10,d = 1。 这 样 单 击 偏 微分 方程 界面 工具 栏 中 
的 PDE 图 标 , 则 将 打开 一 个 类 似 于 图 7-33 的 对 话 框 , 左 侧 有 各 种 常见 的 偏 微 分 方程 类 型 。 选 择 其 中 
的 Parabolic 选项 ,就 能 将 给 定 的 偏 微分 方程 的 参数 输入 到 该 对 话 框 中 。 


国 ppE Specification 一 口 Bk 


Equation -divfcgrad(u)jraruf 


图 7-33 偏 微分 方程 参数 设置 对 话 杠 


如 果 想 求解 该 偏 微分 方程 , 则 可 以 单 击 工具 栏 中 的 等 号 按钮 ,这 样 马上 就 能 求 出 微分 方程 的 解 ， 
如 图 7-34(a) 所 示 。 其 中 ,图 形 为 伪 色 彩 图 形 ,其 颜色 表示 M(z,3) 值 。 注 意 ,这 时 给 出 的 u(z,g) 的 值 为 
在 t= 二 0 时 的 函数 值 ,后 面 将 介绍 如 何 显示 不 同 t 值 下 方程 的 解 。 

用 户 还 可 以 修改 微分 方程 的 边界 条 件 。 例 如 ,再 得 出 图 7-32 所 示 的 对 话 框 , 仍 采用 Dirichlet 条 
件 , 令 边 界 上 所 有 的 怀 值 为 10, 则 可 以 将 该 对 话 框 中 r 栏 目的 值 填写 为 10, 这 样 再 求解 偏 微分 方程 ， 
将 得 出 如 图 7-34(b) 所 示 的 结果 。 


Time=10 Color: u Time=10 Color: u 


一 0.5 0 —0.5 把 和 
= 0 = a 
-15 -1 -05 0 05 1 15 -15 -1 -05 0 05 1 15 


(a) 偏 微分 方程 的 解 (b) 改变 边界 条 件 后 的 解 
图 7-34 偏 微 分 方程 的 解 


微分 方程 的 结果 还 可 以 用 其 他 很 多 方式 显示 。 单 击 工具 栏 中 的 三 维 图 图 标 则 将 打开 一 个 如 
图 7-35 所 示 的 对 话 框 , 若 再 选择 Contour 则 可 以 绘制 等 值 线 图 , 若 选择 Arrows 选 项 , 将 计算 并 绘 
制 引力 线 ,选择 这 两 个 选项 ,将 得 出 如 图 7-36(a) 所 示 的 计算 结果 。 

另外 ,还 应 注意 ,在 如 图 7-35 所 示 的 对 话 框 中 , Property 栏目 的 各 个 项 目 均 有 列表 框 , 如 第 
一 项 的 默认 值 为 u, 表 明 所 有 的 分 析 都 是 针对 w(-) 函数 的 ,在 绘图 时 显示 的 是 wu(z,y)。 如 果 想 显 
示 其 他 的 内 容 , 则 可 以 单 击 右 侧 的 ,这 样 就 可 以 打开 列表 框 , 从 中 选择 其 他 的 分 析 内 容 ,直至 
选择 用 户 自 定 义 栏目 。 

若 单独 选择 Height (3d-plot), 则 将 另外 打开 一 个 图 形 窗口 ,绘制 出 网 格 型 三 维 图 形 , 如 
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DH Plot Selection = 一 站 
Plot type: Property: User entry: Plot style: 
Deoor 站 ~ interpolated shad ~ 
口 contour 
口 Arows -grad(u) 如 proportional 豆 
口 peformed mesh -grad(u) ~v 
Height (3-D plot) 加 ~ contnuous ~ 

Animaton Options- 


图 7-35 结果 显示 方式 设置 对 话 框 


图 7-36(b) 所 示 。 
1 Time=10 Color: u Vector field: -grad(u) Time=10 Height: u 
os 0.8 
0.5 
0.6 0.6 
0 
0.4 0.4 
从 3 o2 0.2 
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(a) 等 值 线 与 引力 线 表示 (b) 三 维 网 格 线 表示 


图 7-36 偏 微分 方程 解 的 不 同 表现 形式 


(5) 时 变 解 的 动画 显示 。 偏 微分 方程 程序 默认 的 时 间 向 量 为 t=0:10, 图 7-34 中 得 出 的 微分 

方程 解 也 是 在 最 终 时 刻 t = 10 的 解 。 从 双 曲 偏 微分 方程 看 ,方程 的 解 应 该 是 时 间 t 的 函数 ,所 以 
应 该 用 动画 形式 显示 出 来 ,现在 仍然 以 例 7-38 中 给 出 的 双 曲 偏 微分 方程 为 例 , 介绍 如 何 将 时 变 
方程 显示 出 来 。 
用 户 可 以 由 Solve 一 Parameters 菜 单 引 出 的 对 话 框 设置 时 间 向 量 ,例如 在 该 栏目 内 填 
写 0:0.1:4, 这 样 再 进行 微分 方程 求解 则 为 这 段 时 间 的 解 .定义 了 该 时 间 向 量 , 由 图 7-35 给 出 
的 对 话 框 可 以 选择 其 中 的 动画 (Animation) 选 项 , 单 击 Options 按钮 还 可 以 设置 动画 的 播放 速 
度 ,如 用 默认 的 6fps( 每 秒 6 桢 ), 这 样 就 可 以 直接 获得 该 微分 方程 解 的 动画 了 .用 户 可 以 用 Plot 
一 Export Movie 菜 单 将 动画 输出 到 MATLAB 工作 空间 ,例如 存 成 变量 M, 则 可 以 用 movie (M) 在 
MATLAB 图 形 窗口 中 播放 得 出 的 动画 ,也 可 以 用 movie2avi(M,'myavi.avi') 命令 将 动画 存 
成 myavi.avi 文 件 , 以 备 过 后 播放 。 

(6) 函数 参数 的 偏 微分 方程 求解 -前面 介绍 的 偏 微分 方程 ca, d, j 均 为 常数 , 而 在 实际 遇 
到 的 偏 微分 方程 中 , 经常 需 要 这 些 量 为 函数 的 情况 。 偏 微分 方程 工具 箱 目前 能 处 理 的 问题 是 含 
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有 非 线性 系数 的 椭圆 偏 微分 方程 问题 ,在 系数 字符 串 中 允许 使 用 x,y 直接 表示 微分 方程 中 的 
ZT1,T2 或 i,y, 用 变量 ux 和 uy 表示 9du/9z 和 du/9y, 这 样 就 可 以 描述 任意 的 非 线 性 系数 ,下面 将 
通过 例子 演示 这 种 方程 的 求解 方法 。 

例 7-39 假设 偏 微分 方程 为 div (me) 十 (z2 十 妨 )u 一 er- 如 ,其 中 边界 为 0, 试 求解 访 
偏 微分 方程 。 

解 观察 该 方程 可 以 发 现 , 它 满足 椭圆 型 偏 微分 方程 ,其 中 


区 
, a= + f= 


c 
VG+ (du/9n)? + (du/oy) 
且 在 求解 边界 上 以 的 值 为 0。 仍 使 用 偏 微分 方程 工具 箱 , 打开 如 图 7-33 所 示 的 对 话 框 , 选择 椭 
圆 型 偏 微 分 方程 (Elliptic) 选 项 ,在 c 参 数 栏目 填写 1./sqrt(1tux."2t+uy."2), 在 a 和 ff 栏目 分 别 
填写 Xx."2+ty."2 和 exp(-x."2-y."2); 再 打开 Solve 一 Parameters 对 话 框 , 从 中 选 定 Use nonlinear 
solver 属性 (注意 ,该 属性 只 适用 于 椭圆 型 偏 微分 方程 求解 ) 。 再 单 击 工 具 栏 内 的 等 号 , 则 可 以 求解 该 
方程 ,得 出 如 图 7-37(a) 、(b) 所 示 的 解 。 
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图 7-37 偏 微分 方程 解 的 不 同 表现 形式 


7.8 基于 Simulink 的 微分 方程 框图 求解 


前 面 介 绍 了 微分 方程 的 求解 函数 , 如 果 某 系统 可 以 由 微分 方程 描述 , 则 可 以 通过 前 面 介 绍 
的 方法 直接 求 出 微分 方程 的 数值 解 。 若 某 微分 方程 只 是 复杂 系统 中 的 一 部 分 , 其 输入 信号 来 自 
于 前 一 个 模块 , 则 不 能 用 这 种 方法 求解 微分 方程 ,除非 整个 系统 模型 可 以 由 单一 的 微分 方程 组 
描述 出 来 .基于 框图 的 仿真 策略 将 是 解决 这 类 问题 的 最 好 方法 ,Simulink 是 MATLAB 下 基于 框 
图 仿真 方法 的 理想 工具 。 本 节 将 介绍 各 种 微分 方程 的 Simulink 建 模 与 仿真 方法 。 
7.8.1 Simulink 简介 

Simulink 环 境 是 1990 年 前 后 由 MathWorks 公司 推出 的 产品 ,原名 为 SimuLAB,1992 年 改 
为 Simulink。 其 名 字 有 两 重 含义 ,仿真 (simu) 与 模型 连接 (link) ,表示 该 环境 可 以 用 框图 的 方式 
对 系统 进行 仿真 ,可 以 利用 这 一 有 效 的 工具 ,用 图 形 的 方式 描述 各 种 各 样 的 微分 方程 , 从 而 求解 
相应 的 微分 方程 。 

当然 , Simulink 的 功能 远 不 止 微分 方程 的 求解 , 它 还 提供 了 各 种 可 用 于 控制 系统 仿真 的 模 
块 ,支持 一 般 的 控制 系统 仿真 此外, 它 还 提供 了 各 种 工程 应 用 中 可 能 使 用 的 模块 ,如 电机 系统 、 


"，292。 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


机 械 系 统 、 通 信 系统 等 的 模块 集 , 直接 进行 建 模 与 仿真 研究 .Simulink 的 功能 十 分 强大 , 可 以 借 
其 本 身 或 模块 集 对 任意 复杂 的 系统 进行 仿真 ,相关 内 容 可 以 参阅 其 手册 加 和 书籍 9, 限 于 本 
书 篇 幅 , 只 能 介绍 和 微分 方程 求解 有 关 的 内 容 。 

本 节 先 简单 介绍 微分 方程 建 模 可 能 用 到 的 模块 ,然后 通过 例子 演示 微分 方程 的 Simulink 建 
模 方法 与 求解 方法 。 
7.8.2 Simulink 相 关 模 块 


在 MATLAB 命令 窗口 下 给 出 下 面 的 命令 ESEESySEEGGUSSAUISERD 将 打开 如 图 7-38 所 
示 的 模块 组 窗口 .可 见 , 该 组 窗口 中 提供 了 各 类 下 一 级 的 模块 组 , 如 输入 信号 源 模块 组 Sources、 
连续 模块 组 Continuous、 自 定义 函数 组 User-defined Functions 等 ,每 组 的 模块 都 是 很 丰富 的 , 理 
论 上 可 以 建立 任意 复杂 问题 的 仿真 模型 。 
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图 7-38 Simulink 环境 的 主 窗口 


Simulink 下 支持 的 模块 不 胜 枚 举 ,不 可 能 在 本 节 的 篇 幅 内 全 部 介绍 ,所 以 针对 微分 方程 模 
块 搭建 问题 ,作者 选择 了 一 些 常 用 模块 作为 子 模块 库 ,用 odegroup 命令 可 以 打开 如 图 7-39 所 示 
的 自 定义 模块 集 。 

下 面 将 介绍 其 中 常用 的 模块 : 

(1) 输入 输出 端口 (Inl, out1) 。 一 般 采 用 输出 模块 显示 微分 方程 求解 的 结果 , 该 模块 将 在 
MATLAB 工作 空间 中 产生 变量 yout。 此 外 ,仿真 信号 还 可 以 用 示波器 Scope 直 接 显 示 。 

(2) 时 钟 模块 Clock 产生 时 间 t, 从 而 可 以 搭建 时 变 微分 方程 模型 。 

(3) 常用 输入 模块 .可 以 用 Constant 模 块 产生 恒 值 信号 ,用 Sine 模 块 产生 正弦 信号 , 而 
Step 模块 则 可 以 产生 阶 跃 信号 。 

(4) 积分 器 模块 (Integrator) .可 以 用 其 描述 一 阶 导 数 , 令 常 微分 方程 组 的 每 个 一 阶 导 数 项 
作为 每 个 积分 器 模块 的 输入 。 例 如 ,第 i 个 积分 器 模块 的 输入 端 定义 为 zi(), 则 其 输出 端 自然 就 
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图 7-39 常用 模块 的 自 定义 模块 组 

是 z(t)。 若 给 出 了 一 阶 微分 方程 组 , 则 积分 器 输入 端的 搭建 就 是 整个 微分 方程 组 Simulink 模 型 
搭建 的 关键 .对 于 线性 高 阶 微分 方程 ,还 可 以 采用 其 中 的 传递 函数 模块 Transfer Fcn。 

(5) 延迟 模块 (Transport Delay) 。 可 以 得 出 其 输入 信号 在 t 一 + 时 刻 的 值 , 该 模块 可 以 用 于 
延迟 微分 方程 的 建 模 与 求解 。 

(6) 增益 模块 (Gain、Sliding Gain)。 这 些 增益 模块 都 是 建 模 中 很 有 意义 的 增益 模块 ,而 它 
们 的 作用 也 各 不 相同 。Gain 模块 主要 用 于 信号 的 放大 , 如果 该 模块 的 输入 信号 为 u, 则 其 输出 为 
Ku。 通过 对 话 框 设置 还 可 以 将 其 设置 为 算 阵 增益 模块 .Sliding Gain 模块 较 有 特色 , 它 实 际 上 是 
一 个 滚动 杆 ,用 户 可 以 通过 鼠标 拖 动 的 方式 实时 改变 该 模块 的 增益 。 

(7) 数学 运算 模块 .可 以 对 其 输入 信号 实现 加 减 乘除 等 代数 运算 ,也 可 以 实现 各 种 逻辑 运 
算 和 比较 运算 。 

(8) 数学 函数 模块 .可 以 对 输入 信号 做 模块 指定 的 非 线性 运算 ,如 三 角 函 数 运算 、 指 数 对 
数 运算 等 。 

(9) 信号 向 量化 模块 。 用 混 路 模块 Mux 可 以 将 若干 路 信号 混成 向 量 型 的 信号 ,用 DeMux 模 
块 可 以 将 向 量 型 信号 解 出 单 路 的 信号 。 
7.8.3 微分 方程 的 Simulink 建 模 与 求解 

建立 起 微分 方程 的 Simulink 模 型 ,可 以 用 sim() 函数 对 其 模型 直接 求解 ,得 出 微分 方程 的 
数值 解 .sim() 函数 的 调用 格式 和 ode45() 等 函数 特别 接近 ,这 里 不 详细 介绍 该 函数 的 调用 格 
式 , 读 者 可 以 参考 例子 中 的 调用 格式 ,领略 其 语法 结构 。 

(1) 一 般 微 分 方程 的 建 模 。 本 节 将 通过 例子 介绍 微分 方程 的 Simulink 建 模 方法 与 微分 方程 
求解 问题 , 首先 介绍 Lorenz 方 程 的 建 模 方法 , 然后 介绍 一 般 的 延迟 微分 方程 建 模 , 最 后 用 建 模 
的 方法 解 出 前 面 不 能 求解 的 延迟 微分 方程 。 


例 7-40 考虑 例 7-10 中 给 出 的 Lorenz 方程 的 求解 问题 ,这 里 重 写 如 下 
| T1(t) = —Br1(t) + z2(t)za(t) 


79(t) = —pzr2(t) + pralt) 
ZT3(t) = —Z1(t)z2(t) + oz2(t) — za(t) 
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其 中 , 设 B = 二 8/3,p 二 10,0 = 28, 且 各 个 状态 变量 的 初 值 为 zl1(0) = za(0) = 0,za(0) = 10-10, 试 用 
Simulink 搭建 该 模型 ,并 得 出 仿真 结果 。 
解 前 面 已 经 介绍 过 , 用 MATLAB 语 言 可 以 编写 一 个 函数 ,描述 原来 的 微分 方程 组 模型 ,然后 用 
ode45() 类 函数 就 可 以 直接 求解 该 方程 。 

用 Simulink 也 可 以 描述 出 微分 方程 组 的 模型 。 具 体 的 方法 是 :考虑 原 方程 中 有 状态 变量 的 一 阶 
导数 项 ,需要 使 用 三 个 积分 器 ,用 其 输入 端 分 别 描述 下 (日 ,z9(,z8(b, 则 其 输出 端 自然 就 成 了 zl 人， 
zo(t), za(t), 这 样 就 建立 起 了 Simulink 框图 的 核心 模块 框架 ,如 图 7-40(a) 所 示 。 双 击 积 分 器 模块 ,可 
以 将 状态 变量 初 值 填写 进 各 个 积分 器 模块 。 

在 构造 微分 方程 求解 框架 时 ,定义 了 各 个 状态 变量 及 其 导数 的 信号 ,利用 混 路 器 Mux 模 块 ,可 以 
定义 出 向 量 型 的 信号 z(t) = [z1(t),z2(t), za(j 了 ,该 信号 进入 Fen 模块 可 以 直接 表示 为 该 模块 输入 
信号 的 u(t) == [wu1(t), wo(t), ua(t)] 了。 这 样 ,考虑 Lorenz 方程 的 第 一 个 式 子 , 可 以 在 最 下 面 的 Fcn 模块 
中 填写 -betaku[1]+u[2]*u[3] ,从 而 将 该 模块 的 输出 直接 连接 到 第 一 个 积分 器 的 输入 端 dzli/dt， 
搭建 起 第 一 个 微分 方程 式 。 用 类 似 的 方法 可 以 建立 起 其 他 两 个 微分 方程 式 , 用 这 样 的 方法 最 终 可 以 
构造 出 如 图 7-40(b) 所 示 的 完整 Simulink 模 型 ,为 获得 仿真 结果 ,可 以 将 状态 变量 信号 z(t) 直接 连 
接 到 输出 端口 。 


(a) 积分 器 (c7mlorla.mdl) (b) Simulink 模型 (文件 名 :c7mlorlb.mdl) 
图 7-40 Lorenz 方 程 的 Simulink 建 模 


仿真 模型 建立 起 来 之 后 ,可 以 用 下 面 的 语句 对 该 微分 方程 进行 求解 , 并 得 出 和 图 7-4(a) 、(b) 完 
全 一 致 的 仿真 结果 ,这 里 不 再 重复 给 出 。 
>> beta=8/3; rho=10; sigma=28; [t,x]=sim('c7mlorib', [0,100]); plot(t,x) 
figure; plot3(x(:,1),x(:,2) ,x(:,3)) % 求 解 方 程 ,并 绘制 响应 曲线 和 相 平 面 曲线 
注意 ,这 里 的 beta,rho 和 sigma 参 数 可 以 写 入 MATLAB 工作 空间 , 而 无 须 作 为 附加 参数 在 语 
句 调用 中 给 出 ,也 可 以 将 积分 器 的 初 值 在 积分 器 模块 中 设置 成 变量 形式 ,无须 改变 Simulink 模 型 本 
身 就 可 以 改变 状态 变量 的 初 值 。 


例 7-41 比较 这 里 的 建 模 方法 与 ode45() 函数 求解 过 程 可 以 发 现 ,这 里 建立 的 模型 要 复杂 得 多 ,也 易 
于 出 错 ,所 以 应 该 考虑 使 用 更 好 的 方法 。 例 如 ,可 以 使 用 User-defined Functions 组 中 的 MATLAB 函 
数 模块 来 描述 显 式 微分 方程 组 的 右 侧 向 量 

function y=c7mode1(x)，b=8/3; r=10; s=28; % 方 程 描述 模块 

y=[-b*x(1)+x(2)*x(3); -Ir*x(2)+r*x(3); -x(1)*x(2)+s*x(2)-x(3)]; 
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则 可 以 构建 出 如 图 7-41(a) 所 示 的 模型 ,其 中 使 用 了 向 量化 的 积分 器 模块 ,其 输出 端 定义 为 状态 向 量 
z(b)， 初 始 条 件 [0;0;1e_10] 可 以 写 入 积分 器 ,积分 器 的 左 侧 为 zl(t)。 该 模型 的 仿真 结果 与 前 面 的 
完全 一 致 。 
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图 7-41 Lorenz 方 程 的 更 简洁 的 Simulink 模 型 

如 果 使 用 MATLAB Function 模块 , 则 可 以 构造 出 如 图 7-41(b) 所 示 的 Simulink 仿真 模型 ,将 上 
述 的 MATLAB 代码 嵌入 到 模块 中 ,这 样 就 不 需要 额外 的 MATLAB 函数 文件 。 不 过 这 样 的 函数 在 执 
行 时 需要 编译 ,可 能 比较 耗 时 。 相 比 之 下 , 建议 使 用 第 一 种 方法 。 此 外 ,这 样 的 函数 不 支持 附加 变量 的 
使 用 , 则 可 以 考虑 使 用 S- 函 数 。 

应 该 指出 , 对 于 小 规模 问题 来 说 ,用 Simulink 建 模 的 求解 方式 比 用 ode45() 等 函数 的 调用 
方式 更 复杂 。 但 在 解决 大 规模 问题 模块 化 问题 亦 即 复杂 混 连 系统 的 问题 时 ,用 Simulink 建 模 
方式 应 该 比 简单 的 函数 调用 更 合适 ,此 外 ,对 更 复杂 的 时 间 延 迟 微分 方程 求解 问题 来 说 ,采用 
Simulink 建 模 的 方法 ,可 以 解决 用 普通 微分 方程 求解 函数 解决 不 了 的 问题 。 

(2) 延迟 微分 方程 的 建 模 .Simulink 的 Continuous 组 中 提供 了 几 个 延迟 模块 ,如 图 7-42 所 
示 , 用 于 提取 信号 的 延迟 信息 。 例 如 ,Transport Delay 模块 描述 的 是 传递 函数 e-zs, 大 为 延迟 时 站 
常数 ,车 模块 的 输入 信号 为 u(t), 则 其 输出 为 u(t 一 工 )。 若 Variable Time Delay 模块 第 二 输入 信号 
为 6, 则 输出 信号 为 w(t 一 如 ), 而 Variable Transport Delay 模块 是 建立 在 Variable Time Delay 模 
块 基础 上 的 可 变 传输 延迟 ,第 二 端口 为 传输 延迟 友 ， 由 该 值 推算 出 一 个 等 效 的 时 间 延 迟 ta, 则 模 
块 的 输出 信号 为 u(t 一刀 ), 其 中 | i 二 1. 这 里 将 通过 例子 演示 延迟 微分 方程 的 建 模 

tta 在 
与 仿真 方法 。 
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图 7-42 Simulink 的 Continuous 组 提供 的 各 种 延迟 模块 


例 7-42 考虑 例 7-28 中 介绍 的 延迟 微分 方程 式 , 重 写 如 下 ,试用 Simulink 搭建 该 微分 方程 模型 ,并 得 
出 其 数值 解 。 zi 区 =1 -3z 由 一 yt 一 站 一 02za(t 一 0.5) 一 zt 一 0.5) 

{ Y(t) + 3y(t) +2y(t) = 47(t) 
解 例 7-28 中 描述 了 一 种 基于 dde23() 函数 的 直接 求解 方法 ,该 方法 需要 先 用 MATLAB 语言 编写 一 
个 函数 来 表示 延迟 微分 方程 ,但 这 样 的 求解 过 程 似乎 不 是 很 直观 。 
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现在 考虑 第 一 个 方程 式 ,将 一 3z(t) 项 移动 到 等 号 左 侧 , 则 可 以 将 其 变换 成 
z(t) +37(t) =1— yt—1)—0.2z3(t— 0.5) — z(t — 0.5) 

该 方程 的 z(t) 信号 可 以 理解 成 在 等 号 右 侧 信号 激励 下 ,传递 函数 模型 1/(s 十 3) 的 输出 信和 号 ,类 
似 地 ,第 二 个 方程 式 可 以 理解 为 y(t) 是 在 z(t) 信号 激励 下 ,传递 函数 模块 4/(s2 十 3s 十 2) 的 输出 信 
号 。 在 x(t) 信号 和 y(t) 信 号 上 连接 延迟 模块 Transport Delay 可 以 得 出 这 些 信 号 的 延迟 。 通 过 上 面 的 
分 析 , 可 以 搭建 出 如 图 7-43 所 示 的 Simulink 仿真 模型 。 


Transfer Fcn Transport 
Dela 


图 7-43 延迟 微分 方程 的 Simulink 模型 (文件 名 :c7mdde2.mdl) 


建立 了 仿真 模型 后 ,就 可 以 用 下 面 的 语句 求解 该 微分 方程 ,并 得 出 输出 信号 y(t) 的 曲线 。 该 结果 
和 例 7-28 中 给 出 的 完全 一 致 ,这 里 不 再 重复 给 出 。 该 结果 还 可 以 同时 在 示波器 上 显示 出 来 。 
>> [t,x]=sim('c7mdde2',[0,10]); plot (t,x) % 通 过 仿真 求解 该 微分 方程 并 绘图 
当然 ,车 不 习惯 使 用 传递 函数 模块 ,还 可 以 假设 Zz1 二 2,22 一,z3 一 多 ,这 样 可 以 将 原 微 分 方程 
模型 变换 成 一 阶 状态 方程 模型 
Ti(t) =1— z(t) — zo(t —1)+0.273(t— 0.5) — zi(t— 0.5) 
| 79(t) = x3(t) 
Th(t) = —471(t) — 373(t) — 272(t) 
给 这 三 个 状态 变量 选择 三 个 积分 器 , 则 可 以 搭建 出 Simulink 框 图 ,也 可 以 得 出 同样 的 结果 。 这 里 
不 给 出 具体 的 Simulink 模型 ,读者 可 以 按 系统 的 要 求 自己 搭建 该 模型 。 
例 7-43 现在 考虑 例 7-33 中 定义 的 延迟 微分 方程 ,其 中 
区 3 引 002 0 0 | LE 
Ai=|106 -16 62|, A42=| 0 003 0 |, B=|1 
207 —207 113 0 0 0.04 2 
试用 Simulink 搭建 系统 模型 ,并 得 出 系统 的 仿真 曲线 。 
解 该 方程 用 MATLAB 自身 提供 的 ddensd() 函数 可 以 求解 ,所 以 这 里 考虑 采用 基于 Simulink 的 框 
图 形式 求解 该 方程 ,在 建 模 之 前 ,可 以 用 下 面 的 语句 输入 已 知 的 矩阵 
>> Al=[-13,3,-3; 106,-116,62; 207,-207,113]; 
A2=diag([0.02,0.03,0.04]); B=[0; 1; 2]; % 输 入 各 个 已 知 矩 阵 
再 考虑 原始 的 微分 方程 模型 ,已 经 存在 一 个 状态 向 量 z(b), 故 可 以 安排 一 个 积分 器 ,使 得 其 输出 
为 zz( 昌 ,这 样 其 输入 端 自然 是 了 (可 以 分 别 给 这 两 个 信号 连接 延迟 环节 , 并 按 实 际 情况 设置 延迟 时 
间 常 数 , 则 可 以 构造 出 z(t 一 1) 和 Zz/'(t 一 T2) 信号 ,这 样 经 过 简单 的 处 理 就 可 以 搭建 出 如 图 7-44 所 示 
的 Simulink 模型 。 
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图 7-44 带 有 导数 延迟 的 微分 方程 Simulink 模型 (文件 名 :c7mdde3.mdl) 


NY| n=0.15 


用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 该 方程 ,并 将 各 个 状态 变量 绘制 出 来 ,如 图 7-24 所 示 。 
>> [t,x]=sim('c7mdde3',[0,8]); plot(t,x) 直接 仿真 并 绘制 输出 曲线 


例 7-44 如 果 各 个 状态 变量 初始 条 件 为 零 , 试 求解 下 面 的 变 时 间 延 迟 微分 方程 。 


71(t) = —27x2(t) — 3z1(t — 0.2| sint|) 
| 29(t) = 一 0.05zl(t)za(t) — 272(t — 0.8)+ 2 
Z(t) = 0.371(t)z2(t)z3(t) + cos(z1(t)z2(t)) 十 2sin 0.1t2 
解 和 其 他 微分 方程 框图 建 模 一 样 ,需要 用 一 个 向 量 型 积分 器 来 定义 状态 变量 向 量 z(t), 由 江 (t)， 
Z1(t 一 0.2|sint|), zw2(t 一 0.8),t 六 路 信号 构造 Mux 模块 的 输出 向 量 ,这 样 可 以 搭建 起 如 图 7-45 所 示 
的 系统 仿真 框图 。 注 意 ,在 框图 中 , 变 延 迟 时 间 模 型 可 以 调用 Variable Time Delay 模块 ,让 其 第 二 路 


输入 信号 表示 变 时 间 延 迟 0.2|sint|。 对 该 系统 进行 仿真 ,将 得 出 与 图 7-21 中 完全 一 致 的 结果 。 
2#sin(0.1+u^2) (« OO 
Clock 
ER 0.2*abs(sin(u)) ,| 
x < 可 De 2za(t 二 0.8) 
z(t)__ z(t) | T=0.8 
G 半 | 和 
| Terminator 
CD4 
0.3*0[1]*u[2]*o[3]+eos(u[1]*o[2D) L_ [oosraD]wD] 


图 7-45 变 时 间 延 迟 微分 方程 的 Simulink 模型 (模型 名 :c7mdde6.mdl) 


如 果 微 分 方程 的 状态 变量 含有 非 零 初 值 , 且 在 + < 0 时 状态 变量 的 历史 值 为 0, 则 将 积分 器 
的 初 值 直接 设置 成 非 零 向 量 即 可 。 例 如 , 在 此 微分 方程 中 将 状态 变量 在 + 二 0 时 刻 的 值 设置 成 
zo 二 [sin 1,1,1] 了, 则 将 得 出 与 图 7-22(b) 完 全 一 致 的 结果 。 

上 述 的 建 模 方法 基本 上 属于 底层 建 模 , 实现 起 来 较 烦 正 , 现在 考虑 另 一 种 建 模 方 法 :定义 中 间 变 
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量 di(t) = z1(t 一 0.2|sint|),d2(t) = Zz2(t 一 0.8), 则 可 以 将 原 方程 改写 成 
T1(t) = —272(t) — 3d1(t) 
zh(t) = -005zi(baa(D — 2d2(t) +2 
Zh(t) = 0.3zi(t)za(t)za(t) + cos(z1(t)z2(t)) 十 2sin 0.1t2 
这 样 ,利用 向 量化 积分 器 模块 ,可 以 如 图 7-46 给 出 的 方式 搭建 起 Simulink 仿真 模型 ,其 中 ,模块 
Interpreted MATLAB Function 对 应 的 程序 如 下 。 用 这 样 仿真 模型 可 以 得 出 与 前 面 一 致 的 仿真 结果 。 
比较 这 两 个 Simulink 模 型 可 见 ,这 里 给 出 的 建 模 方法 更 简洁 。 


Interpreted | zz 
©O EE: MATLAB Fen 让 ”CD 
Clock Tntepreted MATLAB Integrator 
Function 
0.2*abs(sin(u)) 日 二 
Fen ON Terminator 


图 7-46 变 时 间 延 迟 微分 方程 的 另 一 个 模型 (模型 名 :c7mdde5.mdl) 


(3) 随机 输入 微分 方程 的 建 模 .7.4.5 节 介绍 了 线性 微分 方程 在 随机 信号 激励 下 的 时 域 求 解 
方法 , 该 方法 不 能 扩展 到 非 线性 微分 方程 的 求解 ,所 以 可 以 考虑 采用 Simulink 建 模 与 仿真 方法 
直接 求解 .随机 输入 模块 可 以 采用 Sources 组 中 的 Bound-Limited White Noise 模块 表示 , 该 模块 
需 填写 白 噪声 的 方差 与 计算 步 长 等 信息 。 


例 7-45 重新 考虑 例 7-27 中 给 出 的 线性 微分 方程 的 求解 问题 。 

解 根据 原始 的 问题 可 以 建立 起 如 图 7-47 所 示 的 仿真 模型 ,选择 采样 周期 二 0.02s, 则 可 以 启动 仿 
真 过 程 ,然后 给 出 下 面 的 语句 绘制 输出 信号 的 概率 密度 函数 ,得 出 的 结果 和 图 7-19(b) 给 出 的 基本 一 
致 ,表明 这 样 的 仿真 方法 是 可 行 的 。 


| R s3 十 7s2 十 24s 十 24 >CD) 
s4 十 10s3 十 35s2 十 50s 十 24 Outl 
Band-Limited White Noise 
Transfer Fcn 


图 7-47 随机 输入 微分 方程 的 Simulink 模型 (模型 名 :c7mrand) 
例 7-46 随机 输入 系统 的 建 模 与 仿真 .假设 非 线性 系统 的 模型 如 图 7-48 所 示 , 其 中 , 线性 传递 函数 和 
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饱和 非 线性 环节 如 下 描述 
53 十 752 十 245 十 24 二 _ [ 2sign(e), lel>1 
有 全 = 十 10s3 十 35s2 十 50s 十 24， 人 不 全 二 | 2e, lel 和 1 


7(t) 
ON J yt) 


图 7-48 随机 输入 非 线性 系统 框图 


随机 扰动 信号 y(t) 为 均值 为 0, 方 差 为 3 的 Gauss 和 白 噪 声 信号 ,确定 性 输入 信号 7(t) = 0。 随 机 输 
入 信号 应 该 使 用 Band-limited White Noise 模 块 ,而 不 能 使 用 其 他 随机 信号 发 生 器 模块 ,这 样 搭建 起 
来 的 随机 系统 仿真 模型 如 图 7-49 所 示 。 注 意 ,应 该 采用 定 步 长 仿真 方法 对 该 系统 进行 仿真 ,并 将 仿真 
步 长 设置 成 和 Band-limited White Noise 模 块 完全 一 致 的 值 ,比如 0.01。 此 外 ,随机 系统 的 仿真 一 定 要 
有 足够 多 的 仿真 点 才 有 意义 ,所 以 这 里 选择 30000 个 仿真 点 。 


Ou Band-Limited 
White Noise 本 本 
机 | > 53 十 752 十 24s 十 24 


54 十 10s3 十 35s2 十 50s 十 24 | 


Transfer Fcn 


图 7-49 随机 输入 非 线性 系统 仿真 框图 (文件 名 :c7mnlrsys.mdl) 


对 该 系统 进行 仿真 , 则 仿真 结果 将 由 tout,yout 向 量 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 ,给 出 下 面 语 
句 将 分 别 绘制 出 输出 信号 最 后 500 个 点 的 时 域 响应 曲线 和 由 仿真 数据 近似 的 e(t) 信号 的 概率 密度 
直方 图 ,如 图 7-50(a)、《b) 所 示 


1.5 08 
上 0.6 
0.5 
0.4 
0 
-0.5 2 
和 0 
295 296 297 298 299 300 1 -2 0 2 
(a) 时 间 响 应 曲线 (b) 概率 密度 曲线 


图 7-50 系统 e(t) 信 号 的 仿真 结果 
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7.9 习 题 
试 将 例 7-2 中 微分 方程 求解 语句 改变 成 符号 变量 描述 的 格式 重新 求解 ,并 验证 结果 。 
试 求 出 下 面 线 性 微分 方程 的 通 解 。 
Ys) +13y® + 64y"(t) + 152y"(t) + 176y (t) + 80y(t) = e—?: [sin (2t + x/3) + cos 3 
假设 上 述 微分 方程 满足 已 知 条 件 y(0) 二 1,y(1) = 3,g(z) 二 2,Y(0) = 1,y(1) = 2, 试 求 出 
满足 该 条 件 的 微分 方程 的 解析 解 。 
试 求 下 面 微分 方程 的 通 解 
pe 砂 一 2 内 十 处 +z 一 3 =0 22 十 22/ 一 Zz 二 3 十 六 十 ==0 
dy — 27" — 1! — 27 + 5y, z+4dr' z+ +2y -y=0 
试 求解 下 面 微分 方程 的 通 解 以 及 满足 z(0) = 1,z(r) = 2,y(0) = 0 条 件 下 的 解析 解 。 
z(t) + 52(t) + 47(t) + 3y(t) = esin dt 
2y'(t) + y(t) + 4z'(t) + 6z(t) =e-Stcos4dt 
试 求 出 下 面 的 时 变 线性 微分 方程 的 解析 解 。 
@Legendre 微分 方程 (1 一 万 )z 一 2tz' 十 n(n 十 1)z=0, 
@Bessel 微分 方程 怒 z/ 十 如 ' 十 ( 纪 一 mn2)z 一 0。 
试 求 出 微分 方程 y(z) 一 (2 一 1/7z)y(z) 十 (1 一 1/7z)y(z) = z2e-5 的 解析 解 通 解 ,并 求 出 满足 
边界 条 件 y(1) = zx,y(7) = 二 1 的 解析 解 。 
试 求 出 下 面 微分 方程 组 的 解析 解 ,并 利用 Laplace 变换 求 出 其 解 。 
{ 0) + (0) + z(t) +y(t) =0, 


2 的 DO) lO) ints =2 HO) = 0)=V(0) = 


试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 
DEN(t) +2t2' (t+) =t+1, OY (7)+27Yy(7) = Ze”, OY + +3y +Yy 一 ertsint。 
试 求解 下 面 的 非 线 性 微分 方程 解析 解 。 
Oy =ytcosr +ytanz, OrzyY =72 ++, Ty +2y+ ryer = 0。 
试 求 出 下 面 方程 的 解析 解 , 并 绘制 出 (Zz,y) 的 轨迹 曲线 。 
{ (2z/ 一 以 十 9z) 一 (y+y +3y)=0, 
(22"+2'+77) — (WW -y+5y)=0, 
试 求解 下 面 的 时 变 线性 微分 方程 。 
®(z2 —27+3)y" — (z+1)y +2ry —2y=0, 


z(0)=2(0)=1, y0)=¥(0)=0 


@zInzy’ — zy +y=0, @(e:+1)y’—2y —e'y=0。 
极限 环 是 非 线 性 常 微分 方程 中 一 种 常见 的 现象 , 对 某 些 非 线 性 微分 方程 来 说 , 不论 初 始 状态 为 
何 值 , 微 分 方程 的 相 轨迹 都 将 稳定 在 一 条 封闭 的 曲线 上 , 该 曲线 称 为 微分 方程 的 极限 环 。 试 绘 
制 出 下 面 微分 方程 的 极限 环 ,并 对 不 同 初 值 验证 微分 方程 的 相 平面 曲线 确实 收 仇 于 极限 环 。 
z=Yy+z(1— 2 —¥) 
{ y=-z+y1— 2 —y) 
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(19) 


考虑 下 面 给 出 的 非 线性 微分 方程 ,文献 [11] 指出 , 该 方程 具有 多 个 极限 环 ,r = 1/(nn)， 
nn 二 1,2,3,…。 用 数值 方法 求解 此 方程 并 观察 多 极限 环 的 情况 。 
v=-y+2f (VP), 
y=z+yf (VE+) 
考虑 下 面 给 出 的 著名 的 Ressler 化 学 反应 方程 组 , 选 定 a 一 b= 二 0.2,c 二 5.7, 且 zx1(0) = 7z2(0) 
Za(0), 绘 制 仿真 结果 的 三 维 相 轨迹 ,并 得 出 其 在 zy 平面 上 的 投影 ,在 实际 求解 中 建议 将 a, b,c 
作为 附加 参数 , 若 设 a 二 0.2,b 二 0.5,c 二 10 时 ,绘制 出 状态 变量 的 二 维 图 和 三 维 图 。 
T=—y—2z 
=z+ay 
z=b+(z2—e)z 
Chua 电路 方程 是 混沌 理论 中 经 常 提 到 的 微分 方程 上 
| z=aly—7— f(z)] 


式 中 ，f(7) =r2sin(1/m) 


y=7—y+z 

z=—Py—7z 

其 中 , f(z) 为 Chua 电路 的 二 极 管 分 段 线性 特性 , f(z) = bz 十 (a 一 昌 (|z 十 1| 一 |z 一 1)/2, 且 

a<D <0。 试 编写 出 MATLAB 函数 描述 该 微分 方程 ,并 绘制 出 a = 15,pB = 20,7 = 0.5， 

a 二 一 120/7,6 二 一 75/7, 且 初始 条 件 为 z(0) = 一 2.121304,y(0) = 一 0.066170,z(0) = 2.881090 

时 的 相 空 间 曲 线 。 

Lotka-Volterra 扑 食 模型 方程 如 下 , 试 求解 该 微分 方程 ,并 绘制 相应 的 曲线 。 

2(t) = 4z(t) — 2z(t)y(t), 

{ y (0) = 2 -3 0) -3 


考虑 Duffing 方程 
Z(t) + p17'(t) — z(t) + 223(t) = po cost, 其 中 , 21(0) =7y, za(0) = 0 
@@ 若 由 王 1 三 0, 试 求 方程 的 数值 解 ,例如 ,7 了 =[0.1 : 0.1 : 2], 试 对 不 同 初 值 绘制 相 平面 曲线 ; 
@ 若 J 二 0.01,12 二 0.001, 选取 六 一 0.99,1.01, 试 绘制 出 不 同 初 值 下 的 相 平面 曲线 ; 
回 若 za(0) = 0.2, 试 对 不 同 的 7 值 绘制 相 平面 曲线 。 
试 选择 状态 变量 ,将 下 面 的 非 线性 微分 方程 组 转换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ,并 用 MATLAB 对 
其 求解 ,绘制 出 解 的 相 平面 或 相 空间 曲线 。 
i 1 2 一 2zzz' = 3z2yt2 
-ey 出入 下 网 二 过 y’ —eyy = 4rt2z 
= 
© @ 2"—2tz = 2tery 
7(1) = 2,z'(1) = 一 人 
y(1) =—2,y(1) =7WwG=6 2(1)=2"(1)=»y(1)=2 
. l 2(1) =2(1) =y(1) =3 


ZH) — 8sinty(t) = 3t — e—2t | 0)=y0)=0, z'(0) =¥(0) = 0.3 
YO) + 3te- tz(t) = 12cost, zx"(0) =y(0) =1, zw%(0) =y"(0) = 0.1 
请 给 出 求解 下 面 微 分 方程 的 MATLAB 命令 ,并 绘制 出 y(t) 曲线 。 


I 


y+tyy +tyP =e Y, y(0)=2, y(0)=y(0)=0 
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(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


试问 该 方程 存在 解析 解 吗 ?选择 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 求解 该 方程 时 , 步 长 选择 多 
少 可 以 得 出 较 好 的 精度 , 试 与 MATLAB 语言 给 出 的 现成 函数 在 过 度 、 精 度 上 进行 比较 。 
试用 解析 解 和 数值 解 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程 组 。 
1"(t) = —27(t) — 37(t) + et, a(0)=L2(0)=2 
{ Y(t) =22(t) — 3y(t) — 4z'(t) — 4y'(t) —sint, y(0)=3,y(0)=4 
给 定 微分 方程 组 如 下 , 且 w(0) = 1,w(0) = 2,v'(0) = 2,v(0) = 1, 试 选择 一 组 状态 变量 ,将 其 变 
换 成 MATLAB 语言 能 直接 求解 的 微分 方程 组 形式 ,并 绘制 出 u(b,u 人 b) 的 轨迹 曲线 。 


迪 人 = 一 wx(b/ra(b)， 本 
{ w(t) = 0(0)/7300), 其 中 ，7(t) = Vw2(t) + v2(t) 


已 知 微分 方程 如 下 Ga ,其 中 ,ud(0) = 45,ua(0) = 30,ua(0) = ua(0) = 0,g= 9.81, 试 求解 此 微 
分 方程 ,并 绘制 出 各 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 。 

ui = Us 

址 = 

2 十 cos(ud — uo)u = —gsinus 一 sin(ul — uo)u3 

cos(u1 — u2)us + uh = —gsin us 十 sin(ul — uo)a 


试 求 出 下 面 隐 式 微分 方程 的 数值 解 ,已 知 TZ1(0) = 1z4(0) = lz2(0) = 2,z2(0) = 2, 并 绘制 出 
轨迹 曲线 。 ZrY sin(T172) + S2429 cos(23) + t27122 = e-73 
Tv2 + rr sin(z?) 十 cos(zgza) = sint 

下 面 的 方程 在 传统 微分 方程 教程 中 经 常 被 认为 是 刚性 微分 方程 ,试用 常规 微分 方程 解法 和 刚 
性 微分 方程 解法 分 别 求解 这 两 个 微分 方程 的 数值 解 ,并 求 出 解析 和 解 ,用 状态 变量 曲线 比较 数值 
求解 的 精度 。 

WH = +24y +5cost— sint/3, y1(0) = 1/3 

= —24y1 一 51y — 9cost+sint/3, y2(0) = 2/3 


叭 = 一 50ya,ya(0) 二 2 

8 = 70y2 — 120ys, ya(0) = 1 
考虑 下 面 的 化 学 反应 系统 的 反应 速度 方程 组 ,该 方程 往往 被 认为 是 刚性 方程 , 试 采用 ode45() 
对 之 求解 ,观察 是 否 能 正确 求解 ,如 果 不 能 求解 应 该 如 何 解决 问题 ? 


| = 0.04y: + 104y2ys, 


| N= -0.1y — 49.9y2,y1(0)= 1 
@ 


仿 二 0.04y1 一 104yoya 一 3 x 107 好 ， 初 值 为 y1(0) 二 1，y2(0) 二 ya(0)=0 
Wh =3x10'%, 
试 求 出 习题 (6) 中 给 出 的 微分 方程 边 值 问题 数值 解 ,绘制 出 y(t) 曲线 ,并 和 该 习题 得 出 的 解析 
解 比较 精度 。 
试 求解 下 面 的 零 初 值 微分 方程 
@ T(t) = Ve(t) — y(t) +3—3 人 z(t) =In(2— y(t) +2y(0)) 
y(t) = arctan(z2(t) + 2z(t)y(t)), y(t)=4— Vz(t) + 472(t) 
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(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 
(34) 


(35) 


(36) 


(37) 
(38) 


(39) 


假设 方程 为 零 初 值 问 题 , 试 求解 下 面 的 常 微分 方程 
cosz"(t)y"(t) — cosz’(t) — y(t) — z(t Y(t) +e “Oyt) =2 
sin2"(t) cosy’”(t) — z(t)y (t) + 2"(t)y(t) — (Y(t) =5 
如 果 t 0 时 z(t) 二 t,y(t) = et, 试 求解 下 面 的 延迟 微分 方程 
z(t) = 722(t— 0.2)+y(t—0.2)— 6z(t— 0.5)— 8y(t— 0.1) 
y(t) = z(t [2y(t — 0.2) — z(t) +5— 2z2(t— 0.1)] 
如 果 方程 最 后 一 项 T2(t 一 0.1) 变 成 Zz/(t 一 0.1), 试 重新 求解 微分 方程 。 
考虑 Van der Pol 方 程 V' 十 J( 灵 一 1)y 十 y = 0, 试 求解 放 二 1, 且 边 值 y(0) = 1,y(5) = 3 时 方 
程 的 数值 解 。 如 果 假设 /为 自由 参数 , 试 求 出 满足 边 值 条 件 , 且 满 足 yy(5) 二 -2 时 方程 的 数值 
解 及 几 的 值 ,并 绘图 验证 之 。 
试 求解 下 面 的 边 值 问题 。 
z+ 地 十 人 一 记 ) ZT 二 Vicost, 其 中 ,7z(1) = 1,z(6) = 一 0.5， 
@—u (2) + 6u(2) = elor cos1l2z,u(0) = (1) = 1。 
试 对 待定 常数 c 求 解 下 面 的 边 值 问题 。 
{ w(t) = 22(t) — yt) z(0) =y(0) =0 
Y(t) = [z(t) — yz — y(t) — dq, y(5)=1 
试 求解 边 值 问题 YY!(z) = X2(y2(z) 十 cos? rz) 十 2r2 cos2rz, 其 中 ,y(0) 二 y(1) = 0,y(0) = 1。 
某 周 期 爆发 的 传染 病 可 以 由 Kermack-McKendrick 模型 (14 
Y(t) = -y(t)y(t — 1) +y(t— 10) 
YS(t) = Y(t)y2(t — 1) — y(t) 
ys(t) = Y(t) — y(t — 10) 
其 中 ,t < 0 时 历史 函数 由 W(t) 二 5,y2(t) = 0.1,ysa(t) = 1 描述 , 试 求解 t€ [0,40] 时 的 数值 解 。 
试用 数值 方法 求解 下 面 的 偏 微分 方程 ,并 绘制 出 函数 曲面 。 
{ 92u/dz2 + du/dy =0 


ul 二; 宙 二 二 生 > 击 | 半 人 有 


2=0;y>0 y=0,z>0 


考虑 简单 的 线性 微分 方程 十 3y” 十 3y 十 4y 十 5y = 二 @ 3 半 十 e 5sin( 外 十 /3), 且 方程 
的 初 值 为 y(0) = 1,y(0) = 多 (0) = 1/2,y”(0) = 0.2, 试 用 Simulink 搭 建 起 系统 的 仿真 模 
型 ,并 绘制 出 仿真 结果 曲线 。 考 虑 上 面 的 模型 ,假设 给 定 的 微分 方程 变化 成 时 变 线性 微分 方 
程 gg 十 3t 多 十 312 几 十 4 十 到 一 es 十 estsin(4t 十 区 /3), 而 方程 的 初 值 仍 为 (0) = 1， 
yy(0) = 多 (0) = 1/2,y”(0) = 0.2, 试用 Simulink 搭建 起 系统 的 仿真 模型 , 并 绘制 出 仿真 曲线 。 
如 果 在 例 7-42 中 不 采用 传递 函数 模块 , 试 重新 建立 仿真 并 比较 得 出 的 仿真 结果 。 

考虑 延迟 微分 方程 y(t) 十 4y"(t 一 0.2) 二 6y'(t 一 0.1)++6y"(t)+4y(t 一 0.2)+y(t 一 0.5) =@-， 
且 在 t < 0 时 该 方程 具有 和 零 初始 条 件 , 试 分 别 用 Simulink 建 模 与 dde23() 函数 求解 的 方式 直接 
求解 该 微分 方程 ,并 绘制 出 y(t) 曲线 。 

假设 某 系 统 的 Simulink 模型 如 图 7-51 所 示 , 试 写 出 其 数学 模型 。 
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Za yl 1/s 


Integrator2 Integrator3 


sin(u(1)*exp(2.3*(-u(2))) 0— 


Fcn 
x 
Product Clock 
图 7-51 习题 (39) 的 Simulink 框 图 
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第 8 章 数据 插值 .函数 逼近 问题 的 计算 机 求解 


在 科学 与 工程 研究 中 经 常会 通过 实验 测 出 一 些 数据 ,根据 这 些 数据 对 某 种 规律 进行 研究 是 
数据 插值 与 函数 逼近 所 要 解决 的 问题 .可 以 将 已 知 数据 看 成 是 样本 点 ,所 谓 数据 插值 就 是 在 样 
本 点 的 基础 上 求 出 不 在 样本 点 上 的 其 他 点 处 的 函数 值 .8.1 节 将 介绍 一 维 \ 二 维 甚至 多 维 数据 插 
值 问题 的 求解 方法 , 并 介绍 一 种 基于 插值 技术 的 求 取 数 值 积分 的 方法 和 离散 数据 的 最 优化 问题 
求解 方法 .8.2 节 将 介绍 两 种 常用 的 样 条 插值 方式 , 三 次 分 段 多 项 式 的 插值 方式 和 B 样 条 插值 广 
式 ,通过 例子 比较 二 者 的 不 同 ,并 介绍 基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 ,还 将 演示 该 积分 运算 的 
结果 优 于 8.1 节 介 绍 的 方法 ,掌握 了 这 两 节 就 能 较 好 地 求解 一 维 或 多 维 数据 的 插值 运算 。 

所 谓 函 数 逼 近 问 题 即 由 已 知 的 样本 点 数据 求 取 能 对 其 有 较 好 拟 合 效果 的 函数 表达 式 的 方 
法 ,最 简单 地 ,可 以 由 多 项 式 拟 合 更 多 的 样本 点 ,这 样 求解 使 得 拟 合 误差 极 小 化 的 多 项 式 的 系 
数 即 为 多 项 式 拟 合 或 逼近 所 要 解决 的 问题 ,8.3 节 将 介绍 多 项 式 拟 合 方法 、 多 元 函数 的 线性 匠 
归 拟 合 方法 与 一 般 非 线性 函数 的 最 小 二 乘 参 数 拟 合 方法 等 .8.4 节 将 介绍 一 般 给 定 函数 的 有 理 
函数 逼近 方法 ,包括 一 般 函 数 的 连 分 式 展开 与 逼近 方法 及 一 般 函 数 的 Pade 近似 方法 等 .8.5 节 、 
8.6 节 将 介绍 几 种 常用 的 特殊 函数 及 曲线 绘制 .8.7 节 将 介绍 信号 的 相关 分 析 、 噪 声 滤波 技术 及 
滤波 器 设计 等 有 关 的 信号 处 理 入 门 知 识 及 其 MATLAB 语言 实现 。 

本 章 涉及 的 内 容 很 多 也 可 以 由 其 他 的 非 传统 方法 求解 , 如 数据 插值 . 拟 合 等 内 容 将 在 
10.3 节 中 介绍 用 人 工 神经 网 络 进行 研究 , 而 噪声 滤波 等 内 容 将 在 10.5 节 中 用 小 波 变换 的 方式 求 
解 , 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 相关 内 容 , 并 比较 这 些 方法 与 本 章 介 绍 方法 之 间 的 优 劣 。 


8.1 ”插值 与 数据 拟 合 


8.1.1 一 维 数据 的 插值 问题 


(1) 一 维 插值 问题 的 求解 .假设 f(z) 是 一 维 给 定 函 数 ,函数 本 身 未 知 , 仅 已 知 在 相 异 m 组 自 
变量 zl,za,，…: ;zm 点 处 的 函数 值 为 yi1,y2，… ,ym 这样 采样 点 (z1, 1), (Zz2,y2)，…… » (Tm Ym) 
又 经 常 称 为 样本 点 , 则 由 这 些 已 知 样本 点 的 信息 获得 该 函数 在 其 他 点 上 函数 值 的 方法 称 为 函数 
的 插值 .如 果 在 这 些 给 定点 的 范围 内 进行 插值 , 称 为 内 插 , 否则 称 为 外 插 。 如 果 从 时 间 概 念 上 理 
解 这 个 问题 , 则 对 zm 以 后 点 的 插值 又 称 为 预报 。 

MATLAB 语 言 中 提供 了 若干 个 插值 函数 , 如 一 维 插值 函数 interp1(), 多 项 式 拟 合 函 数 
polyfit() 等 ,还 有 大 量 的 解决 多 维 插值 问题 的 函数 。 

一 维 插值 函数 interpl() 的 调用 格式 为 SERIES ,其 中 一 [ci 
22 Tm] TY 一 [ip2…… ,gm 两 个 向 量 分 别 表 示 给 定 的 一 组 自 变 量 和 函数 值 数 据 , 可 以 
日 这 两 个 向 量 来 表示 已 知 的 样本 点 坐标 , 上 且 不 要 求 z 向 量 为 单调 的 .zi 为 用 户 指定 的 一 组 新 的 
插值 点 的 横 坐 标 , 它 可 以 是 标量 ,向 量 或 矩阵 , 而 得 出 的 是 在 这 一 组 插值 点 处 的 插值 结果 .这 
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里 给 出 的 'spline' 是 本 书 推荐 的 插值 方法 选项 , 表示 采用 三 次 样 条 插值 的 插值 方法 . 除 此 之 

外 ,还 可 以 采用 '1linear' (线性 插值 , 它 在 两 个 样本 点 间 简 单 地 采用 直线 拟 合 )、'nearest' (最 

近 点 等 值 方式 ) 和 'pchip' (三 次 Hermite 插 值 ) 等 ,但 从 插值 精度 看 建议 使 用 'spline' 选项 。 

例 8-1 假设 已 知 的 数据 点 来 自 函 数 f(z) = (z2 一 37 十 5)e 5?sinz, 试 根据 生成 的 数据 进行 插值 处 

理 ,得 出 较 平滑 的 曲线 。 

解 根据 给 出 的 函数 可 以 直接 生成 数据 ,并 绘制 出 如 图 8-1(a) 所 示 的 折线 图 。 

>> x=0:0.12:1; y=(x. "2-3#x+5) .exp(-5+X) .*sin(x); plot(Xx,y,X,y,'0') % 生 成 样本 点 
可 以 看 出 ,由 这 样 的 数据 直接 连 线 绘制 出 来 的 曲线 十 分 粗糙 ,可 以 再 选择 一 组 插值 点 ,然后 直接 

调用 interpl() 函数 进行 插值 近似 。 


分 别 选择 各 种 拟 合 选项 ,可 以 得 出 拟 合 结果 与 理论 曲线 ,它们 之 间 的 比较 如 图 8-1(b) 所 示 , 最 大 
绝对 误差 分 别 为 el = 0.0177,eo = 0.0086, es = 0.1598。 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 人 0 0.2 0.4 0.6 0.8 
(a) 已 知 数据 的 图 示 (b) 各 种 算法 插值 结果 比较 
图 8-1 一 维 函 数 各 种 插值 结果 

可 以 看 出 ,默认 的 直线 型 拟 合 得 到 的 曲线 和 图 8-1(a) 中 的 同样 粗糙 , 因为 该 方法 就 是 对 各 个 点 
的 直接 连 线 ,而 'nearest' 选项 得 出 的 拟 合 效果 就 更 差 了 。 采 用 'pchip' 和 'spline' 选项 的 拟 合 更 
接近 于 理论 值 。 事 实 上 ,应 用 样 条 插值 算法 得 出 的 插值 十 分 逼近 理论 值 ,甚至 用 肉眼 难以 分 辨 所 以 
样 条 函数 插值 在 一 维 数据 插值 拟 合 中 还 是 很 有 效 的 。 样 条 插值 还 可 以 通过 样 条 插值 工具 箱 求 出 。 
例 8-2 试 编写 一 段 程序 ,允许 用 户 利用 插值 方法 手工 绘制 一 条 光滑 的 曲线 。 
解 在 实际 应 用 中 经 常 需要 用 户 自己 选 定 几 个 点 ,然后 就 能 绘制 出 一 条 光滑 的 曲线 。 选 择 点 的 方法 可 
以 由 MATLAB 下 的 ginput() 函数 实现 ,有 了 这 些 点 ,就 可 以 编写 出 下 面 的 函数 ,该 函数 即 能 实现 所 
需 的 功能 。 在 绘制 图 形 时 , 若 给 出 vis 变量 , 则 绘制 的 图 形 保留 样本 点 处 的 圆圈 ,否则 在 绘制 图 形 后 
删 去 圆 图 。 
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(2) Lagrange 插 值 算法 及 应 用 .Lagrange 插 值 算 法 是 一 般 代 数 插值 教材 中 经 常 介绍 的 一 类 
插值 算法 四 ,对 已 知 的 mi 多 点 ,可 以 求 出 z 向 量 上 各 点 处 的 插值 为 

=a 人 过 = 疗 (8-1-1) 
4(z) 2 = 


根据 上 述 算法 , 可 以 立即 编写 出 相应 的 MATLAB 函数 为 


例 8-3 考虑 一 个 著名 的 例子 ,f(z) = 1/(1 十 252?), 一 1 < xz < 1, 假 设 已 知 其 中 一 些 点 的 坐标 , 则 可 以 
采用 下 面 的 命令 进行 Lagrange 插值 ,得 出 如 图 8-2(a) 所 示 的 插值 曲线 。 


由 得 出 的 插值 曲线 可 见 ,用 Lagrange 插 值得 出 的 效果 和 精确 值 相 差 甚 远 ,这 种 多 项 式 阶 次 越 
高 越发 散 的 现象 又 称 为 Runge 现 象 ,。 所 以 对 这 个 例子 来 说 ,传统 的 Lagrange 算 法 失效 ,现在 考虑 
MATLAB 下 的 interp1() 函数 来 解决 同样 的 问题 ,通过 下 面 的 语句 可 以 得 出 三 次 插值 及 样 条 插 
值 的 结果 ,并 将 各 种 插值 结果 与 精确 值 绘制 在 相同 的 坐标 系 下 ,如 图 8-2(b) 所 示 。 可 见 ,用 MATLAB 
中 提供 的 算法 不 存在 Runge 现 象 ,一 般 可 以 放心 大 胆 地 直接 使 用 。 


~ Ds 0 0.5 有 航 -0.5 0 0.5 及 
(a) Lagrange 插 值 失效 (b) interp1() 函数 结果 
图 8-2 不 同 插值 算法 下 的 插值 效果 


(3) 一 维 插值 的 预报 问题 求解 .所 谓 预报 , 就 是 由 现 有 的 数据 预测 将 来 时 刻 的 数据 , 比较 
常用 的 是 由 近 些 年 的 人 口 数 预报 将 来 某 年 的 人 口 数 ,或 已 知 近年 来 的 产量 预测 未 来 某 年 的 
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产量 等 ,前面 已 经 提 及 ,预报 问题 又 称 为 外 插 问题 , 可 以 使 用 interp1() 函数 直接 求解 , 且 使 
日 'extrap' 选项 来 表明 预报 问题 .如 果 采 用 了 'spline' 选项 则 可 以 不 使 用 'extrap' , 因为 样 
条 插值 会 自动 处 理 预 报 问题 。 

例 8-4 例 2-34 给 出 了 某 省 近 些 年 的 人 口 数据 的 Excel 文 件 ,以 5 年 为 步 距 构 造 出 样本 点 , 试 以 样本 点 
为 基础 进行 插值 处 理 ,得 出 1949-2015 年 的 人 口 数量 。 

解 由 于 Excel 文 件 包含 了 1949-2011 年 的 人 口 数 ,所 以 2009 年 前 的 数据 可 以 认为 是 内 皇 , 后面 的 数 
据 属于 预报 。 由 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 1949-2015 年 的 人 口 数量 插值 结果 ,如 图 8-3 所 示 。 


4000 
3500 
3000 
2500 
2000 


1500 
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 


图 8-3 用 插值 和 预报 方法 解决 人 口 数量 计算 
人 口 数 量 预报 问题 是 一 个 复杂 的 问题 ,采用 人 口 动力 学 之 类 的 动态 模型 描述 可 能 更 恰当 ,该 模 
型 还 需要 考虑 其 他 的 影响 因素 ,如 政策 因素 、 自 然 灾 难 等 ,单纯 采用 普通 的 插值 方法 是 不 合适 的 。 所 
以 这 里 给 出 的 预报 只 适合 短 时 间 之 内 的 预报 ,不 宜 求 解 较 长 时 间 以 后 的 预报 问题 。 
8.1.2 已 知 样本 点 的 定 积 分 计算 


3.7 节 中 给 出 了 由 样本 点 求解 定 积分 的 梯形 方法 及 现成 的 MATLAB 函数 trapz() .然而 由 
例 3-58 中 给 出 的 结果 看 , 若 已 知 的 样本 点 较 稀疏 , 则 得 出 的 定 积分 近似 将 有 很 大 的 误差 。 如 果 被 
积 函数 用 样 条 插值 的 方法 从 给 定 样本 点 直接 求 取 , 则 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 


| 


该 函数 的 调用 格式 为 ,其 中 ,zo, yo 为 样本 点 构成 的 横 纵 坐标 向 
量 ,a, 为 积分 区 间 , 调用 该 函数 将 得 出 所 需 的 定 积分 值 。 下 面 将 通过 例子 演示 该 函数 的 应 用 。 


例 8-5 试 利用 样 条 插值 算法 求解 例 3-58 中 给 出 的 积分 问题 。 

解 由 原 题 知 正弦 函数 积分 的 理论 值 为 2, 用 梯形 法 由 数据 求 积 分 实际 上 是 近似 成 折线 与 了 轴 围 成 区 
域 的 面积 求 取 问题 , 若 步 长 较 大 则 近似 精度 较 差 。 这 里 将 考虑 在 已 知 样本 点 的 前 提 下 利用 插值 方式 
描述 被 积 函 数 ,进行 积分 求解 的 方法 。 由 下 面 的 语句 得 出 定 积分 的 值 为 了 一 1.9999997。 


可 见 ,这 样 的 积分 结果 远 比 例 3-58 中 用 梯形 法 得 出 的 结果 精度 高 得 多 。 如 果 给 定 的 样本 点 更 稀 
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玖 , 则 下 面 可 以 由 梯形 法 和 插值 法 得 出 五 = 1.9835, I2 二 2.0000, 两 种 方法 的 优 劣 就 更 明显 了 。 

">> x0=0:pi/10:pi; yO0=sin(x0); Il=trapz(x0,70) ，I2=quadspln(x0,70,0,Pi) % 不 同方 法 
现在 考虑 更 极端 一 点 的 例子 ,即使 已 知 再 少 的 样本 点 ,例如 在 TE [0, 可 区 间 内 仅 已 知 5 个 不 均 

习 分 布 的 稀疏 样本 点 , 仍 可 以 考虑 采用 插值 和 integral() 函数 结合 的 方法 求 取 积 分 值 ,万 = 2.019， 

五 =1.8416。 可 见 ,这 时 梯形 法 有 很 大 的 误差 。 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 语句 


事实 上 , 即使 在 这 样 稀疏 的 样本 点 下 ,也 可 以 用 样 条 插值 法 得 出 相当 好 的 拟 合 效 果 。 用 下 面 的 
MATLAB 语句 可 以 绘制 出 样 条 插值 的 结果 与 理论 值 之 间 的 比较 ,如 图 8-4(b) 所 示 , 其 中 曲线 的 实 线 
部 分 表示 原 函 数 , 虚线 表示 插值 效果 。 


和 b 
0.8 0.8 
0.6 0.6 
0.4 0.4 
0.2 0.2 


i 0 二 2 3 05 1 LS 2 2 3 
(a) 样本 点 的 分 布 (b) 插值 效果 比较 
图 8-4 样本 点 极 稀疏 时 的 插值 效果 


例 8-6 仍然 考虑 例 3-59 中 的 振荡 函数 ,假设 已 知 其 中 的 150 个 数据 点 , 试 采用 quadspln() 函数 计算 

出 该 定 积分 的 值 ,并 检验 其 精度 。 

解 因为 这 里 假设 原 函 数 未 知 , 仅 已 知 数据 点 ,所 以 用 解析 积分 的 算法 是 不 可 行 的 。 若 想 求 出 该 积分 

的 数值 解 , 则 可 以 给 出 下 面 的 指令 ,得 出 I = 0.0666722。 

>> x=[0:3#pi/2/200:3#pi/2]; y=cos(15*x); I=quadspln(x,y,0,3#pi/2) 久 由 插值 算 积分 
可 见 , 这 样 的 结果 还 是 很 精确 的 。 下 面 可 以 绘制 出 原始 函数 和 插值 曲线 ,如 图 8-5 所 示 。 可 以 看 

出 ,这 样 的 曲线 拟 合 效果 还 是 很 好 的 ,从 图 形 上 和 理论 曲线 基本 看 不 出 区 别 。 


对 此 例子 来 说 ,由 于 被 积 函 数 本 身 变化 较 大 ,给 定 的 样本 点 相对 较 少 ,所 以 未 能 提供 充足 的 信息 
量 ,来 获得 更 高 精度 的 积分 值 。 若 想 进 一 步 提高 积分 的 精度 , 则 唯一 解决 途径 是 提供 更 密 的 样本 点 。 


8.1.3 二 维 网 格 数据 的 插值 问题 


MATLAB 下 提供 了 一 维扬 信 的 了 ,如 E22 于 ,大 
中 , zo, yo, zo 为 已 知 的 数据 , 而 zi, yi 为 由 插值 点 构成 的 新 的 网 格 参数 ,返回 的 zi 算 阵 为 在 所 
选 插 值 网 格 点 处 的 函数 近似 值 . 插 值 方法 'spline' 可 以 蔡 换 成 'linear'、'cubic' 。 和 一 元 函 
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图 8-5 原型 函数 与 样 条 插值 曲线 
数 插值 类 似 , 其 中 最 好 的 方法 还 是 样 条 插值 ' spline' , 本 节 仍 将 通过 例子 演示 、 比 较 各 种 算法 。 
例 8-7 假设 由 二 元 函数 z = f(z,y) = (z2 一 27)e-” -zy 可 以 计算 出 一 些 较 稀 下 的 网 格 数据 , 试 
根据 这 些 数据 对 整个 函数 曲面 进行 各 种 插值 拟 合 ,并 比较 拟 合 结果 。 
解 考虑 给 出 的 二 元 函数 ,假设 仅 知 其 中 较 少 的 数据 , 则 可 以 由 下 面 的 命令 绘制 出 已 知 数据 的 网 格 
图 ,如 图 8-6(a) 所 示 。 从 图 8-6(a) 可 以 看 出 ,由 这 些 数据 绘制 的 图 形 还 是 很 粗糙 的 。 


选 较 密 的 插值 点 , 则 可 以 用 下 面 的 MATLAB 语句 采用 默认 的 插值 算法 进行 插值 ,得 出 的 结果 如 
图 8-6(b) 所 示 。 


= -0.5 
2 2 
0 次 2 0 0 2 
二 2 二 
(a) 已 知 数据 的 图 示 (b) 线性 选项 插值 结果 


图 8-6 二 维 函 数 插值 比较 


可 以 看 出 ,默认 的 线性 插值 方法 还 原 后 的 三 维 表面 图 在 很 多 地 方 还 是 太 粗糙 可 以 用 下 面 的 命 
令 分 别 由 三 次 插值 选项 和 样 条 插值 选项 来 进行 插值 ,得 出 的 结果 如 图 8-7 所 示 , 这 样 的 插值 效果 都 是 
比较 理想 的 。 


通过 下 面 的 误差 分 析 还 可 以 进一步 比较 两 种 算法 ,因为 网 格 已 知 , 故 可 以 由 已 知 函 数 计算 出 z 
的 精确 值 ,所 以 可 以 通过 下 面 的 语句 求 出 两 种 算法 得 出 的 矩阵 zl 和 zo 与 真 值 z 之 间 误 差 的 绝对 值 ， 
分 别 如 图 8-8(a)、(b) 所 示 。 可 以 看 出 ,选择 样 条 方法 的 插值 精度 要 远 高 于 三 次 插值 算法 ,所 以 在 实际 
应 用 中 建议 使 用 'spline' 插值 选项 。 
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(a) 三 次 插值 算法 (b) 样 条 插值 算法 
图 8-7 二 维 函 数 其 他 插值 结果 比较 


>> ZzZ=(x1.~2-2*x1) .*exp(-x1. 2-y1.~2-x1.*y1); 久 新 网 格 各 点 函数 的 理论 值 
surf(xl,y1,z-zl)，figure; surf(xl,y1,z-z2) % 与 理论 值 相 比 较 


0.05 0.05 
0 0 
-0.05 005 
2 
0 0 2 0 次 2 
2 过 2 -2 
(a) 三 次 插值 算法 (b) 样 条 插值 算法 


图 8-8 二 维 函数 的 误差 


8.1.4 二 维 散 点 分 布 数 据 的 插值 问题 


通过 上 面 的 例子 可 以 看 出 , MATLAB 提 供 的 二 维 插值 函数 还 是 能 较 好 地 进行 二 维 插值 
运算 的 ,但 该 函数 有 一 个 重要 的 缺陷 ,就 是 它 只 能 处 理 以 网 格 形式 给 出 的 数据 , 如果 已 知 数据 
不 是 以 网 格 形式 给 出 的 , 则 用 该 函数 是 无 能 为 力 的 。 在 实际 应 用 中 , 大 部 分 问题 都 是 以 实测 的 


(zi Wi; 冯 ) 散 点 给 出 的 ,所 以 不 能 直接 使 用 函数 interp2() 进行 二 维 插值 。 


MATLAB 语 言 中 提供 了 一 个 更 一 般 的 griddata() 函数 ,用 来 专门 解决 这 样 的 问题 。 该 


函数 的 调用 格式 为 荆 1ddata(z0,90,20,Z,Y V4) , 其中, zo, yo, zo 是 已 知 的 样本 点 和 


标 ,这 里 并 不 要 求 是 网 格 型 的 , 可 以 是 任意 分 布 的 , 均 由 向 量 给 出 ,zx,y 是 期 望 的 插值 位 置 ,可 
以 是 单个 点 ,可 以 是 向 量 或 网 格 型 矩阵 , 得 出 的 z 的 维 数 应 该 和 zz,y 一 致 ,表示 插值 的 结果 。 
"v4' 选项 是 指 采 用 MATLAB 4.0 版 本 中 提供 的 插值 算法 , 公认 该 算法 效果 较 好 ,但 没有 一 
个 正式 的 名 称 ,所 以 这 里 用 'v4' 表明 采用 该 算法 .除了 'v4' 选项 外 ,还 可 以 使 用 'linear'、 


'cubic' 和 'nearest' 等 算法 ,但 效果 一 般 比 'v4' 差 很 多 。 


例 8-8 仍 考虑 原型 函数 z= 二 f(z,y) = (z2 一 27)e- 了 -YY, 在 ZE [3,3],y € 广 2, 引 短 形 区 域内 随 
机 选择 一 组 (zi, 久 ) 坐标 ,就 可 以 生成 一 组 名 的 值 。 以 这 些 值 为 已 知 数据 ,用 一 般 散 点 数据 插值 函数 


griddata() 进行 插值 处 理 ,并 进行 误差 分 析 。 


解 这 里 选择 200 个 随机 数 构 成 的 点 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 生成 2,Yy, 之 向 量 ,但 由 于 这 些 数 据 不 是 网 
格 数 据 ,所 以 得 出 的 数据 向 量 不 能 直接 用 三 维 曲面 的 形式 表示 。 但 可 以 通过 下 面 的 语句 将 各 个 样本 
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点 在 TY 平面 上 的 分 布 形式 显示 出 来 ,如 图 8-9(a) 所 示 ,也 可 以 绘制 出 如 图 8-9(b) 所 示 的 样本 点 的 三 
维 分 布 。 可 以 看 出 ,这 些 分 布点 还 是 比较 均匀 的 ,但 由 此 绘制 的 三 维 图 形 可 读 性 很 差 ,所 以 需要 对 其 
进行 插值 处 理 ,得 出 可 读 性 好 的 三 维 曲面 表示 。 


2 xx % 
*; 
开交 
x 让 XO Kx XX Kg 
% x x% ex Xx 六 
OF x x xx 
x 水 x x Xx X| 
-llx x 这 入 2 交涉 总 全 这 区 
CR . x x 
A 
二 一 对 0 1 2 条 
(a) 已 知 数据 点 的 分 布 (b) 已 知 数据 点 的 三 维 分 布 


8-9 已 知 样本 数据 显示 

仍 选 定 按照 例 8-7 中 给 出 的 方法 生成 网 格 矩 阵 , 则 可 以 用 'cubic'! 和 'v4' 两 种 算法 获得 插值 结 

果 , 还 可 以 绘制 出 拟 合 后 的 曲面 形式 ,分 别 如 图 8-10(a) 、(b) 所 示 。 可 以 看 出 ,用 'v4' 算法 得 出 的 结 
果 效 果 明 显 更 好 些 ,而 用 'cubic' 插值 算法 得 出 的 曲面 在 某 些 点 上 可 能 残缺 不 全 。 


(a) 三 次 插值 算法 (b) 'v4' 插值 算法 
图 8-10 二 维 函 数 各 种 插值 结果 比较 


还 可 以 进一步 进行 误差 分 析 。 用 下 面 的 语句 可 以 先 计 算出 在 新 网 格 点 处 函数 值 的 精确 解 ,并 用 
这 些 点 和 两 种 方法 计算 出 来 的 误差 ,得 出 如 图 8-11(a)、(b) 所 示 的 误差 曲面 。 可 见 , 用 'v4' 选项 的 插 
值 结果 明显 优 于 三 次 插值 算法 ,所 以 在 实际 应 用 中 建议 采用 'v4' 算法 。 


例 8-9 前 面 已 经 提 及 ,给 定 的 样本 点 在 Z8V 平 面 分 布 较 均 习 ，, 现 在 人 为 地 剔除 某 区 域 的 样本 点 ,表明 
已 知 数据 分 布 不 均匀 ,这 时 再 进行 插值 分 析 , 观察 插值 效果 。 

解 由 已 知 的 x,Yy,zz 和 矩阵 人 为 地 别 除 在 以 (一 1, 一 1/2) 点 为 圆心 , 以 0.5 为 半径 的 圆 内 的 点 , 则 可 以 采 
用 下 面 语句 重新 进行 插值 运算 。 
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2 二 
(a) 三 | 法 (b) ‘va' 法 
?》 三次 括 什 算法 图 8.11 二 维 函数 括 信 误 差分 析 “ ”后 入 
这 时 将 得 出 如 图 8-12Ca) 所 示 的 样本 点 分 布 图 ,同时 还 蛋 印 了 国 。 可 见 ,在 该 加 内 样本 点 确实 均 
已 经 区 除 。 用 新 的 样本 点 可 以 拟 合 出 曲面 ,如 图 8-12Cb) 所 示 。 可 见 , 拟 合 效果 还 是 很 好 的 。 


>】 闪光 
x xXx Xx 并 光志 区 
Xxx X; x x Xx 
1H 
吕 
ol 
六 
x x x 六 到 x ,| 
| x x -05 
光 
BL 2 
的 :人 说 省 下 名 多 六 
(a) 已 知 数据 点 的 分 布 (b) 曲面 拟 合 的 效果 


8-12 修改 样本 后 的 分 布 及 拟 合 效 果 

现在 可 以 进行 误差 分 析 了 ,用 下 面 的 语句 可 以 得 出 误差 ,并 绘制 出 误差 曲面 ,如 图 8-13(a) 所 示 ， 
可 以 看 出 ,尽管 原始 样本 点 数据 被 人 为 剔除 掉 了 一 个 较 大 的 区 域 , 但 拟 合 效果 还 是 很 好 。 
>> z0-(u. 2-240) .+exp(-u 2-v. 2-u.*vV); surflusv,z0-z1) 多 误差 曲面 

读者 还 可 以 给 出 下 面 的 语句 绘制 出 误差 的 等 高 线 图 ,同时 枉 印 出 样本 点 分 布 , 如 图 8-13(b) 所 
示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,原始 样本 点 数据 分 布 稀少 的 地 方 (在 本 例子 中 人 为 别 除 样本 点 的 区 域 和 其 他 几 
个 样本 点 稀少 的 区 域 ) 拟 合 效 果 不 甚 理想 ,其 余部 分 拟 合 效果 较 好 。 
>> contour(u,v,z0-z1,30); hold on，plot(x,y,'x'); line(x0,y0) % 误 差 的 等 高 线 

由 此 可 以 得 出 结论 ,数据 材 值 拟 合 效果 的 好 坏 在 很 大 程度 上 取决 于 数据 点 的 分 布 情况 ,如 果 某 
个 区 域 的 数据 点 分 布 较 少 , 则 很 难 通过 插值 的 方式 恢复 该 区 域 ,因为 这 个 区 域 已 知 的 信息 量 是 不 足 
以 高 精度 恢复 数据 的 ,所 以 为 使 得 该 函数 的 拟 合 精度 较 高 ,建议 在 数据 采集 时 均匀 地 多 选择 一 些 点 。 


8.1.5 高 维 插值 问题 


三 维 的 网 格 数据 生成 仍然 可 以 用 3a 本数 实 现 ,其 中 ,z1,y, 
2 为 这 三 维 所 需要 的 分 割 形式 ,应 该 是 向 量 形式 给 出 的 ,返回 的 z,y,z 为 网 格 的 数据 生成 , 均 
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(a) 误差 的 三 维 曲面 (b) 误差 的 二 维 等 高 线 图 
图 8-13 二 维 函 数 插值 误差 分 析 


为 三 维 数组 。 

4 维 网 格 数据 的 生成 还 可 以 使 用 nagria0 函 雪 ESRAIEEGEESRCRE, 基 
中 ,v1,… ,wn 为 这 nn 维 所 需要 的 分 割 形式 ,应 该 是 向 量 形式 给 出 的 ,返回 的 Zz1,… ,zn 为 网 格 
数据 生成 的 效果 ,这 时 返回 的 zi 为 n 维 数组 。 

函数 ndgrid() 生成 的 数据 格式 与 meshgrid() 函数 有 些 区 别 ,首先 ,meshgrid() 函数 只 能 
用 于 二 维 或 三 维 网 格 数据 的 生成 ,而 adgrid() 函数 无 此 限制 ;此 外 , 如果 生 成 二 维 网 格 数 据 ， 
[z,y] 二 meshgrid(:…) 与 [zl,yi]=ndgrid(…) 在 网 格 数据 上 满足 z = zT,y = yf。 如 果 生 
成 三 维 数 据 , [z,y,z]=meshgrid(…) 与 [zx1,y1,z1] 一 ndgrid(:…) 函数 生成 z 与 z1 完 全 一 
致 ,zw(:,: ,i) 数组 对 每 个 i 均 为 固定 矩阵 ,zw 了 ,y,yT 数组 也 是 一 样 , 且 x1(:,: ,i)=z1(:,: ,i)T。 
除了 网 格 点 信息 外 ,样本 点 函数 值 也 需 同时 做 相应 的 转 置 处 理 。 可 以 根据 前 面 介绍 的 方法 编写 
一 个 简单 的 转换 函数 实现 两 者 的 相互 转换 。 


车 已 知 按 空间 网 格 取 的 样本 点 , 则 可 以 用 interp3() 函数 或 更 一 般 的 interpn() 函数 进 
行 插值 运算 。 这 些 函数 的 调用 格式 和 interp2() 一 致 ,这 里 不 详细 介绍 了 。 若 已 知 样本 点 是 以 
散 点 形式 给 出 , 则 类 似 地 可 以 调用 griddata() 函数 对 其 进行 插值 拟 合 ,早期 版 本 则 应 该 使 用 
griddata3() 或 griddatan() 插值 运算 。 
例 8-10 由 例 2-46 给 出 的 三 元 函数 V(z, 久 z) = Vzz 十 ge+9)/2 十 zty+z)/3 生成 一 组 样本 点 数据 ， 
然后 用 插值 方法 得 出 拟 合 结果 ,并 给 出 插值 结果 的 四 维 表示 与 拟 合 误差 。 
解 先 调用 meshgrid() 函数 生成 一 组 较 稀疏 的 三 维 网 格 坐标 点 , 则 可 以 求 出 样本 点 处 的 函数 值 T。 
利用 vol_visual4d() 欧 数 对 比 插值 结果 识 和 理论 值 W 可 见 ,二 者 得 出 的 图 形 在 已 知 区 域 边界 附 
近 稍 有 区 别 外 绝 大 部 分 区 域 没 有 区 别 ,得 出 的 体 视 化 切面 图 如 图 8-14 所 示 。 
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8-14 原 函 数理 论 值 与 插值 结果 的 切面 显示 


8.1.6 基于 样本 数据 点 的 离散 最 优化 问题 求解 

在 实际 应 用 中 , 某 一 个 需要 优化 的 目标 函数 有 时 其 原型 是 未 知 的 ,只 有 一 些 相应 的 、 离 散 分 
布 的 样本 数据 点 ,这 样 ,就 可 以 采用 样 条 插值 或 其 他 插值 方法 去 拟 合 目标 函数 , 从 而 优 化 这 样 的 
目标 函数 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 这 样 的 最 优化 问题 求解 方法 。 
例 8-11 重新 考虑 例 8-7 中 的 函数 ,假设 已 经 测 出 了 其 中 一 些 离散 数据 点 , 试 根据 这 些 离散 点 搜索 对 
应 函数 的 最 小 值 ,并 检验 所 得 出 的 结果 。 
解 仿照 前 面 的 例子 ,可 以 首先 生成 一 些 离散 点 ,再 由 这 些 离散 点 通过 插值 方法 构造 目标 函数 的 匿名 
函 数 ,对 该 匿名 函数 进行 优化 , 则 可 以 得 出 最 优 解 为 了 一 0.6069,y = 一 0.3085。 


如 果 已 知 目 标 函 数 , 则 可 以 得 出 zi 二 0.6110, ra 二 一 0.3055, 与 前 面 得 出 的 比较 一 致 。 


8.2 样 条 插值 与 数值 微 积分 问题 求解 


前 面 介 绍 的 插值 函数 是 简单 的 插值 算法 .MATLAB 提供 了 一 个 样 条 插值 工具 箱 ,可 以 更 好 
地 求解 样 条 插值 问题 .还 可 以 借助 样 条 数据 结构 容易 地 求解 数值 微 积 分 问题 。 所 以 本 节 可 以 认 
为 是 8.1 节 以 及 3.6 节 和 3.7 节 的 拓展 。 
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样 条 函数 是 函数 逼近 的 一 种 方法 , 其 中 三 次 样 条 函数 和 B 样 条 函数 是 两 类 常用 的 样 条 函 
数 . 下 面 首先 分 别 介绍 这 两 类 样 条 函数 的 表示 方法 , 然后 介绍 利用 MATLAB 的 样 条 插值 工具 
箱 求解 数值 微分 和 数值 积分 的 问题 。 
8.2.1 样 条 插值 的 MATLAB 表示 


(1) 三 次 样 条 函数 及 其 MATLAB 表 示 . 三 次 样 条 函数 的 定义 是 ,已 知 平面 上 n 个 点 
(zigi)(i = 1,2,… ,n); 其 中 ,zi1 < za < … < zn, 这 些 点 称 为 样本 点 ,如 果 有 某 函 数 S(zx) 
满足 下 面 三 个 条 件 , 则 称 S(z) 为 经 过 这 nn 个 点 的 三 次 样 条 函数 。 

@5(zi) = Wi(i = 1,2,… ,n), 亦 即 该 函数 经 过 这 些 样本 点 ; 

@S(z) 在 每 个 子 区 间 [zi, zifi] 上 为 三 次 多 项 式 

S(z) = cil(z 一 Ti) 十 ciz(z 一 Zi)2 十 cas(z 一 Ti) 十 cia (8-2-1) 

@5(z) 在 整个 区 间 [z1,zn] 上 有 连续 的 一 阶 及 二 阶 导 数 。 

MATLAB 的 样 条 插值 工具 箱 中 提供 了 csapi() 函数 来 定义 一 个 三 次 样 条 函数 类 , 其 调用 
格式 很 简单 国富 全 阐 , 共 中 ,zx = El za ,zn],3 = [1;Y2，… ,Vyn] 为 样本 点 ,得 出 的 
5S 是 一 个 三 次 样 条 函数 对 象 ,其 成 员 变量 包括 子 区 间 点 、 各 个 三 次 多 项 式 系数 等 。 

样 条 函数 对 象 的 插值 结果 可 以 由 fnplt() 绘制 出 来 ,对 给 定 的 向 量 zp, 也 可 以 由 fnval() 函 
数 计算 出 来 .这 两 个 函数 的 调用 格式 为 ELECSJ 和 EECS CO 列 , 其 中 得 出 的 yp. EE 
各 点 的 插值 结果 。 

例 8-12 试 求 出 例 8-5 中 给 出 的 稀疏 数据 的 三 次 样 条 插值 结果 。 


解 由 三 次 样 条 函数 的 调用 语句 可 以 立即 得 出 给 定数 据 的 样 条 插值 结果 , 并 和 原理 论 数据 同时 绘制 
出 来 ,如 图 8-15 所 示 。 


其 中 得 出 的 每 一 行为 对 应 区 间 内 的 三 次 多 项 式 系数 ,在 表 8-1 中 给 出 。 例 如 ,在 (0.4,1) 区 间 内 ,插值 
多 项 式 可 以 表示 为 So(z) = 一 0.1627(z 一 0.4)3 一 0.1876(z 一 0.4)? 二 0.9245(z 一 0.4) 十 0.3894。 
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图 8-15 给 定 稀 破 数据 的 三 次 样 条 插值 效果 


例 8-13 试用 三 次 样 条 插值 的 方法 对 例 8-1 中 给 出 的 数据 进行 拟 合 。 
解 用 下 面 的 语句 可 以 建立 起 描述 已 知 数据 的 样 条 插值 类 ,并 得 出 各 段 三 次 多 项 式 系数 ,由 表 8-2 给 
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表 8-1 分 段 三 次 多 项 式 系数 表 


区 间 cl ca ca ca 
(0,0.4) 一 0.16265031 0.007585654 0.99653564 0 
(0.4, 1) 一 0.16265031 一 0.18759472 0.92453202 0.38941834 

[8 0.024435717 一 0.48036529 0.52375601 0.84147098 

(2, 7) 0.024435717 一 0.40705814 一 0.36366741 0.90929743 


出 ,根据 该 表 可 以 用 多 项 式 方式 计算 出 样 条 插值 的 值 。 
>> x=0:.12:1; y=(Xx.~2-3*+X+5) .*exp(-5*x) .*sin(x); sp=csapi(x,y); fnplt(sp) 
c=[sp.breaks(1:4)' sp.breaks(2:5)' sp.coefs(1:4,:),... % 生 成 表 8-2 数 据 
sp.breaks(5:8)' sp.breaks(6:9)' sp.coefs(5:8,:) ]; 


表 8-2 分 段 三 次 多 项 式样 条 插值 系数 表 


分 段 三 次 多 项 式 系数 分 段 三 次 多 项 式 系数 
区 间 cl co ca ca 区 间 cl c2 ca ca 
(0, 0.12) 24.7396 ”一 19.359 4.5151 0 (0.48,0.6) —0.2404 0.7652 —0.5776 0.1588 


(0.12, 0.24) 24.7396 —10.4526 0.9377 0.3058 | (0.6,0.72) —0.4774 0.6787 —0.4043 0.1001 
(0.24,0.36) 4.5071 —1.5463 —0.5022 0.3105 || (0.72,0.84) —0.4559 0.5068 —0.2621 0.0605 
(0.36,0.48) 1.9139 0.07623  —0.6786 0.2358 || (0.84,0.96) —0.4559 0.3427 —0.1601 0.03557 


csapi() 函数 还 可 以 处 理 多 个 自 变量 的 网 格 数据 三 次 样 条 插值 类 , 其 调用 格式 为 
S=csapi({z1, 72,.* ,Ln},z) 
其 中 , mi 为 自 变量 的 网 格 标志 ,> 为 网 格 数据 的 样本 点 ,得 出 的 8 是 三 次 样 条 函数 对 象 。 


例 8-14 试用 三 次 样 条 插值 方法 得 出 例 8-7 中 给 出 网 格 数据 的 样 条 插值 拟 合 ,并 绘制 出 曲面 。 
解 用 下 面 的 语句 自然 就 能 得 出 样 条 插值 对 象 sp, 并 绘制 出 如 图 8-16 所 示 的 曲面 。 可 见 , 这 样 的 插值 
结果 与 interp2() 函数 得 出 的 完全 一 致 
>> x0=-3: .6:3; y0=-2:.4:2; [x,y]=ndgrid(x0,y0); 注意 这 里 只 能 用 ndgrid() 函数 
2Z=(X. 2-2*x) .*exp(-Xx. 2-y. 2-x.*y); 和 否则 生成 的 = 矩阵 顺序 有 问题 
sp=csapi({x0,y0},2); fnplt(sp); % 三 次 样 条 插值 的 效果 


a 过 


图 8-16 二 维 函 数 插值 结果 
注意 ,这 里 的 z 短 阵 应 该 是 基于 用 ndgrid() 雯 数 生 成 的 工 和 WY 矩阵 ,而 不 能 用 meshgrid() 函 
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数 生成 ,因为 用 其 生成 的 zx 矩阵 数据 排列 方式 和 样 条 插值 工具 箱 不 一 致 。 如 果 原 始 数据 是 由 
meshgrid() 格式 表示 的 , 则 应 该 采用 mesh2nd() 函数 先 作 相应 的 格式 转换 。 


(2) B 样 条 函数 及 其 MATLAB 表示-B 样 条 插值 为 另 一 类 常用 的 样 条 函数 ,假设 感 兴趣 的 
区 间 (a,5) 可 以 分 为 若干 个 子 区 间 a = 加 < < 志 <… <tm ==b, 其 中 ,三 又 称 为 节点 (knot)， 
这 时 近似 的 分 段 函数 可 以 写成 m 
F(t) = > piBix(t) (8-2-2) 

i=0 


其 中 ,pi 为 系数 ,下 为 阶 次 , 且 k < m。Bik(z) 称 为 k 阶 B 样 条 基 。 选 择 B 样 条 基 的 初 值 为 


1， 如 果 云 去 二 万 H 
Biolt) = (8-2-3) 
,0(t) { 0， 其 他 
可 以 如 下 递 推 计算 了 = 1,2,… ,kk,i 二 0,1,2,… ,m 的 B 样 条 基 
一 二 交流 
Bis(t) jt) + tt Biryg_1(t) (8-2-4) 
titi 一 在 tititl 一 在 +1 


这 里 只 介绍 该 类 样 条 函数 对 象 的 建立 函数 spapi() 。 若 已 知 样本 点 数据 向 量 z 和 2 则 可 以 
通过 JSESRSRICAG 二 9 语 铅 直接 建立 起 B 样 条 插值 对 象 S, 其 中 ,为 用 户 选 定 的 B 样 条 阶 次 。 
一 般 选 择 k=4,5 能 得 出 较 好 的 插值 效果 ,对 某 些 特定 的 问题 适当 提高 太 值 能 改善 插值 效果 。 

例 8-15 分 别 用 B 样 条 函数 对 例 8-12 和 例 8-13 中 给 出 的 数据 进行 五 阶 B 样 条 函数 拟 合 ,并 与 三 次 分 
段 多 项 式样 条 函数 拟 合 的 结果 相 比较 。 

解 先 考虑 例 8-12 中 给 出 的 数据 ,可 以 用 下 面 的 语句 进行 拟 合 ,得 出 如 图 8-17(a) 所 示 的 拟 合 效果 。 其 
中 的 也 样 条 插值 效果 几乎 看 不 出 和 理论 曲线 的 差异 。 


可 见 ,五 阶 BB 样 条 插值 的 效果 远 远 优 于 三 次 分 段 多 项 式 的 拟 合 效果 。 对 例 8-13 中 给 出 的 数据 进 
行 拟 合 , 将 得 出 如 图 8-17(b) 所 示 的 效果 ,BB 样 条 亦 远 远 优 于 三 次 样 条 插值 。 


GG 和 0 02 0.4 0.6 0.8 1 
(a) 例 8-12 数 据 拟 合 (b) 例 8-13 数 据 拟 合 


图 8-17 基于 样 条 插值 的 曲线 拟 合 效果 
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8.2.2 基于 样 条 插值 的 数值 微 积分 运算 


既然 用 样 条 插值 的 方法 能 对 给 定 的 数据 进行 曲线 拟 合 , 且 在 给 定数 据 较 稀疏 的 情形 拟 
合 效 果 也 是 很 理想 的 , 故 可 以 利用 插值 对 象 对 给 定数 据 函 数 进行 微 积分 运算 .和 3.6 节 与 
3.7 节 介绍 的 算法 相 比 ,基于 样 条 插值 的 数值 微分 算法 有 其 特色 , 更 适用 于 给 定 样本 数据 较 稀 
琉 时 的 数值 微分 。 从 数值 积分 的 角度 看 ,这 里 得 出 的 数值 积分 是 数值 积分 的 函数 , 亦 即 求 取 
F(z) -| f(t)dt 的 值 ,而 不 是 单纯 的 定 积分 值 , 其中, ro 是 用 户 指 定 的 积分 区 域 左 端 边 界 值 。 


当然 ,单纯 的 定 积分 也 可 以 用 积分 函数 得 出 , 即 = FOOD) F(a)。 
(1) 基于 样 条 插值 的 数值 微分 运算 .基于 样 条 函数 的 数值 微分 运算 可 以 由 fnder() 函数 直 
接 计算 出 来 , 调用 格式 如 下 


该 函数 的 两 种 调用 方法 中 ,前 一 种 方法 能 直接 求 取 5S 样 条 对 象 的 k 阶 导数 ,得 出 的 结果 仍然 是 
样 条 对 象 54。 后 一 种 调用 格式 中 ,可 以 对 多 变量 样 条 对 象 进行 偏 导数 求 取 。 

例 8-16 考虑 例 8-13 中 给 出 的 数据 点 ,试用 三 次 分 段 多 项 式样 条 函数 与 也 样 条 插值 函数 求 出 该 函数 
的 导数 ,并 与 理论 推导 结果 相 比较 。 

解 可 以 用 下 面 的 语句 生成 原始 数据 ,并 分 别 建立 起 三 次 分 段 多 项 式样 条 函数 与 孔 样 条 函数 的 数据 
类 ,这 样 就 可 以 调用 fnder() 函数 求 出 该 函数 的 导数 ,并 得 出 如 图 8-18 所 示 的 曲线 。 


在 图 8-18 中 同时 还 绘制 理论 曲线 。 可 见 , 用 BB 样 条 拟 合 的 数值 微分 结果 是 相当 精确 的 ,用 三 次 分 
段 多 项 式样 条 插值 算法 得 出 的 微分 效果 也 是 很 理想 的 ,因为 给 出 的 数据 点 是 很 稀疏 的 ,用 3.6 节 中 给 
出 的 算法 无 法 得 出 这 样 的 结果 。 


例 8-17 试 由 例 8-14 中 给 出 的 数据 拟 合 92z/(gzgg) 的 曲面 ,并 将 得 出 的 结果 与 解析 解法 绘制 出 的 曲 

面相 比较 。 

解 由 下 面 给 出 的 语句 可 以 直接 生成 数据 ,进行 也 样 条 函数 拟 合 ,并 对 得 出 的 结果 进行 求 导 , 绘制 出 
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图 8-18 基于 样 条 插值 的 函数 数值 微分 结果 
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如 图 8-19 所 示 的 曲面 。 


图 8-19 所 需 二 阶 偏 导数 的 曲面 表示 


当然 ,下 面 的 语句 可 以 用 理论 的 方法 推导 出 所 需 的 偏 导数 ,并 绘制 出 其 曲面 ,与 图 8-19 给 出 的 完 
全 一 致 。 可 见 , 这 样 得 出 的 曲面 与 样 条 插值 得 出 的 结果 完全 一 致 。 由 此 可 以 看 出 ,基于 样 条 插值 的 数 
值 偏 导 数 算 法 函数 是 可 靠 的 。 


(2) 基于 样 条 插值 的 数值 积分 运算 .下 面 将 介绍 使 用 分 段 三 次 样 条 函数 和 B 样 条 函数 来 痪 
近 被 积 函数 ,从 而 求 取 该 函数 积分 函数 的 方法 ,这 里 要 介绍 的 方法 和 quadspln() 函数 是 有 区 别 
的 ,quadspln() 函数 介绍 的 是 求 取 某 一 区 间 内 的 定 积分 值 ,而 这 里 介绍 的 fnint() 方法 可 以 用 
来 求 取 积 分 函数 的 值 ,当然 也 能 用 于 求 取 定 积分 的 值 .nm 重 积分 对 象 可 以 由 ISRCS 求 
出 ,而 积分 函数 可 以 由 EECS 副 求 出 ,其 中 ,y 为 向 量 ,返回 z 各 点 处 的 积分 函数 值 ， 因为 
不 定 积 分 通常 可 以 在 积分 结果 上 加 一 个 常数 ,所 以 实际 的 积分 函数 值 应 该 是 该 结果 的 上 下 平 
移 。 该 不 定 积分 结果 还 可 以 用 于 [a, 可 区 间 定 积分 的 求解 , 即 匡 定语 CE 于 TE 于 5 本. 
例 8-18 仍 考虑 例 8-5 中 较 稀 玖 的 样本 点 ,试用 样 条 积分 的 方式 求 出 定 积分 及 积分 函数 。 
解 下 面 的 语句 可 以 用 两 种 形式 建立 起 插值 对 象 ,用 fnint() 函数 可 以 分 别 得 出 积分 函数 ,并 求 出 所 
需 的 定 积分 值 。 可 见 , 这 样 得 出 的 结果 远 远 比例 8-5 中 得 出 的 结果 精确 得 多 , 用 BB 样 条 甚至 能 在 极 稀 
玖 的 样本 点 前 提 下 得 出 相当 高 精度 的 定 积分 结果 ,其 中 五 二 2.01905, 12 = 1.999942。 


用 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 积分 函数 的 曲线 ,其 中 由 也 样 条 函数 可 以 得 出 和 解析 解 十 分 接近 的 
积分 函数 , 如 图 8-20 所 示 。 
>> ezplot('-cos(t)+1', [0,pi]); hold on; fnplt(a,'——'); fnplt(b,':') 包 积 分 函数 


值得 指出 的 是 ,fnint () 函数 只 能 用 于 求解 单 变量 函数 的 积分 函数 ,不 能 用 于 多 变量 函数 
的 积分 计算 ,可 以 考虑 用 fnder() 函数 来 求 负 阶 次 的 微分 , 从 而 得 出 多 变量 积分 函数 。 
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0 0.5 ¥ 5 名 2 和 多 
图 8-20 基于 样 条 插值 的 函数 数值 积分 结果 
1 2 
例 8-19 试 利用 插值 方法 绘制 例 3.68 中 函数 的 积分 了 一 | | -下 /2sin(z? 十 四 dzdy 的 曲面 。 
-lg 
解 可 以 先 建立 起 了 样 条 模型 ,然后 用 fnder() 函数 直接 计算 积分 函数 ,还 可 以 绘制 出 积分 函数 的 三 
维 曲面 ,其 结果 与 例 3.69 中 得 出 的 完全 一 致 


8.3 由 已 知 数据 拟 合 数学 模型 


前 面 介绍 的 插值 方法 主要 用 于 求 取 未 知 点 的 函数 值 , 并 不 能 得 出 原 函数 的 解析 表达 式 ,在 
实际 应 用 中 有 时 需要 函数 的 数学 表达 式 ,所 以 本 节 侧重 于 由 样本 数据 获得 函数 表达 式 的 方法 。 
本 节 首先 介绍 由 样本 数据 获得 多 项 式 近似 的 方法 ,然后 介绍 多 元 函数 的 线性 回归 建 模 方法 、 一 
般 非 线性 函数 的 最 小 二 乘 曲线 拟 合 方法 等 。 

8.3.1 多 项 式 拟 合 


前 面 介 绍 的 Lagrange 插 值 就 是 一 种 多 项 式 拟 合 。 一 般 多 项 式 拟 合 的 目标 是 找 出 一 组 多 项 
式 系数 wii = 1,2,.… ,n 十 1, 使 得 多 项 式 y(z) = alz" 十 aazn 1 十 … 十 anz 十 anHl 能 够 较 好 
地 拟 合 原始 数据 .和 前 面 介 绍 的 插值 算法 不 同 ,多 项 式 拟 合并 不 能 保证 每 个 样本 点 都 在 拟 合 的 
曲线 上 , 但 能 使 得 整体 的 拟 合 误差 较 小 多 项 式 拟 合 可 以 通过 MATLAB 提 供 的 polyfit() 函 
数 实现 .该 函数 的 调用 格式 为 EECG 有 避 , 其 中 ,z,y 为 原始 的 样本 点 构成 的 向 量 , 
为 选 定 的 多 项 式 阶 次 ,得 出 的 p 为 多 项 式 系数 按 降 暴 排列 得 出 的 行 向量 , 可 以 用 符号 运算 工具 
箱 中 的 poly2sym() 函数 将 其 转换 成 真正 的 多 项 式 形式 ,也 可 以 使 用 polyval() 函数 求 取 多 项 
式 的 值 。 下 面 将 通过 例子 演示 多 项 式 拟 合 函数 的 使 用 方法 。 
例 8-20 考虑 例 8-1 中 的 样本 点 数据 ,试用 多 项 式 拟 合 的 方法 在 不 同 的 阶 次 下 进行 拟 合 ,并 观察 拟 合 
效果 , 找 出 合适 的 阶 次 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 拟 合 该 数据 的 三 次 多 项 式 并 绘制 出 拟 合 曲线 ,如 图 8-21(a) 所 示 , 得 出 
Pa(z) = 2.8400z3 一 4.7898z2 + 1.9432z 十 0.05975。 
>> x0=0:.1:1; y0=(x0.~2-3*x0+5) .*exp(-5*x0) .*sin(x0); P3=polyfit(x0,70,3) 
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(a) 三 次 多 项 式 拟 合 (b) 其 他 次 数 的 多 项 式 拟 合 
8-21 多 项 式 拟 合 效果 


从 拟 合 结果 可 以 看 出 ,效果 还 是 相当 差 的 ,一 种 很 显然 的 解决 方法 就 是 增加 拟 合 多 项 式 的 次 数 ， 
下 面 就 不 同 的 次 数 进行 拟 合 ,最 终 得 出 如 图 8-21(b) 所 示 的 拟 合 效果 。 


从 该 例 的 拟 合 效果 看 ,mn > 8 就 能 得 出 较 好 的 结果 ,这 时 拟 合 多 项 式 为 
p(T) = 一 8.26z8 十 43.6z7 一 102z6 十 140.2z5 一 125.3z4 + 74.673 一 27.772 十 4.99z 十 0.4Xx10-6 


多 项 式 拟 合 实际 上 相当 于 对 已 知 函 数 用 Taylor 每 级 数 表示 ,但 Taylor 震级 数 展 开 的 前 提 条 件 
是 函数 应 该 已 知 ,这 对 实际 的 多 项 式 拟 合 问 题 显得 很 车 刻 。 对 本 例 来 说 ,因为 原 范 数 是 已 知 的 ,所 以 
可 以 通过 Taylor 畦 级 数 方法 先 展开 该 函数 


可 以 得 出 多 项 式 逼 近 的 结果 为 pi(z) = 57 一 28z? 十 77.66773 一 142z4 十 192.17z5 一 204.96z8 十 
179.13z7 一 131.67z8。 比 较 该 结果 和 上 述 多 项 式 拟 合 的 结果 ,可 以 发 现 二 者 是 完全 不 同 的 ,这 样 就 可 
以 得 出 结论 , 由 多 项 式 拟 合 的 数据 模型 是 不 唯一 的 ,即使 两 个 多 项 式 函 数 完全 不 同 ,在 某 一 区 域内 其 
曲线 将 特别 近似 。 所 以 有 时 进行 多 项 式 拟 合 时 应 该 注意 检验 结果 ,比如 得 出 的 结果 是 否 很 平滑 , 而 不 
应 片面 地 比较 多 项 式 的 系数 是 否 一 致 。 

例 8-21 重新 考虑 例 8-3 中 的 函数 , 试 观察 多 项 式 拟 合 的 效果 。 
解 多 项 式 拟 合 的 效果 并 不 一 定 总 是 很 精确 的 。 考 虑 例 8-3 中 的 样本 点 ,可 以 取 不 同 的 多 项 式 阶 次 n， 
则 使 用 如 下 语句 获得 多 项 式 拟 合 ,并 绘制 出 拟 合 曲线 ,如 图 8-22(a) 所 示 。 


其 实 ,该 例如 果 用 Taylor 早 级 数 展开 效果 将 更 差 , 用 下 面 的 语句 可 以 得 出 Taylor 敌 级 数 展 开 式 及 拟 
合 效 果 , 并 可 以 绘制 出 该 多 项 式 拟 合 的 效果 ,如 图 8-22(b) 所 示 。 可 以 看 出 ,这 样 拟 合 的 结果 是 相当 差 
的 , 昔 至 说 是 完全 错误 的 。 这 时 得 出 的 拟 合 多 项 式 为 p(z) 一 1 一 2572 十 625z4 一 15625z6 十 39062578。 
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(a) 各 阶 多 项 式 拟 合 效果 (b) Taylor 徊 级 数 展开 


图 8-22 多 项 式 拟 合 及 Taylor 窜 级 数 展开 


8.3.2 函数 线性 组 合 的 曲线 拟 合 方法 
假设 已 知 某 函 数 的 线性 组 合 为 


g(z) = cl 为 (z) 十 cz 户 (z) + cafa(z) + + cnfn(7) (8-3-1) 


其 中 , 及 (z), f2(z),… ,fn(z) 为 已 知 函 数 ,c1,c2,… ,cn 为 待定 系数 ,这 时 假设 已 经 测 出 数据 
(zy 胡 ), (Z2;Y2),… ,(Zmyym); 则 可 以 建立 起 如 下 的 线性 方程 


Ac=y (8-3-2) 
a f(z1) fale) 2 fale) n 
廊 二 filea) fo(e2) 册 刀 Ca) 和 基 中 
git) He) 雹 G je 


且 c= [ci,c2,… , cn] 了 。 故 该 方程 的 最 小 二 乘 解 为 c= A\y。 
例 8-22 假设 测 出 了 一 组 (zi,Wi) 由 表 8-3 给 出 , 且 已 知 函 数 原型 为 y(z)=c1+c2e3*++c3cos( 一 27)e- 和 
十 C4T2, 试 用 已 知 的 数据 求 出 待定 系数 ci 的 值 。 

表 8-3 实测 数据 


Ti 0 0.2 0.4 0.7 0.9 0.92 0.99 1.2 1.4 1.48 1.5 
Yi 2.88 2.2576 1.9683 1.9258 2.0862 2.109 2.1979 2.5409 2.9627 3.155 3.2052 


解 可 以 将 表 中 数据 直接 拟 合 出 曲线 方程 中 的 ci 参数 。 


可 以 得 出 拟 合 参 数 cT 二 [1.22,2.3397, 一 0.6797, 0.87], 将 更 密集 的 向 量 代 入 该 原型 函数 


拟 合 曲线 和 已 知 数据 点 如 图 8-23 所 示 , 可 见 拟 合 效 果 是 令 人 满意 的 。 
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8-23 原始 数据 与 拟 合 曲 线 
表 8-4 实测 数据 


zi 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 1.6487 1.8221 2.0138 2.2255 2.4596 2.7183 3.6693 
yi 0.6795 0.6006 0.5309 0.4693 0.4148 0.3666 0.3241 0.2865 0.2532 0.2238 0.1546 


例 8-23 假设 测 出 一 组 实际 数据 在 表 8-4 中 给 出 , 试 对 其 进行 函数 拟 合 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 将 表 中 给 出 的 数据 用 折线 表示 出 来 ,如 图 8-24(a) 所 示 。 
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(a) 曲线 拟 合 (b) 对 数 变换 后 的 拟 合 


图 8-24 数据 及 拟 合 结果 


在 实际 曲线 拟 合 时 , 有 时 从 z,2 本 身 看 不 出 它们 之 间 的 关系 , 则 需要 对 数据 进行 可 能 的 非 线性 
变换 ,观察 是 否 能 得 出 线性 关系 。 例 如 ,可 以 对 Zz,y 分 别 进行 对 数 变 换 ,得 出 如 图 8-24(b) 所 示 的 曲 
线 , 可 见 二 者 是 线性 的 。 


这 样 用 线性 函数 拟 合 的 方法 可 以 得 出 线性 参数 ,使 得 Iny 二 alnz 十 b, 亦 即 Y 二 ebz?, 而 系数 a， 
0 及 所 可 以 由 下 面 的 语句 直接 得 出 ,c = [一 1.2339, 一 0.2630]T, 且 et 二 0.7687, 亦 即 可 以 得 出 拟 合 函 
数 y(z) = 0.7687z-12339 。 


例 8-24 多 项 式 拟 合 可 以 认为 是 前 面 介 绍 的 多 函数 线性 组 合 的 特例 ,这 样 可 以 选择 各 个 函数 为 
万 (z) = Zn+1 二 1,2,*… ,mn, 用 该 方法 重新 考虑 例 8-20 中 数据 的 多 项 式 拟 合 问题 并 观察 效果 。 
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解 由 上 述 的 算法 ,可 以 立即 得 出 数据 的 多 项 式 拟 合 结果 ,和 例 8-20 给 出 的 结果 完全 一 致 。 


8.3.3 最 小 二 乘 曲线 拟 合 
假设 有 一 组 数据 zi,yi;i = 1,2,… ,m, 且 已 知 这 组 数据 满足 某 一 函数 原型 刘 z) = f(a,z)， 
其 中 ,a 为 待定 系数 向 量 , 则 最 小 二 乘 曲线 拟 合 的 目标 就 是 求 出 这 一 组 待定 系数 的 值 , 可 以 定义 


出 下 面 的 最 优化 问题 到 m 
T=min? ly — dz)] = min ly ~ fla, za)]? (8-3-4) 
起 让 


MATLAB 的 最 优化 工具 箱 中 提供 了 1sqcurvefit() 函数 ,可 以 解决 最 小 二 乘 曲线 拟 合 的 
问题 .该 函数 的 调用 格式 为 [ESISGSGENSEIEKEIGGU GEEG6EE9, 其 中 ,Fun 为 所 型 
函数 的 MATLAB 表示, 可 以 是 M 函数 或 匿名 函数 ,ao 为 最 优化 的 初 值 ,z,2 为 原始 输入 输出 数 
据 向 量 ,options 则 为 最 优化 工具 箱 通用 的 控制 模板 .调用 该 函数 则 将 返回 待定 系数 向 量 a 以 
及 在 此 待定 系数 下 的 目标 函数 的 值 .Jh。 


例 8-25 假设 由 下 面 的 语句 生成 一 组 数据 了 和 2 

>> x=0: .1:10; y=0.12*exp(-0.213*x)+0.54*exp(-0.17#x) .#sin(1.23#X); 久生 成 样本 点 数 
并 已 知 该 数据 满足 原型 为 y(T) = ale “2 十 ase zsin(asz), 其 中 ,ai 为 待定 系数 。 采 用 最 小 二 乘 曲 
线 拟 合 的 目的 就 是 获得 这 些 待定 系数 ,使 得 目标 函数 的 值 为 最 小 。 

解 根据 已 知 的 函数 原型 ,可 以 编写 出 如 下 的 匿名 函数 。 建 立 起 函数 的 原型 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 得 
出 待定 系数 向 量 为 c = [0.12, 0.213, 0.54, 0.17, 1.23], 拟 合 残 差 为 1.7928x10-16。 可 以 看 出 ,得 出 的 待 
定 系数 精度 较 高 ,下 面 语句 还 可 以 绘制 出 拟 合 曲线 与 样本 点 ,如 图 8-25 所 示 , 可 见 拟 合 精 度 很 高 。 


0.6 


0.4 


0.2 1 


图 8-25 拟 合 效果 比较 


例 8-26 假设 有 一 组 实测 数据 由 表 8-5 给 出 , 且 已 知 该 数据 可 能 满足 的 原型 函数 为 y(z) = az 十 
bz2er-ez 十 册 , 试 求 出 满足 下 面 数据 的 最 小 二 乘 解 w,b,c,d 的 值 。 
解 下 面 的 语句 可 以 输入 已 知 的 参数 
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表 8-5 实测 数据 


Ti 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
Yi 2.3201 2.6470 2.9707 3.2885 3.6008 3.9090 4.2147 4.5191 4.8232 5.1275 


令 a1 = a,a2 二 0b,aa = c,a4 = d, 这 样 ,原型 函数 可 以 写成 y(Z) = alz 十 a2z2e-%37 十 a4, 可 以 
用 匿名 函数 描述 。 下 面 语句 可 以 得 出 函数 的 待定 参数 @ 二 [3.1001,1.5027, 4.0046,2]T。 注 意 , 本 例 若 
不 采用 循环 则 可 能 收敛 不 到 真 值 。 


用 下 面 的 语句 还 可 以 计算 出 各 个 点 处 的 值 ,可 以 将 二 者 曲线 绘制 在 同一 坐标 系 下 ,如 图 8-26 所 
示 。 可 见 , 二 者 还 是 很 接近 的 ,说 明 拟 合 效果 较 好 。 


0 02 0.4 0.6 0.8 
图 8-26 拟 合 效果 比较 


8.3.4 多 变量 函数 的 最 小 二 乘 函数 拟 合 


如 果 某 函数 含有 若干 个 自 变量 , 且 已 知 其 原型 函数 z = ja,zi，za，…… ,zm), 则 仍然 可 以 
使 用 1sqcurvefit() 函数 来 拟 合 参数 a, 其 中 ,a = [a1,a2,… ,am]。 该 函数 仍 需要 用 户 编写 一 
个 匿名 函数 或 M 函 数 来 描述 原型 函数 , 然后 调用 1sqcurvefit() 函数 直接 求解 待定 系数 向 量 
下 面 将 通过 例子 演示 多 变量 函数 最 小 二 乘 拟 合 的 求解 方法 。 
例 8-27 假设 某 三 元 函数 的 原型 函数 为 0 二 alzaaz 十 aagyoa(z+) 十 a5zas(z+y+2)， 且 已 知 一 组 输入 输 
出 数据 , 由 文本 文件 c8datal.dat 给 出 ,该 文件 的 前 三 列 为 自 变量 z,y,z, 第 四 列 为 返回 向 量 , 试 采用 
拟 合 方法 得 出 待定 系数 ai。 
解 解决 这 类 问题 第 一 步 仍然 需要 引入 向 量 型 的 自 变量 TZ, 如 令 ZT1 二 zza2 一 ,73 二 2, 这样 , 原 
型 函数 可 以 重新 表示 为 0 二 a179271 十 aaz2a(ci+za) + a5zgs(zi+z?2+?s)。 因 为 给 出 的 数据 是 纯 文本 
文件 ,可 以 通过 load() 函数 将 其 读 入 MATLAB 工作 空 间 , 用 子 矩 阵 提取 的 方法 将 输入 敌阵 素 和 
输出 向 量 吕 提取 出 来 ,这 样 就 可 以 用 下 面 语句 拟 合 出 待定 系数 的 值 a = [0.1,0.2, 0.3,0.4, 0.5,0.6]， 
使 得 拟 合 误差 的 最 小 平方 和 最 小 ,其 值 为 1.0904x10-7。 事 实 上 ,文件 中 给 出 的 数据 是 假设 a 一 
[0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6] 生成 的 ,所 以 用 这 类 给 出 的 拟 合 方法 可 以 很 精确 地 得 出 待定 系数 。 


a 
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8.4 已 知 函 数 的 有 理 式 逼 近 方法 


8.4.1 给 定 函 数 的 连 分 式 展开 及 基于 连 分 式 的 有 理 近 似 
连 分 式 是 对 函数 或 数值 的 一 种 很 有 效 的 近似 形式 .在 数学 上 f(z) 经 常 可 以 表示 为 
全 一 可 4 
f(z)=b1+ (8-4-1) 
(z—a)” 
bz 十 
ca) 二 
如 十 C9 
bs = 


其 中 ,b; 是 常数 ,ci; 是 有 理 数 ,a 是 连 分 式 展开 的 参考 点 。 

MATLAB 符 号 运算 工具 箱 并 未 直接 提供 连 分 式 展开 的 函数 ,但 MuPAD 中 提供 了 底层 函 
数 ,可 以 编写 该 函数 的 接口 函数 contfrac(), 由 该 接口 可 以 直接 得 出 给 出 函数 或 常数 的 连 分 式 
展开 ,该 数 的 调用 格式 为 ESEGGEEEEECN 性 |EGEEGGEESSGRREED, 基 中,/ 
为 原 函数 或 常数 的 符号 表达 式 ,a 为 展开 的 参考 点 (默认 值 为 0, 该 项 填写 为 x),n 是 期 望 展开 的 
级 数 ,返回 的 cf 是 展开 式 的 MuPAD 表 示 ,r 是 展开 式 的 有 理 式 近似 .如果 /为 常数 , 则 调用 时 只 
能 返回 cf 。 该 函数 的 清单 如 下 


可 以 为 该 函数 编写 一 个 支持 函数 isanumber(), 用 来 检测 输入 的 参数 是 不 是 可 以 转换 成 已 
知 常数 ,也 就 是 说 double 数据 或 已 知 的 符号 变量 。 
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例 8-28 先 观 察 一 个 常数 的 连 分 式 近 似 问题 , 试 对 i 进行 20 级 近似 。 
解 一 个 常数 的 连 分 式 可 以 用 下 面 的 语句 直接 得 出 
”>> cf=contfrac(pi,20)，latex(cf) 多 对 元 连 分 数 逼 近 ,并 转换 成 JIRX 字符 吕 | 


可 以 写 出 工 的 连 分 式 表示 为 


2 十 
LL 
2 十 
返回 变量 cf 包括 一 个 系数 向 量 c 二 [3,7, 15, 1,292, 1, 1, 1,2, 1, 3, 1, 14,2, 1, 1,2,2,2,2] ,并 给 出 工 
的 有 理 数 近 似 为 14885392687/4738167652( 可 以 精确 到 20 位 有 效 数 字 ) 。 
在 连 分 式 中 ,分 子 292 和 其 他 值 相 比 差 得 较 悬 殊 , 所 以 截断 到 此 级 即 可 以 得 出 较 高 的 精度 。 截 断 
到 此 项 的 有 理 式 近似 为 103993/33102 之 3.141592653012。 如 果 将 前 面 语 句 中 的 20 替 换 成 其 他 数值 ， 
则 可 以 得 出 表 8-6 给 出 的 结果 , 可见 ,利用 连 分 式 拟 合 方法 通常 有 较 好 的 拟 合 效果 。 
如 果 给 出 [cf ,7] 二 contfrac(pi,120) 命令 , 则 可 以 得 到 zt 的 有 理 数 近 似 为 
~ 1244969988745789040106366155256015114976454553337906033890313 
~ 396286255419907262612262286579004636343912658949984351074158 
如 果 想 估计 该 有 理 数 对 Tt 的 误差 , 则 可 以 给 出 下 面 的 语句 ,这 时 得 出 的 误差 为 2.975x10-120。 


例 8-29 试用 连 分 式 展开 的 方法 求 出 函数 f(z) = er= sin z/(z 十 1)3 的 前 十 级 表达 式 ,并 求 出 该 函数 
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表 8-6 zt 值 的 不 同 级 连 分 式 近似 效果 


级 有 理 数 近似 近似 值 级 有 理 数 近似 近似 值 


0 工 精确 值 3.14159265358979323846 

11 312689/99532 3.14159265361 

12 1146408/364913 3.141592653591 

13 5419351/1725033 3.14159265358981 
5419351/1725033 3.14159265358981( 同 13) 

80143857/25510582 3.1415926535897926 


0 工 精确 值 3.14159265358979323846 
16 165707065/52746197 3.1415926535897934 

17 411557987/131002976 3.14159265358979326 
18 1068966896/340262731 3.141592653589793235 
6167950454/1963319607 3.14159265358979323838 
14885392687/4738167652 3.14159265358979323849 


的 有 理 近 似 表 达 式 。 
解 根据 要 求 ,可 以 用 下 面 的 语句 立即 得 出 前 十 级 连 分 式 表 达 式 。 

>> syms x; f=sin(x)*exp(-x)/(x+1)~3; [cf,y]=contfrac(f,10) % 连 分 式 逼 近 
亦 即 这 样 可 以 得 出 


I 
f(z) ~ 

1 了 
一 十 

12 所 

5 25 范 

43 7396 J 
1685 2839225 3 了 
4863128 44767468256 四 
2592461805 789048444603 
663225819208 


由 下 面 的 语句 可 以 得 出 前 八 级 和 十 级 连 分 式 的 有 理 多 项 式 近 似 
>> [cf1,f8]=contfrac(f,8)，[cf2,f10]=contfrac(f,10) % 连 分 式 与 有 理 函 数 逼 近 
得 出 的 两 个 连 分 式 近 似 的 有 理 表达 式 为 
一 8457130z4 十 49735600z3 — 118414380z2 + 107698710z 


fs(®) ~ 一 5864273z4 十 83147900z3 十 294069480z2 十 312380460z 十 107698710 
一 170455846739z5 十 472453225650z4 十 3615529382220z3 
Fo 一 20275122684600z2 十 281758527880207 
10 名 


2071713977216z5 十 14187032489655z4 十 58214153847990z3 
十 110354057230620z2 十 92428288467480z 十 28175852788020 


用 下 面 的 语句 还 可 以 得 出 (0,2) 区间 内 的 原始 函数 f(T) 和 Js(Z) 的 曲线 ,如 图 8-27(a) 所 示 。 可 

见 , 拟 合 效果 还 是 很 理想 的 ,mn 二 10 时 效果 更 好 些 , 几乎 无 法 区 分 原 函 数 曲 线 和 拟 合 曲 线 。 若 扩大 拟 

合 区 域 , 令 其 为 (0,5), 则 可 以 得 出 如 图 8-27(b) 所 示 的 拟 合 曲 线 ,可 见 这 样 的 拟 合 效果 变 差 ,需要 进 

一 步 增 加 连 分 式 级 数 ,所 以 这 样 的 方法 有 时 不 适合 于 大 区 域 拟 合 。 

>> ezplot(f,[0,2])，hold on; ezplot(f8,[0,2]); ezplot(f10, [0,2]) % 比较 逼近 效果 

figure; ezplot(f,[0,5]), hold on; ezplot(f8,[0,5]); ezplot(fl0,[0,5]) 
另外 一 种 解决 方法 是 选择 了 一 0.5 为 参考 点 ,这 样 就 可 以 给 出 下 面 的 语句 

>> [cf1,f8]=contfrac(f,8,0.5), ezplot(f,[0,5]), hold on; ezplot(f8,[0,5]); 
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0.1 
0.08 
0.06 
0.04 
0.02 
0 阁 一 申 
0 0.5 有 35 2 0 1 Ps 3 4 5 
(a) (0,2) 区 间 拟 合 效 果 (b) 扩大 区 域 的 拟 合 效果 
图 8-27 连 分 式 拟 合 的 效果 比较 
从 而 得 出 其 有 理 近 似 表达 式 为 
a 5.79734386z4 一 41.483839z3 十 111.860576z2 — 110.51792z 十 0.004 
116.95748z3 十 329.5053z2 十 330.558218z 十 110.44266 
得 出 的 八 级 连 分 式 展 开 式 为 
z—0.5 
户 (z) ~ 0.086159 十 
2 一 0.5 
一 9.9242 十 
2 一 0.5 
0.142877 十 
Z 一 0.5 
1.3 十 
2 一 0.5 
一 0.2942 十 
2 一 0.5 
22.139 十 
O15884 + <0 
。 oo 
8.4.2 有 理 式 拟 合 一 一 Padé 近似 
假设 某 函 数 f(s) 的 寡 级 数 展开 可 以 表示 为 
oo 
js) 一 co 十 cls 十 cs2 十 cs 十 一》 cs (8-42) 
i=0 
并 假设 r/m 阶 的 Padé 近似 可 以 写成 如 下 的 有 理 函数 形式 
r+1 
i—1 
了 ~ 2 Bis 
Ee Cs asl nd (8-4-3) 
Gn me wt Wy 
到 aisi1 
1 
式 中 ,a =1 6 二 c1: 设 cisi = G(s); 则 可 以 写 出 如 下 的 等 式 
i=0 
m+1 oo [a 
> osi! > cis': = > Bisi! (8-4-4) 
t=1 i=0 j=1 


对 比 等 式 中 s 相 应 次 数 的 系数 , 令 相应 的 s 项 系数 的 值 相等 ， 则 ai,i = 2,… ,m 十 1 和 
Bisi = 二 2,… ,大 十 1 系数 可 以 从 下 面 的 方程 求解 出 来 。 
Wz=w, v=Vy (8-4-5) 
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其 中 Ce 计生 
Cr+2 Crtl 看， :有 
Ws| (8-4-6) 
Crim Crtm-—l Cm 一 1 Cr+1l 
cl 0 0 0 
ca cl 0 … 0 
a (8-4.7) 
Ce 加 本 于- ae 面 
且 T TT 
= [aa,as… 机 | 一 [— crta, —crrs, | 
i 和 (8-4-8) 
v= [Ba—c2,Bs— cs ,Brri— crt] ; Y= [aaas art] 


可 以 证 明 回 , 若 Padé 近似 的 分 子 分 母 阶 次 相同 或 分 母 比分 子 高 一 阶 , 则 该 近似 等 效 于 
Cauer 开 型 连 分 式 近似 .可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 padefcn() 来 计算 给 定 f(z) 函数 的 Padé 
有 理 函 数 近似 。 该 函数 的 清单 如 下 


例 8-30 试 对 f(z) = er-2 函数 用 有 理 函 数 近 似 。 
解 可 以 选择 不 同 的 分 母 阶 次 ,例如 选择 分 子 阶 次 为 0, 并 选择 不 同 的 分 母 阶 次 , 则 可 以 得 出 不 同 的 
Pad6 有 理 近 似 式 ,近似 曲线 如 图 8-28 所 示 。 


由 图 8-28 可 见 , 三 阶 近 似 得 出 的 效果 尚 可 ,如 果 增 加 阶 次 ,会 得 出 更 好 的 效果 , 八 阶 近似 的 结果 
还 是 很 精确 的 。 八 阶 Padé 近似 表达 式 如 下 
157.5 


Pils) = HFT F140 + 4975 + 10871 + 31073 + 31577 + 3157 + 1575 
另外 ,采用 上 述 算 法 , 可 以 编写 出 符号 运算 版 的 padefcnsym() 函数 


例 8-31 用 符号 运算 方式 重新 求解 例 8-30 中 的 Padé 近似 模型 。 
解 给 出 下 面 语句 , 则 能 得 出 与 前 面 完 全 一 致 的 结果 。 


* 332 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


0 8 


2 4 6 
8-28 原始 数据 与 拟 合 曲线 
“>> syns Xi f=exp(-2*x); G=padefcnsym(f,0,8) % 八 阶 有 理 式 遂 近 


8.4.3 给 定 函 数 的 特殊 多 项 式 近似 

除了 Padé 近似 之 外 ,实际 上 还 可 以 使 用 其 他 的 多 项 式 , 如 Legendre, Chebyshev, Laguerre 
与 Hermite 等 特殊 多 项 式 ,这 些 特殊 多 项 式 的 定义 如 下 。 

(1) Legendre 多 项 式 , 其 数学 定义 为 


1 dd 1 
于 
BA( 动 Tn 1 de (2 —1)”™, n=1,2,3,.… (8-4-9) 


递 推 公式 为 Pi(z) =1Pa(z) =zPani(z) = 2 二 LaPn(a) -SlPo (a),n m2,3,.…。 
(2) Chebyshev 多 项 式 的 数学 形式 为 
Tn(z) = cos [(n — 1)arccosz]， 其 中 , |z| < 1, n= 1,2,3,.… (8-4-10) 
递 推 公式 为 Ti(z) = 1,Ta(z) = z,Tn+li = 27Tn(7) — Tn_i(7),n = 2,3,...。 
(3) Laguarre 多 项 式 的 数学 形式 为 


ca 部 
i 

递 推 公式 为 Li(z)==1, Lo(z)=1-z, Lnti(z) 2 SH n=23 
(4) Hermite 多 项 式 的 数学 形式 为 
nl 
H(z) = (1)"-1e” i es (8-4.12) 

递 推 公式 为 Hi(z) = 1, Hz(z) = 2z, Hn+1 = 2zHn(7z) —2(n— 1)Hni(7);,n = 2,3,...。 
可 以 编写 出 下 面 的 MATLAB 函数 来 生成 特 丈 多 项 式 Et D 人 ycy 共 

中 ,type 可 以 标识 多 项 式 的 类 型 .符号 型 的 特殊 多 项 式 由 向 量 忆 返回 。 


mn le 其 中 ,了 >0) n= 二 1,2,3,.… (8-4-11) 
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例 8-32 试 生成 各 种 多 项 式 的 第 十 项 。 
解 直接 调用 下 面 的 语句 来 生成 这 些 多 项 式 , 可 以 提取 各 个 向 量 的 最 后 一 个 元 素 


这 些 多 项 式 的 第 十 项 分 别 为 
i 46189z10 109395zs ，45045z6 15015z4 3465z? 63 
0 256 256 128 128 256 256 
Tio(z) = 512zl0 — 1280z8 十 1120z6 — 400z4 + 50z2 — 1 
型 fi 3, 4522 
Lio(%)= 3028800 36288 + 896 43+ 24 10 + 4 20° + 210%+l 
Hio(z) = 1024zl0 — 23040z8 + 161280z6 — 403200z4 + 302400z2 一 30240 
这 些 函数 可 以 用 作 基 函数 ,用 最 小 二 乘法 得 出 近似 函数 .例如 , 若 想 用 Chebyshev 多项式 拟 


合 原 函数 , 则 可 以 用 下 面 的 m 项 原型 函数 
y= f(a,7z) = aTi(z) + a2T2(2) + + amTm(z) (8-4-13) 


这 样 ,可 以 用 1sqcurvefit() 函数 来 求 待定 系数 a;。 上 面 提 及 的 fitting_poly() 函数 并 
不 适合 于 最 优 函 数 有 逼近 , 所 以 可 以 编写 下 面 的 函数 来 描述 Chebyshev 多 项 式 拟 合 


例 8-33 考虑 例 8-20 中 的 多 项 式 拟 合 问题 ,试用 Chebyshev 多 项 式 重新 求解 函数 逼近 问题 。 
解 Chebyshev 多 项 式 拟 合 可 以 通过 下 面 语句 直接 实现 ,最 终 得 出 多 项 式 的 系数 


得 出 的 系数 向 量 a = [一 41.6760, 74.3281, 一 52.0080, 27.6921, 一 10.6832, 2.7153, 一 0.3514]T, 对 应 
的 多 项 式 为 P(x) = 一 11.24z6 + 43.4475 一 68.6z4 十 56.46z3 一 24.8872 十 4.828z 十 0.0001975, 拟 合 
的 效果 与 例 8-20 中 完全 一 致 ,可 以 看 出 ,用 最 小 二 乘法 得 出 的 拟 合 多 项 式 基 本 上 就 是 最 优 多 项 式 ,其 
效果 与 polyfit() 很 接近 。 


8.5 ”特殊 函数 及 曲线 绘制 
在 积分 运算 中 ,经 常会 发 现 某 些 函 数 是 不 可 积 的 。 例 如, 前面 介绍 被 积 函数 e- 不 可 积 


时 , 曾 引 入 了 特殊 函数 erf(-) 来 表示 积分 结果 .在 实际 应 用 中 ,这 类 函数 很 多 .常用 的 有 误差 函 
数 .Gamma 函数 .Beta 函数 、 超 几何 函数 等 .另外 在 后 面 将 介绍 的 微分 方程 求解 中 ,也 会 将 某 些 
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不 可 解析 求解 的 非 线 性 代数 方程 与 微分 方程 的 解 表示 成 特殊 函数 形式 , 如 Bessel、 Legendre、 
Mittag-LefHer 函数 等 , 本 节 将 介绍 这 些 常用 的 特殊 函数 ,并 给 出 这 些 函 数 的 函数 曲线 。 


8.5.1 误差 函数 与 补 误差 函数 
误差 函数 (error function ) 的 数学 形式 为 
= [era Li[ se gs 
erf(z) = 去 | 6 = | dt (8-5-1) 
可 见 ,误差 函数 满足 下 面 的 式 子 
erf(0) = 二 0, erf(o0) 二 | = erf( 一 oo) = —1 (8-5-2) 


误差 函数 还 可 以 表示 成 无 穷 级 数 的 求 和 形式 


2 (Dt 
erf(z) = 坝 儿 ET (8-5-3) 


该 级 数 表达 式 的 收敛 域 为 |z| < co。 
MATLAB 提 供 了 erf() 函数 来 计算 误差 函数 ,其 调用 格式 为 EEC . 
补 误差 函数 (complimentary error function ) 的 数学 定义 为 
AN 2 2 要 
erfc(z) = 去 | edt (8-5-4) 


可 以 立即 从 定义 中 看 出 这 两 个 误差 函数 之 间 的 关系 为 
erfc(z) = 1 — erf(z) (8-5-5) 
也 可 以 用 MATLAB 提 供 的 有 于 到 国 函数 来 计算 补 误差 函数 erfc(z)。 值 得 指出 的 是 , 这 
两 个 函数 只 能 处 理 实数 = 的 问题 。 
例 8-34 试 绘制 误差 函数 与 补 误差 函数 的 曲线 。 
解 可 以 用 下 面 语句 直接 绘制 出 误差 函数 与 补 误差 函数 的 曲线 ,如 图 8-29 所 示 。 
>> x=-5:0.1:5; yi=erf(x); y2=erfc(x); plot(x,y1,x,y2,'——') 


| 和 < 


\ 误差 函数 erf(z) 


补 误差 函数 erfc(z) 


本 0 5 


图 8-29 误差 函数 与 补 误差 函数 的 曲线 
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8.5.2 Gamma 函数 
(1) 正常 Gamma 函数 -Gamma 函数 是 下 面 无 穷 积 分 的 解 
而 全 二 | ea (8-5-6) 
o 


例 8-35 试 证 明 若 am 为 非 负 整数 , 则 T(a 十 1) = al。 
解 上 面 的 性 质 可 以 通过 MATLAB 的 符号 运算 直接 证 明 


可 见 ,Gamma 函数 为 阶乘 在 实数 域 上 的 推广 。 此 外 , 若 为 负 整数 , 则 T(a 十 1) 趋 于 土 oo。 
Gamma 函数 可 以 由 EGRZJ 直接 求 出 ， 其 中 ,z 可 以 为 实数 向 量 , 这 样 gamma() 函数 
将 得 出 z 向量 每 个 点 上 的 Gamma 函数 值 。 
例 8-36 试 通过 MATLAB 的 符号 运算 证 明 Gamma 函数 性 质 


Q = WV)= i WV SS 3 
r (B+o)r (3-e°) or lim A 1，Re(z) > 0 (8-5-8) 


解 由 下 面 语 句 可 以 直接 证 明 这 些 Gamma 函数 的 性 质 。 


例 8-37 试 绘制 (一 5,5) 区 间 内 Gamma 函数 的 曲线 。 
解 下 面 语句 可 以 直接 绘制 出 Gamma 函数 曲线 ,如 图 8-30 所 示 。 国 为 (a) 在 a 一 0, -1, -2,… 时 赵 
于 无 穷 大 ,所 以 为 了 使 得 出 的 图 形 含义 更 清晰 ,人 为 地 减 小 了 2 轴 显 示 的 范围 。 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
0 


图 8-30 Gamma 函数 曲线 


例 8-38 某 些 积分 问题 可 以 利用 Gamma 函数 直接 求解 , 试 写 出 下 面 无 穷 积 分 的 “解析 解 ”。 


/2 oo 
二 [ sin2m-1tcos2n 1tdt, J = | tr-1lcostdt, z>0 
o o 
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解 下 面 语句 可 以 直接 求 出 这 两 个 积分 


; T(r(m) , _ 2°-1VaT (2/2) 本 
得 出 的 结果 分 别 为 五 一 下 (十 风 ), 瑟 一 下 (一 司 /的 ， 收 禾 区 间 为 < 1。 


Gamma 函数 的 值 可 以 通过 数值 积分 求解 ,也 可 以 由 下 面 无 穷 级 数 计算 出 来 


m= Le I (a2) (8.5.9) 


其 中 ,xy 六 0.57721566490153286 为 Euler 7 常数 。 


(2) 不 完全 Gamma 函数 .不 完全 Gamma 函数 的 定义 为 
i re | e-tie-1dt, 2>0 (8-5-10) 
0 
MATLAB 语 言 提供 了 有 EGGEE CO 晤 函数 米 求 取 不 完全 Gamma 函 数 。 
(3) Gamma 复 数 函 数 的 计算 .前 面 提 到 过 ,MATLAB 的 gamma() 函数 只 能 求解 实数 变 元 


的 问题 ,如 果 = 为 复数 向 量 , 则 可 以 采用 数值 积分 的 方式 计算 Gamma 函数 


8.5.3 Beta 函数 
由 下 面 的 积分 可 以 定义 出 Beta 函数 


1 
Bn) =| -10 一 bm-ldt，Re(m) >0, Re(z)>0 (8-5-11) 
0 


由 上 面 的 定义 和 性 质 可 见 , 例 8-38 中 的 五 可 以 进一步 简化 为 B(m,n)/2。Beta 函 数 可 以 通 


过 MATLAB 函数 有 本 本 (0 坎 直 接 计 算 。 

例 8-39 试 绘制 出 各 种 到 值 下 的 Beta 函数 曲线 表示 。 

解 若 mm = 1, 可 以 直接 绘制 出 Beta 函 数 曲 线 ,如 图 8-31(a) 所 示 。 若 取 不 同 的 mm 值 ,还 可 以 得 出 Beta 
坊 数 的 曲面 表示 ,如 图 8-31(b) 所 示 。 


对 任意 的 m,z,Gamma 函数 与 Beta 函数 之 间 的 关系 为 
LT(mT(z) 


B(m,z)= (8-5-12) 
T(m+z) 
类 似 于 不 完全 Gamma 函数 ,还 可 以 定义 出 归 一 化 的 不 完全 Beta 函数 
Ble, sn) = pe [ 1 1(1—t)™ dt, Re(m) >0, Re(z)>0 (8-5-13) 
， 0 


其 中 ,0<z<1。 
不 完全 Beta 函数 可 以 由 MATLAB 函数 直接 计算 ES . 
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(a) m = 1 时 Beta 函数 曲线 (b) 不 同 m 值 的 Beta 函数 曲面 表示 
图 8-31 Beta 函数 曲线 
8.5.4 Bessel 函数 


考虑 下 面 的 Bessel 微 分 方程 ge 
Pi 下 (2—X)r=0 (8-5-14) 
若 入 为 非 整 数 , 则 采用 和 军 级 数 求解 方法 , 可 以 将 该 方程 的 通 解 写成 
re hy (8-5-15) 
其 中 ,C1 和 Cs 为 任意 常数 ,Ja(t) 为 第 一 类 入 阶 Bessel 函数 
二 St si a (8-5-16) 


该 定义 也 适用 于 和 为 非 负 整数 的 情形 .车 和 =n 为 正 整数 ,第 一 类 Bessel 函 数 有 如 下 性 质 
1 =), - Dn(0) 一 [msou 一 tnJn 人 (8.5-17) 


dt 

若 入 =n 为 整数 , 则 .Jn(t) 与 J_n(t) 线 性 相关 , 故 方程 的 解 不 能 用 式 (8-5-15) 来 表示 , 需要 引 
入 第 二 类 nn 阶 Bessel 函数 (或 你 Neumann 函数 ) 

_ (WeosM—J a) 


NA 人 全 (8-5-18) 
这 时 , 取 入 =n, 则 式 (8-5-14) 的 解 可 以 改写 成 
z(t) = C1Jn(t) + CoH (t) (8-5-19) 


MATLAB 中 提供 的 besselj() 函数 可 以 直接 求 取 第 一 类 Bessel 函数 的 值 , 该 函数 的 调 
格式 为 y==besselj (A,z) ,其 中 ,入 为 阶 次 .第 二 类 Bessel 函 数 可 以 由 bessely() 函数 直接 求 
解 , 其 格式 与 besselj () 完全 一 致 .MATLAB 还 提供 了 第 三 类 Bessel 函 数 (又 称 Hankel 函 数 ) 
的 计算 函数 besselh() 。 

例 8-40 试用 图 形 方式 表示 第 一 类 Bessel 函数 曲线 。 
解 可 以 由 下 面 语句 绘制 出 各 种 Bessel 函数 曲线 ,如 图 8-32(a)、 图 8-32(b) 所 示 。 
>> lam=0; x=-10:0.1:10; y=besselj(lam,x); plot(x,y); figure; %Bessel 函数 绘制 
lam=-2:2; for i=lam, plot(x,besselj(i,x)); hold on; end 以 其 他 Bessel 函数 绘制 
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0.5 


-10 = 0 ] 10 -10 强 0 5 10 
(a) 和 = 0 时 Bessel 函数 曲线 (b) 不 同 入 值 的 Bessel 函数 曲线 
图 8-32 第 一 类 Bessel 曲线 


8.5.5 Legendre 函 数 
考虑 下 面 的 Legendre 微 分 方程 


d2z dz 


人 -区 有 一 2 +n(n+1l)z=0 (8-5-20) 
该 方程 没有 解析 解 ,所 以 可 以 通过 引入 Legendre 函数 将 其 解析 解 的 通 式 写 成 
z(t) = CiPn(t) + C2Q,,(t) (8-5-21) 
其 中 ,C1, C2 为 任意 常数 ,Pn(t) 和 Q(t) 分 别 为 如 下 定义 的 第 一 、 二 类 Legendre 函数 
和 
Pn(t) 3 1) WT 2 ) < (8-5-22) 
Qu = SPa( dn (4)- a Jp，i(DP。Ak(b) (8-5-23) 
还 可 以 将 式 (8-5-20) 拓 展 ， 向 过 由 系列 关联 Tais 生 2 分 方程 
d2 dz 2 
2 +|e+0-ia|*-。 (8-5-24) 
这 时 ,关联 Legendre 函数 可 以 记 作 P(t), 满 足 
Pr = (1)"(1 一 名 ra Pal!) (8.5.25) 


MATLAB 函数 了 Y=legendre(n,) 可 以 用 来 计算 关联 Legendre 函 数 P"™(t), 这 时 ,是 一 
个 矩阵 , 其 各 行 分 别 为 P2(t), P(t),…， Pn(t), 该 函数 要 求 -1 <t<1。 
例 8-41 Legendre 函数 曲线 可 以 由 下 面 语句 直接 绘制 出 来 ,如 图 8-33 所 示 。 其 他 阶 次 的 Legendre 函 
数 也 可 以 仿照 这 里 的 命令 直接 绘制 
>> x=-1:0.04:1; Y=legendre(2,x); plot(x,Y) %Legendre 函数 曲线 绘制 
8.5.6 超 几何 函数 
超 几 何 函 数 (hypergeometric function) 2 用 2 为 回 


: ew: T(b1) T(ai +k):-…T(ap +k) zk 
pFa(a1,*… ;Gp; BDI bo) ras) — 的 全 To FR) Tb Ek) Rl (8-5-26) 
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3 -05 0 05 1 
图 8-33 Legendre 函数 曲线 
其 中 ,6; 不 能 是 非 正 整 数 , 如 果 p < gq, 则 该 函数 对 所 有 的 z 都 是 收敛 的 ;如 果 p = gq 十 1, 则 函数 在 
|z| < 1 时 收敛 ;车 p > gq 十 1, 则 对 所 有 的 z 函数 都 将 发 散 。 

超 几 何 函数 还 可 以 定义 为 


和 (aD)k (Qk*** (ap)k R 
pFa(a1,** ,ap; b1, a Oe 0 A (8-5-27) 


其 中 , (7) 为 Pochhammer 符 号 ,其 定义 为 


工人 
Mr=70+DO+2)… +k-1)= 生计 Wy 
Pochhammer 符号 又 称 为 升序 阶乘 (rising factorial) ,在 Pochhammer 符 号 定义 中 ,可 见 , 如 
果 yY=1, 则 
= i = 出 (8-5-29) 


,只 介绍 两 种 常用 的 超 几何 函数 一 一 Kummer 和 Gauss 超 几何 函数 。 
a 车 p = gq = 1, 则 超 几 何 函 数 为 Kummer 超 几何 函数 ,又 称 合流 超 几何 函数 (confluent 
hypergeometric function ) , 其 定义 为 


1F1(a;b;z) = i (8-5-30) 
Kummer 超 几何 函数 经 常 记 作 M (a,b， .着 > a; 该 函数 也 可 以 描述 为 
1Fi(a;b;z) = me), a ee (8-5-31) 
(2) 如 果 p = 2,g = 1, 则 超 几 何 函数 称 为 Gauss 超 几何 函数 ,其 定义 为 
i ret > 让 多 六 (8.5.32) 


如 果 c 为 非 负 整数 , 则 该 函数 对 所 有 的 = 都 收敛 。 

MATLAB 符 号 运算 工具 箱 提供 的 ERSRESCRUTIO J 下 本 函数 可 以 
月 于 求解 超 几何 函数 wzFo(al,…… ,ap;01,… ,bg;z)。 可 由 yhypergeom(a,b,z) 函数 直接 计算 
锯 几 何 函 数 1F1(a,b; z), 而 函数 2F1(a,b;c;z) 可 以 由 % 天 hypergeom([a, 丰 ,c,>) 直接 计算 。 
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例 8-42 试 绘制 Gauss 超 几何 函数 2F1 (1.5, 一 1.5;1/2; (1 一 cosz)/2) 的 曲线 。 
解 超 几 何 函 数 2F1 (1.5, 一 1.5;1/2; (1 一 cosz)/2) 可 以 简化 成 cos1.5z。 若 使 用 hypergeom() 函数 , 则 
可 以 绘制 出 该 超 几何 函数 的 曲线 , 如 图 8-34 所 示 , 可 以 看 出 ,该 曲线 与 cos1.57 完 全 重合 。 
>> syms x, ezplot (cos(1.5*x),[-pi,pi]), hold on % 理 论 值 绘制 
y=hypergeom([1.5,-1.5] ,0.5,0.5*(1-cos(x))); ezplot(y,[-pi,pi]) % 超 几何 十 数 绘 此 


-3 二 -1 0 1 a 3 
图 8-34 例 8-42 的 超 几何 函数 曲线 


8.6 Mittag-Lefaer 函数 


Mittag-Lefaer 函数 是 简单 指数 函数 的 拓展 .Mittag-Lefaer 函数 的 最 简单 形式 是 由 瑞典 数 
学 家 Magnus Gustaf Mittag-Lefer 于 1903 年 提出 的 针 习 ,又 称 其 为 单 参数 Mittag-Lefher 函数 ， 
后 来 又 出 现 了 双 参 数 和 多 参数 Mittag-Lefaer 函数 .Mittag-Lefaer 函数 在 分 数 阶 微 积分 学 中 的 
作用 和 指数 函数 在 整数 阶 微 积分 学 中 的 作用 相仿 。 这 里 将 介绍 各 种 Mittag-Lefller 函数 及 计算 。 
最 简单 的 Mittag-Leffer 函数 为 单 参数 Mittag-Lefaer 函数 ,其 定义 为 


sa” 天 
z)= ts ( 
了 后 > T(ak+1) 0 


其 中 ,a 为 复数 , 该 无 穷 级 数 收敛 的 条 件 为 Re(a) > 0。 
显然 ,指数 函数 e 是 Mittag-Lefer 函数 的 一 个 特例 , 当 a = 1 时 有 


a 了 ee | 
Ei(z) 二 = (8-6-2) 
乞 IT(k+1) 乞 四 
另外 还 可 以 推导 出 = 2,a = 1/2 时 
oo ak co 这 _ 
E2(z) 和 Tx 可 bb ry cosh Vz (8-6-3) 
| zk 2 
Ei/2(z) = > FRIED 一 上 4) = (有 2 (8-6-4) 
k=0 


考虑 前 面 给 出 的 单 参数 Mittag-Lefer 函数 ,在 分 母 Gamma 函数 中 将 1 丛 换 成 另 一 个 自由 
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变量 5, 则 可 以 定义 出 如 下 的 双 参 数 Mittag-Lefaer 函数 


oo k 
Zz 
Ea.a(2) = vc] (8-6-5) 
其 中 ,a, B 为 复数 , 且 使 得 无 穷 级 数 对 任意 复数 > 收敛 的 前 提 条 件 是 Re(a) > 0, Re(B) > 0。 若 
有 =1, 则 双 参 数 Mittag-Lefer 函数 退化 成 单 参数 Mittag-Leffler 函数 , 即 
Ea,1(z) = Ea(z) (8-6-6) 


所 以 可 以 认为 单 参数 函数 是 双 参 数 函数 的 一 个 特例 。 
由 Mittag-Leffler 函数 的 定义 还 可 以 导出 其 他 的 特例 ,如 


ES Da 2 ez 一 1 
Bs) = OTT RT aa 
人 =0 人 =0 
k Ey k 2 2k+2 z 
多 zZ 了 Zz 1 
Eis(2) = > Fp > > (8-6-8) 
PE Ce 蒂 
更 一 般 地 加 ， 
ce、 让 1 ktm-l 1 m2 k 
Em(z) = 》， = -|e (8-6-9) 
FP T(ktm) 2™-1 pr (kt+m—1)! zm-!l 人 kl 
此 外 还 可 以 推导 出 _ 
EM 和 (Vz)2k+l sinh Vz 
E22(2) = > Tk+2) Vz > (CE+IT Vz 8810) 
k=0 k=0 
oo 2k ce、 2k 
Z Z 
E21(z2) > > coshz (8-6-11) 
TOATD A CF) 
oo 2k ce、 2k+1 ; 
2 2 泪 z sinh > 
Baal) = DY TRTD 72 GFT 3 0 
k=0 k=0 


自 变量 > 的 单 参数 和 双 参 数 的 Mittag-Lefaer 函 数 可 以 由 下 面 的 MATLAB 函数 直接 求解 ， 
相应 的 调用 格式 分 别 为 


Er 


注意 ,在 MATLAB R2008a 及 以 前 版 本 可 以 正常 使 用 上 述 函数 ,新 版 本 中 由 于 级 数 求 和 函 
数 本 身 的 限制 ,该 函数 有 时 无 法 正确 得 出 所 需 的 结果 ,建议 在 MATLAB 早 期 版 本 下 运行 。 
例 8-43 试 求 出 单 参数 ww 下 的 Mittag-Lefher 函数 的 解析 表达 式 。 例 如 , 取 a 二 1/3,3,4,5,:…。 
解 通过 直接 调用 前 面 给 出 的 mittag_leffler() 函数 的 方法 即 可 以 由 定义 解析 地 求 出 所 需 的 
Mittag-Lefaer 函数 
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>> syms z; Il=mittag_leffler(1/sym(3) ,z) ，I2=mittag_leffler(3,z) 
I3=mittag_leffler(4,z) ，I4=mittag_leffler(5,z) 以 函数 解析 运算 
ee 果 
ez (~6xT (2/3) + V3T? (2/3)T (1/3,23) +2T (2/3, 23) 7) 
2xT (2/3) 


了 Ea(z) = Be +3e -poe (次)， Balz) = 了 好 十 了 的 十 了 cos( 押 ) 


了 1/a(2) 


Es(z) = Be + E ecos(2r/5) Yz cos (en (说 ) + Bo en(1/s) ye cos (sn (#8) 5) 
es MATLAB 下 ,得 出 的 结果 是 超 几何 函数 


六 流 全 : 人 
=p (3 3 滩 )， = ops (3 2 ; 吉 )， 二 op 5'5’5’5’ :3) 
例 8-44 试 求 出 双 参 数 的 Mittag-Leffler 函数 , 如 Ea,1(z),E4,s(2),Es,6(z),El/2,4(z)。 
解 代入 合适 的 a,B 参 数 , 则 可 以 给 出 下 面 语句 直接 求解 
>> syms z, I5=mittag_leffler([4,1],z), I6=mittag_leffler([4,5] ,z) 
I7=mittag_leffler([5,6] ,z), I8=mittag_leffler([1/sym(2) ,4] ,z) % 解 析 计 算 
由 上 述 命令 可 以 得 出 


Bia(o) = Te + -e- $+ 3 cos Ys, Bas() = -了 + 让 (e¥+e Wa 3, 
op Lite eCD 十 eC | 
= 和 zez erf(2) _ 外 
1/24(2) 一 天 2 222 27 15Vnz 3Vnz3 Vnzs 


Pr SF 的 结果 是 超 几 何 函 数 


了 灿 站 -和 舍 苇 1 1234 Zz 
= Goad). = :es 人 rd a a B56; a - 
更 一 般 地 , 三 ME MI De ee 
大 


(Ok = 
到 Tok +B A Bes(*) -过 生 两 6060.10) 


其 中 , ())k 为 Pochhammer 符 号 。 无 祁 级 数 的 收 全 条件 为 a,8 和 7 的 实 部 均 为 正 , 且 4 为 整数 
还 可 以 得 出 


Ep(2) = Pa,g(z), EYg(z) = Erp(z) (8-6-14) 
Mittag-Lefler 函数 EX 9%(>) 的 整数 阶 导数 为 四 
EE) = Oana :) (8.615) 


鉴于 前 面 给 出 的 公式 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 求 Mittag-Lefer 函数 及 其 整数 
阶 导 数 的 数值 解 .该 函数 采用 了 累加 的 方法 , 该 方法 有 时 不 收敛 ,所 以 可 以 自动 调用 嵌入 的 
MLF() 函数 来 求解 该 函数 由 斯 洛 伐 克 学 者 Igor Podlubny 教授 编写 加 ,数值 稳定 性 高 ,但 求解 
速度 很 慢 。 本 书 给 出 的 方法 首先 尝试 累加 的 快速 算法 , 如 果 不 收敛 再 调用 MLF() 函数 , 既 保 证 了 
函数 的 快速 性 , 又 可 以 提高 函数 数值 稳定 性 ,扩大 适用 范围 。 
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该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ,eo 的 默认 值 为 eps,n 的 默认 值 为 0, 表示 原 函数 ,该 函数 同样 可 以 计算 三 参数 、 四 参数 
Mittag-LefHer 函数 及 其 整数 阶 导数 。 


例 8-45 考虑 例 8-44 给 出 的 函数 书 1y2,4(z), 比 较 数 值 方法 和 解析 方法 得 出 的 结果 。 

解 下 面 的 语句 可 以 求 出 该 函数 的 解析 解 和 数值 解 ,如 图 8-35 所 示 。 可见, 解析 解法 和 数值 解法 得 出 
的 结果 完全 一 致 。 对 本 例 来 说 ,如 果 时 间 区 间 过 大 会 导致 累加 的 数值 算法 不 收 黎 ,ml1_func() 函数 会 
自动 调用 嵌入 的 MLF() 数值 求解 ,求解 速度 将 明显 减 慢 。 


例 8-46 如 果 z 为 复数 变量 , 试 绘制 函数 Eo.sg,o9(z) 的 实 部 与 庶 部 表面 图 加。 
解 对 复数 变量 z, 函数 Eo.s.o9(z) 亦 为 复数 函数 。 可 以 先 在 zy 平面 上 生成 一 些 网 格 ,然后 计算 出 复 函 
数 的 值 ,再 提取 注 数 的 实 部 ,可 以 采用 下 面 的 语句 直接 绘图 ,如 图 8-36 所 示 , 这 里 ,有 意 地 将 函数 值 限 
制 在 区 间 圭 3。 事实 上 ,超出 土 3 区 域 的 实 部 、 虚 部 幅 值 变化 是 很 快 的 , 直接 绘制 的 曲面 不 美观 ,信息 显 
示 也 不 充分 ,所 以 这 里 截断 了 士 3 区域 以 外 的 部 分 回 。 

1.5 


1 
0.5 ee 


0 0 和 | 和 . 
图 8-35 Mittag-Leffler 函数 曲线 
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-5 wg 5 5 
(a) 实 部 表面 图 (b) 虚 部 表面 图 
图 8-36 Mittag-Leffler 函数 Eo.s,0.9(z) 的 表面 图 
>> [x y]=meshgrid(-6:0.2:6); z=xtsqrt(-1)*y; % 生 成 网 格 数 据 并 构造 复数 矩阵 
L=ml_func([0.8,0.9] ,2); % 计算 Mittag-LefHler 函数 


Li=real(L); ii=find(L1>3); L1(ii)=3; ii=find(L1<-3); L1(ii)=-3; % 提 取 实 部 
surf (x,y,L1), axis([-6 6 -6 6 -3 3]), figure % 绘制 实 部 的 三 维 表面 图 
L2=imag(L); ii=find(L2>3); L2(ii)=3; ii=find(L2<-3); L2(ii)=-3; 勾 提 取 虚 部 
surf (x,y,L2), axis([-6 6 -6 6 -3 3]) % 绘制 庶 部 的 三 维 表面 图 


8.7 信号 分 析 与 数字 信号 处 理 基 础 

8.7.1 信号 的 相关 分 析 
假设 已 知 某 确 定性 信号 为 z(t), 则 其 自 相关 函数 的 定义 为 
nm 

Pear) = im 去 | gzt+natr>o (8-7-1) 
有 相关 函数 为 偶 函数 , 即 Rss(_r) = Bas(r)。 若 研究 两 个 信号 z(t) 和 3(b, 则 可 以 定义 其 互相 关 
国生 Rn Lf i (8-7-2) 
(7) = li 去 | ?Owe+7) 内 示 艺 :0 -7- 


IT 一 oo 

从 前 面 介绍 的 微 积分 求解 方法 可 知 , 若 这 些 函数 都 已 知 , 则 可 以 通过 MATLAB 的 符号 运算 
工具 箱 直接 求 出 自 相关 函数 和 互相 关 函 数 的 解析 表达 式 。 
例 8-47 已 知 函 数 z(t) = 4i cos(wit 十 61) 十 4o2cos(wot 十 go), 试 根据 定义 求 出 其 自 相关 函数 。 
解 根据 定义 ,首先 应 该 声明 一 些 有 关 符 号 变量 ,再 定义 出 已 知 函 数 了 人, 这 样 ,就 可 以 由 下 面 的 语句 
求 出 信号 的 自 相关 函数 ,注意 ,MATLAB R2008a 及 以 前 版 本 可 以 得 出 正确 结 

>> syms AL1 A2 wi w2 tl t2 t tau T; x=Ail*cos(wi*t+t1)+A2*cos(w2*t+t2); 

Rxx=simplify(limit (int (x*subs(x,t,t+tau) ,t,-T,T)/2/T,T,inf)) % 解 析 运 算 
这 样 可 以 求 出 信号 的 自 相关 函数 解析 解 为 Raz(T) = 4?cos(wir)/2 十 43 cos(w27)/2。 

假设 在 实验 中 测 出 两 组 数据 ,zi,yi, (= 1,2,… ,n), 则 可 以 由 下 面 的 式 子 计算 出 两 组 数据 
的 相关 系数 矩阵 为 

Dei Dw —D) 


WW 

VD DV 
MATLAB 提 供 了 corrcoef() 函数 ,可 以 求 出 已 知 z,y 向 量 的 相关 系数 矩 阵 及 .该 函数 的 
调用 格式 为 R=corrcoef (ZX,y) 或 R=corrcoef([z,y]). 


(8-7-3) 
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例 8-48 试用 原型 函数 骨 二 te 从 sin3t 和 Wo 二 te 从 cos3t 分 别 生成 一 组 数据 ,并 由 得 出 的 数据 求 取 
其 相关 系数 矩阵 。 


解 用 下面 的话 和 可 以 主音 上 下 信和 的 相关 和 人 为 及 | | 


0.4776 最 


仍 假设 在 实验 中 测 出 两 组 数据 ,zi (i = 1,2,… ,ms(G 二 1,2,… ,m), 对 这 些 离散 点 可 
以 由 下 面 的 式 子 定义 xz; 序列 的 自 相 关 函 数 


oo 


sie) = zz 人 二 


l=-—o0 


) (8-7-4) 
自 相关 函数 是 偶 函数 , 即 cyz(k) = czz( 一 k)。 类 似 地 ,还 可 以 定义 出 互相 关 函 数 
cay(k) = > z(Dy(k+ 


l=—o0 


相关 函数 可 以 用 来 研究 两 个 序列 信号 的 相似 性 .MATLAB 提 供 了 求 取 和 绘制 自 相关 函 
数 和 互相 关 画 数 的 程序 xcorr (), 其 调用 格式 为 EEC 、 B22 基 
中 ,入 为 的 最 大 取 值 ,可 以 忽略 , 如果 该 函数 不 返回 任何 变量 则 将 自动 绘制 自 相关 函数 或 互相 
关 函 数 曲 线 。 
例 8-49 仍 假设 已 知 由 例 8-48 中 函数 计算 出 的 数据 ,试用 数值 方法 求 取 自 相关 函数 、 互 相关 函数 ,并 
和 已 知 理论 曲线 进行 比较 。 
解 先 在 te (0,5) 区 间 生 成 一 个 时 间 向 量 , 则 可 以 由 原型 函数 直接 计算 出 到 向 量 和 8 向 量 ,调用 现成 
的 函数 就 可 以 得 出 它们 的 自 相 关 函 数 和 互相 关 函 数 , 如 图 8-37(a)、8-37(b) 所 示 。 


es 


) (8-7-5) 


一 0.05 -0.1 
-150 -1l00 -0 0 50 10 150 -150 -100 -50 0 50 10 150 
(a) z 的 自 相关 函数 (b) z 与 8 的 互相 关 函 数 


图 8-37 信号 的 相关 函数 分 析 


8.7.2 信号 的 功率 谱 分 析 


若 已 知 信号 的 一 组 采样 点 ,由 向 量 y 表示 , 则 可 以 调用 MATLAB 函数 psd() 直接 求 取 其 功 
率 谱 密度 ,不 过 该 函数 的 结果 并 不 是 很 令 人 满意 , 所 以 这 里 将 介绍 基于 Welch 变换 的 算法 Da 。 
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假设 n 为 要 处 理 向 量 y 的 长 度 , 全 部 的 数据 可 以 分 成 长 度 为 m 的 子 向 量 ,这 样 可 以 构造 
大 二 [n/m] 个 子 向 量 。 


zO() =yk+ il)m,0<kgm-1,1<igk (8-7-6) 
使 用 Welch 算法 可 以 建立 起 下 面 大 个 方程 
2 
. fe 
J (w) = a 阳 ZO) (Kk)w(k)e i (8-7-7) 
其 中 ,w(k) 为 数据 处 理 窗口 的 长 度 ,例如 ,可 以 选择 Hamming 窗口 ,其 定义 为 
w(k)=a— (1 dee (2 ), k=0,.…,m—1 (8-7-8) 
车 选择 a = 0.54, 则 1 ml 
0 et > w2(k) (8-7-9) 
k=0 
信号 的 功率 谱 密 度 可 以 如 下 计算 i 站 
Pa(w) = 0) (8-7-10) 
j=1 
可 以 用 下 面 的 步 又 计算 给 定 信号 的 功率 谱 密度 I, 
(1) 用 ftt() 函数 计算 X00(1)=》) 2 中 (k)w(k)eiew/(mAOl, 
=0 
Kk 
C2) 在 第 ;组 中 , 裤 断 |X 个 (1) ,得 出 累加 和 Y(D= 了 X80O| 
i=1 
(3) 由 下 面 的 公式 直接 计算 信号 的 功率 谱 密度 
2r 下 
Pu (总 0 re) Casiiy 


可 以 编写 出 MATLAB 函数 psd_estm() 来 计算 给 定时 间 序 列 的 功率 谱 密度 。 


函数 的 调用 格式 为 [ESGEEEGEC 下 .为 了 进 免 频率 泥 郑 现象 ,只 取 一 半 
变换 数据 参与 运算 .函数 调用 语句 中 ,3 与 由 与 定义 是 一 致 的 , At 为 采样 周期 ,返回 的 了 与 Bx 
分 别 为 频率 向 量 和 功率 谱 密度 向 量 。 

8.7.3 滤波 技术 与 滤波 器 设计 


例 8-50 在 介绍 滤波 技术 之 前 ,考虑 由 曲线 W(z) 一 ez sin 57 登 加 标准 差 为 go 二 0.05 的 零 均 值 的 白 嗓 
声 信 号 ,绘制 出 噪声 污染 后 的 信号 曲线 。 
解 下 面 语句 可 以 得 出 如 图 8-38 所 示 的 曲线 。 
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>> x=0: .002:2; y=exp(-x).*sin(5*x); r=0.05*randn(size(x)); yi=y+r; plot(x,y1) 
1 
0.5 
0 
-0.5 
= 
0 0.5 1 1.5 2 


图 8-38 噪声 污染 的 数据 曲线 


如 果 考 虑 数据 采集 硬件 装置 实际 的 量 测 噪声 , 图 8-38 给 出 的 信号 往往 是 工业 现场 采集 到 实 
际 信号 的 常见 形式 。 对 于 图 8-38 中 给 出 的 被 噪声 污染 的 信号 曲线 , 需要 引入 一 种 办 法 消除 噪声 。 
例如 ,可 以 引入 滤波 器 来 实现 降低 噪声 的 工作 , 得 出 平滑 的 曲线 。 

(1) 线性 滤波 器 的 一 般 模 型 .线性 滤波 器 模型 的 一 般 表 达 式 为 

HG) bl 十 baz 1 二 baz 十 … 十 bn+12" 
1 十 alz-1 十 a2z-2 十 … .十 amz 一 到 
假设 输入 信号 为 z(n), 则 经 过 该 滤波 器 后 的 输出 信号 可 以 由 下 面 的 差分 方程 表示 为 
yk) = —ay(k—1) — -amy(k—m) + bz(k) + baz(k—1)+ + bntriz(k—n) (8-7-13) 
根据 nw 和 m 的 不 同 取 值 ,可 以 定义 出 三 种 常用 的 滤波 器 如 下 : 

Q@ FIR 滤 波 器 。 又 称 为 有 限 长 脉冲 响应 (finite impulse response, FIR) 滤波 器 , 需要 将 
式 (8-7-12) 中 的 m 值 设置 成 m = 0, 这 时 a 为 标量 ,在 控制 领域 也 称 移动 平均 模型 (moving 
average; MA ), 这 时 用 向 量 b 就 可 以 表示 该 滤波 器 。 

@1IR 滤 波 器 。 又 称 为 全 极点 无 限 长 脉冲 响应 (infinite impulse response,IIR.) 滤 波 器 , 也 称 
为 自 回 归 (auto-regressive,AR.) 模 型 ,这 时 = 0, 即 5 为 标量 ,这 样 用 a 即 可 以 表示 该 滤波 器 。 
FIR 和 全 极点 IIR 滤波 器 相 比 ,一 般 达 到 同样 要 求 所 需 的 滤波 器 阶 数 较 高 ,但 其 优势 是 总 可 以 设 
计 出 稳定 的 滤波 器 [9。 

@ ARMA 滤 波 器 .又 称 为 一 般 IIR 滤 波 器 和 自 回归 移动 平均 (auto-regressive moving 
average,ARMA ) 模 型 ,要 求 nn 与 m 均 不 为 0, 可 以 用 a,b 两 个 向 量 表示 该 滤波 器 。 

假设 滤波 器 可 以 由 a,b 两 个 向 量 表示 , 且 假 设 需要 过 滤 的 信号 为 向 量 z, 则 可 以 调 
filter() 函数 直接 计算 出 过 滤 后 的 信号 向 量 y 为 1ter(b,@,2)。 

从 滤波 器 的 作用 又 可 以 分 为 低 通 滤波 器 、 高 通 滤波 器 和 带 通 滤波 器 等 .顾名思义 , 低 通 滤波 
器 是 指 那 些 允 许 低频 信号 顺利 通过 , 而 高 频 信 号 被 过 滤 的 一 类 滤波 器 ;高 通 滤波 器 是 指 高 频 顺 
利通 过 , 而 低频 信号 被 过 滤 的 滤波 器 ; 带 通 滤波 器 是 指 某 一 个 频段 的 信号 被 顺利 通过 , 而 在 这 个 
频段 带 外 的 信号 均 被 过 滤 的 滤波 器 .它们 在 实际 应 用 中 各 有 其 应 用 。 

例如 , 例 8-50 中 给 出 信号 中 的 噪声 为 高 频 的 ,所 以 可 以 考虑 设计 一 个 低 通 滤 波 器 , 即 频率 低 


(8-7-12) 
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时 放大 倍数 接近 于 1, 高 频 的 信号 经 过 接近 于 0 的 放大 倍数 后 ,就 基本 可 以 被 滤 除 .如 果 滤 波 器 
已 知 , 则 用 freqz() 函数 可 以 对 滤波 器 进行 放大 倍数 分 析 , 即 

其 中 ,NN 为 分 析 的 点 数 ,返回 的 hh 为 复数 放大 倍数 ,ww 为 频率 向 量 。 复数 放大 信 数 包含 幅 信 与 幅 
角 等 信息 , 若 只 想 获得 放大 倍数 的 幅 值 , 则 可 以 用 plot(w,abs(h)) 命令 。 


例 8-51 假设 已 经 设计 出 
1.2296 x 10-6(1 十 z-1)7 


入 (1—0.7265z-1)(1—1.4882-1+0.564423)(1—1.595z-1+0.67692-3)(1—1.78z-1+0.8713z2-3) 
试 得 出 该 滤波 器 的 放大 倍数 ,并 观察 滤波 后 的 信和 号。 

解 可 以 用 下 面 的 语句 将 滤波 器 的 b,a 向 量 输入 到 MATLAB 环境 中 ,其 中 ,用 conv() 函数 可 以 求 取 
多 项 式 来 积 。 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 滤波 器 的 放大 倍数 曲线 ,如 图 8-39(a) 所 示 ,对 低频 信号 的 放 
大 倍数 接近 1, 不 作 过 滤 处 理 , 而 对 高 频 信 号 的 放大 倍数 接近 0, 可 以 将 噪声 信号 滤 去 ,得 出 所 需 的 滤 
波 信号 。 


经 过 滤波 器 后 的 滤波 效果 如 图 8-39(b) 所 示 。 可见 ,该 滤波 器 可 以 较 好 地 对 给 定 噪声 信号 进行 过 
滤 处 理 ,但 得 出 的 滤波 信号 较 原 信号 稍 有 延迟 。 


1 
0.8 05 


0 0.5 1 1 县 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 
(a) 滤波 器 的 放大 倍数 (b) 原 信号 与 滤波 信号 
图 8-39 滤波 器 及 滤波 效果 


(2) 滤波 器 设计 及 MATLAB 实 现 。. 从 前 面 给 出 的 例子 可 见 , 如 果 想 较 好 地 对 噪声 信号 
进行 过 滤 , 则 需要 用 滤波 器 ,滤波 器 的 设计 方法 多 种 多 样 , 在 MATLAB 的 信号 处 理工 具 箱 和 
滤波 器 设计 工具 箱 中 提供 了 多 种 滤波 器 设计 的 函数 , 可 以 直接 调用 。 常 用 的 有 两 种 滤波 器 
类 型 , 如 Butterworth 滤波 器 和 Chebyshev 滤波 器 , 可 以 分 别 用 butter() 函数 .chebyl() 函数 
(Chebyshev I 型 滤波 器 ) 及 cheby2() 函数 (Chebyshev 下 型 )。 它 们 的 调用 格式 为 


其 中 ,n 为 滤波 器 的 阶 次 , 可 以 由 用 户 选 择 , 也 可 以 用 MATLAB 的 相应 函数 (如 buttord() 等 函 
数 ) 设 置 。w 为 归 一 化 的 频率 , 定义 为 实际 过 滤 的 频率 与 信号 Nyquist 频率 的 比值 .假设 均匀 步 
距 采 样 的 数据 个 数 为 N 个, 步 距 为 At, 则 可 以 计算 出 基 波 频率 如 = 1/AtHz, 这 时 Nyquist 频 
率 的 定义 为 foN/2。 
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例 8-52 仍 考虑 例 8-50 中 的 给 定 信号 , 试 对 阶 次 及 不 同 的 um 值 ,设计 Butterworth 滤波 器 并 比较 滤波 
效果 。 

解 仍 选择 wn = 0.1, 用 下 面 的 语句 则 可 以 设计 出 不 同 阶 次 的 Butterworth 滤波 器 ,并 可 以 绘制 出 这 
些 滤 波 器 的 放大 倍数 及 滤波 效果 曲线 ,如 图 8-40(a)、(b) 所 示 。 从 滤波 的 结果 可 见 , 随 着 即 的 增加 , 滤 
波 的 效果 越 来 越 平 滑 ,但 延迟 也 将 增 大 。 


05 


0 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 
(a) 放大 倍数 (b) 滤波 效果 
图 8-40 不 同 阶 次 下 Butterworth 滤波 器 放大 倍数 及 滤波 效果 


1.5 加 


选择 阶 次 为 7, 对 不 同 的 wn 可 以 设计 出 Butterworth 滤 波 器 ,并 绘制 出 放大 倍数 及 滤波 效果 曲 
线 ,如 图 8-41(a)、(b) 所 示 。 从 得 出 的 曲线 看 , 当 wn 增加 时 ,延迟 变 小 ,但 得 出 的 滤波 效果 会 明显 变 
差 ,wn 太 大 时 滤波 没有 什么 效果 。 


0 -05 
人 0 0.5 1 

(a) 放大 倍数 (b) 滤波 效果 
图 8-41 不 同 滤波 频率 下 Butterworth 滤波 器 放大 倍数 及 滤波 效果 


若 想 设计 高 通 滤波 器 , 最 简单 的 方法 是 可 以 利用 1 一 五 (z-!) 直接 设计 出 来 ,其 中 , H(z-!) 
为 由 前 面 介绍 的 方法 设计 出 的 低 通 滤波 器 。 另 外 ,butter() 等 函数 也 可 以 直接 设计 高 通 滤波 


叶 和 冲 通 汉 小品 , 油 用 作 式 DJ 二 于 到 


1.5 2 
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8.8 习 题 
用 gb) 一 tae-stsint 生 成 一 组 较 稀 芍 的 数据 ,并 用 一 维 数据 插值 的 方法 对 给 出 的 数据 进行 曲 
线 拟 合 ,并 将 结果 与 理论 曲线 相 比较 。 
用 gb) 一 sin(l0t2 3) 在 (0,3) 区 间 内 生成 一 组 较 稀 琉 的 数据 ,用 一 维 数据 插值 的 方法 对 给 出 
的 数据 进行 曲线 拟 合 ,并 将 结果 与 理论 曲线 相 比较 。 
7 5 sin(zg2 十 z2g) 原型 函数 生成 一 组 网 格 数据 或 随机 数据 ,分 别 拟 
合 出 曲面 ,并 和 原 曲 面 进行 比较 。 
假设 已 知 一 组 数据 如 表 8-7 所 示 , 试用 插值 方法 绘制 出 ze (一 2,4.9) 区间 内 的 光滑 函数 曲线 ， 
比较 各 种 插值 算法 的 优 劣 。 


表 8-7 习题 (4) 数 据 


E23 | 3 0.1 0.4 0.7 1 1.3 
yi 0.1029 0.1174 0.1316 0.1448 0.1566 0.1662 0.1733 0.1775 0.1785 0.1764 0.1711 0.1630 
Ti 1.6 1.9 2.2 2.5 2.8 3.1 3.4 3.7 4 4.3 4.6 4.9 


0.1526 0.1402 0.1266 0.1122 0.0977 0.0835 0.0702 0.0577 0.0469 0.0373 0.0291 0.0224 


假设 已 知 一 组 实测 数据 在 文件 c8pdat.dat 中 给 出 , 试 通过 桂 值 的 方法 绘制 出 三 维 曲 面 。 

假设 已 知 数据 由 文件 c8pdat3.dat 给 出 ,其 中 数据 的 第 一 列 心 第 三 列 分 别 为 Z,y,z 坐标 ,第 四 
列 为 测 出 的 VV(z,y,2) 函数 值 ,试用 三 维持 值 方法 对 其 进行 插值 

考虑 函数 F(z) 一 站 2 在 w=3:0.4:8 处 生成 一 组 样本 点 ,采用 分 段 三 次 样 条 和 
也 样 条 分 别 对 数据 进行 拟 合 , 并 由 数据 结果 求 取 二 阶 导 数 ， 试 比较 得 出 的 结果 与 理论 曲线 。 
已 知 如 下 的 样本 点 (zi 名 ) 数据 , 试 对 其 进行 分 段 三 次 多 项 式样 条 插值 。 


表 8-8 习题 (8) 数 据 


， 2 3 4 5 6 8 9 10 
244.0 221.0 208.0 208.0 211.5 216.0 219.0 221.0 221.5 220.0 


假设 已 知 实测 数据 由 表 8-9 给 出 , 试 对 (z,y) 在 (0.1,0.1) ~ (1.1,1.1) 区 域内 的 点 进行 插值 ,用 
三 维 曲面 的 方式 绘制 出 插值 结果 ,并 搜索 出 该 函数 的 最 小 值 。 

假设 已 知 某 三 元 函数 (ZT,y,2) 二 er ty ?tz3y cos(zZ2gz 十 22gz), 可 以 通过 该 函数 生成 一 些 网 
格 型 样本 点 , 试 根据 样本 点 进行 拟 合 ,并 给 出 拟 合 误差 。 

习题 (4) 和 习题 (9) 中 给 出 的 数据 分 别 为 一 元 数据 和 二 元 数据 ,试用 分 段 三 次 样 条 函数 和 也 样 
条 函数 对 其 进行 拟 合 ,并 求 出 它们 相应 函数 的 数值 导数 。 

重新 考虑 习题 (4) 中 给 出 的 数据 , 试 考虑 用 多 项 式 插值 的 方法 对 其 数据 进行 逼近 , 并 选择 一 个 
能 较 好 拟 合 原 数据 的 多 项 式 阶 次 。 


假设 习题 (人 中 给 出 的 数据 满足 原型 y(z) 一 -7 e-(2-4)”/20” ,试用 最 小 二 来 法 求 出 jo 的 
TO 


值 ,并 用 得 出 的 函数 将 函数 曲线 绘制 出 来 ,观察 拟 合 效果 。 
重新 考虑 例 8-20 中 的 多 项 式 拟 合 问题 。 如 果 分 别 采 用 Legendre、Chebyshev、Laguerre 与 
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表 8-9 习题 (9) 数 据 


yi ZT1 Ta T3 Ta T5 Te ZT7 Zs Z9 ZT10 ZT11 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 El 

0.1 0.8304 0.8273 0.8241 0.8210 0.8182 0.8161 0.8148 0.8146 0.8158 0.8185 0.8230 
0.2 0.8317 0.8325 0.8358 0.8420 0.8513 0.8638 0.8798 0.8994 0.9226 0.9496 0.9801 
0.3 0.8359 0.8435 0.8563 0.8747 0.8987 0.9284 0.9638 1.0045 1.0502 1.1000 1.1529 
0.4 0.8429 0.8601 0.8854 0.9187 0.9599 1.0086 1.0642 1.1253 1.1904 1.2570 1.3222 
0.5 0.8527 0.8825 0.9229 0.9735 1.0336 1.1019 1.1764 1.2540 1.3308 1.4017 1.4605 
0.6 0.8653 0.9105 0.9685 1.0383 1.118 1.2046 1.2937 1.3793 1.4539 1.5086 1.5335 
0.7 0.8808 0.9440 1.0217 1.1118 1.2102 1.3110 1.4063 1.4859 1.5377 1.5484 1.5052 
0.8 0.8990 0.9828 1.0820 1.1922 1.3061 1.4138 1.5021 1.5555 1.5573 1.4915 1.346 
0.9 0.9201 1.0266 1.1482 1.2768 1.4005 1.5034 1.5661 1.5678 1.4889 1.3156 1.0454 
1.0 0.9438 1.0752 1.2191 1.3624 1.4866 1.5684 1.5821 1.5032 1.3150 1.0155 0.6248 
1.1 0.9702 1.1279 1.2929 1.4448 1.5564 1.5964 1.5341 1.3473 1.0321 0.6127 0.1476 


(15) 
(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 
(23) 


(24) 


Hermit 多 项 式 , 请 选择 合适 的 阶 次 并 评估 拟 合 的 效果 。 
试 将 常数 e, V19,1g2,sin 1°, Euler 了 用 连 分 式 形式 表示 , 找 出 能 较 精确 近似 其 值 的 项 数 。 
试用 连 分 式 展开 和 Padé 近似 方法 分 别 求 出 下 面 函数 的 有 理 式 近 似 表达 式 ,绘制 图 形 观察 拟 合 
效果 ,并 求 出 具有 较 好 拟 合 效果 的 有 理 式 阶 次 。 

本 Z3 十 7z2 十 24z 十 24 
Of@ = sinse, Of(o) = HF I0r 0s FA 
假设 习题 (9) 中 数据 的 原型 函数 为 z(z,gy) 二 asin(z2y) 十 bcos(y2z) + cz2 二 dzy 十 e, 试 用 最 小 
二 乘 方法 识别 出 a,b,c,d,e 的 数值 。 
试 在 复数 平面 内 生成 网 格 ,计算 出 Gamma 函数 的 绝对 值 并 绘制 其 表面 图 。 可 以 参照 文献 [13] 
给 出 的 范围 : 实 部 (一 4,4), 虚 部 (一 2, 2)。 
试 证 明 超 几 何 函 数 满足 [1 
iFi(a;a;7) =e, @2Fi(a,1;1;z)= 


一 3z 


一，@2Fi(,12;2) = Lin(z+1), 


1 
一 动 
ts, @2F1(1/2, 1/2; 3/2; 2?) = Larcsinz, 


试 计算 下 面 pe, a 绘制 出 相应 的 曲线 并 验证 式 (8- 总 
OBEli(z)，@Eol(z)，@Elo(z)，@Eo2(2)。 

利用 本 章 给 出 的 Mittag-LefHer 函数 代码 ,用 数值 方法 验证 下 面 几 个 等 式 。 
DEa,p(7) + Ea = 2E2a,.p(7”), @PEo,p(7)— Bas(-7) = 2zBaaa+e(z)， 


@2F1(1/2, 1;3/2;2? )E 去 


@Eaua(z) = 二 十 Eaa+6(z)， 四 Eap(z) = BEa.p+i(z) 十 oz 人 Eapr(o)。 

假设 已 知 函 数 f(t) =e 站 cos(2t 十 /3) 十 e-2tcos(t 十 /4), 试 计算 其 自 相关 函数 。 

试 求 出 Gauss 分 布 函数 f(t) 一 二 的 自 相关 函数 ,并 用 MATLAB 函数 生成 一 组 满足 
TT 

Gauss 分 布 的 伪 随 机 数 ,用 这 些 数 据 检 验 其 自 相关 函数 是 否 和 理论 值 很 接近 。 

假设 由 下 面 的 语句 可 以 生成 噪声 污染 的 信号 


>> t=0:0.005:5; y=15*exp(-t).*sin(2*t); r=0.3*randn(size(y)); yl=y+r; 


“362s 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


试 求 出 该 信号 的 Nyquist 频率 ,并 选择 滤波 频率 ,设计 出 八 阶 Butterworth 滤 波 器 ,使 其 能 
有 效 地 滤 除 噪声 ,又 有 较 小 的 延迟 。 
(25) 高 通 滤波 器 可 以 滤 去 低频 的 部 分 ,而 保留 高 频 的 部 分 。 试 为 习题 (24) 中 给 出 的 数据 设计 一 个 高 
通 滤波 器 ,提取 出 噪声 信号 ,并 和 司 加 上 的 实际 噪声 信号 工 相 比较 。 
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第 9 章 概率 论 与 数理 统计 问题 的 计算 机 求解 


概率 论 与 数理 统计 是 实验 科学 中 常用 的 数学 分 支 ,其 问题 的 求解 是 很 重要 的 ,但 有 时 也 是 
很 烦琐 的 ,传统 的 方法 经 常 需要 用 查询 表格 的 方式 解决 -MATLAB 语言 提供 了 专用 的 统计 学 工 
具 箱 ,其 中 包含 大 量 的 函数 , 可 以 直接 求解 概率 论 与 数理 统计 领域 的 问题 .9.1 节 将 介绍 概率 密 
度 、 概 率 分 布 函数 的 基本 概念 及 公式 ,介绍 常用 概率 分 布 的 概率 密度 函数 、 概 率 分 布 函数 的 上 
线 绘制 ,还 将 介绍 基于 概率 分 布 的 概率 运算 ,并 将 介绍 各 种 常用 分 布 的 伪 随 机 数 生成 方法 , 如 
的 匀 分 布 随 机 数 、 正 态 分 布 随 机 数 、Poisson 分 布 .Gamma 分 布 .工分 布 \F 分布 等 随机 数 发 生 函 
数 ,9.2 节 介绍 一 般 概率 问题 的 计算 方法 还 将 通过 例子 介绍 Monte Carlo 方 法 在 一 类 计算 问题 
中 的 应 用 、 并 将 介绍 随机 游 走 的 仿真 问题 .9.3 节 将 介绍 一 些 统计 量 的 计算 函数 ,如 数据 的 均值 、 
方差 , 矩 量 ` 协 方差 等 ,介绍 多 元 随机 变量 的 生成 ,并 将 介绍 离 群 值 的 检测 方法 等 ,9.4 节 将 介绍 
参数 估计 与 区 间 估 计算 法 及 MATLAB 实现、 多 元 线性 回归 问题 的 求解 及 非 线 性 函数 的 最 小 二 
乘 拟 合 与 求解 估计 方法 .9.5 节 将 介绍 假设 检验 方法 ,介绍 正 态 分 布 的 均值 假设 检验 、 正 态 性 假 
设 检验 、 给 定 分 布 函数 的 假设 检验 等 。9.6 节 侧重 于 方差 分 析 问 题 及 其 MATLAB 求解 ,介绍 单 因 
子 方差 分 析 、 双 因子 方差 分 析 和 主 成 分 分 析 方 法 等 内 容 及 基于 MATLAB 语言 的 求解 方法 。 

9.1 概率 分 布 与 伪 随 机 数 生成 


9.1.1 概率 密度 函数 与 分 布 函数 概述 
连续 随机 变量 概率 密度 函数 一 般 记 作 P(z), 概 率 密度 函数 满足 


P(z) > 0, a p(z)dr =1 (9-1-1) 
由 概率 密度 函数 可 以 定义 概率 分 布 函 数 
Hs | p(t)dt (9-1-2) 


概率 分 布 函数 已 (z) 的 物理 意义 是 随机 变量 满足 &E < z 发 生 的 概率 ,该 函数 为 单调 递增 函 
Mile 0<F(z)<1, 8 F(-00)=0, F(00)=1 (9-1-3) 

若 已 知 某 概率 分 布 函数 广 = 下 (zi), 需要 求 出 zi 的 值 , 在 统计 学 的 教材 中 给 出 了 各 种 表格 ， 
可 以 查 出 所 需 的 r; 值 。 因 为 概率 分 布 函数 是 单调 的 ,所 以 应 该 能 查询 出 合适 的 ri; 值 ,这 样 的 问 
题 称 为 逆 分 布 函数 问题 事实 上 ,利用 MATLAB 语 言 的 统计 工具 箱 中 提供 的 函数 可 以 更 容易 、 
更 精确 地 求 出 xz; 的 值 .本 节 将 介绍 几 种 常用 的 概率 分 布 形式 , 并 介绍 MATLAB 的 求解 函数 。 
9.1.2 常见 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 

MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 大 量 函 数 名 有 规律 的 函数 .例如 , 函数 名 前 一 部 分 
为 gam 常 用 于 表示 和 Gamma 分 布 有 关 的 函数 , 这 类 关键 词 在 表 9-1 中 给 出 .函数 名 的 后 一 部 
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分 为 pdf 的 表示 求 取 概率 密度 函数 (probability density function, PDF),cdf 表示 累积 分 布 
函数 (cumulative distribution function, CDF), inv 表示 逆 分 布 函 数 , rnd 表示 随机 数 生成 函 
数 ,stat 表示 均值 ,方差 估计 ,fit 表示 参数 估计 .学 会 了 这 样 的 组 合 , 可 以 立即 构造 出 所 需 
的 函数 名 .例如 ,对 数 正 态 分 布 的 参数 与 区 间 估 计 函 数 显然 是 logn 和 了 fit 组合 出 的 名 字 , 即 
lognfit() 函数 .这 里 将 详细 介绍 其 中 几 种 常用 的 概率 分 布 。 


表 9-1 统计 学 工具 箱 中 函数 名 关键 词 一 览 表 
关键 词 。 分 布 名 称 ”有 关 参 数 | 关键 词 分 布 名 称 有 关 参 数 || 关键 词 。 “分布 名 称 。 有 关 参 数 


beta Beta 分布 a,b bino 二 项 分 布 np chi2 X2 分 布 k 

ev 极 值 分 布 po exp 指数 分 布 入 Es 下 分布 p,q 
gam ”Gamma 分 布 au 入 geo 几何 分 布 p hyge ” 超 几何 分 布 。 m,p,n 
logn ”对 数 正 态 分 布 po mvn ”多 变量 正 态 分 布 po nbin 负 二 项 分 布 vi,v2,6 
ncf 非 零 了 分 布 k,6 nct 非 零工 分 布 k,6 ncx2 ” 非 零 x2 分 布 k,6 
norm 正 态 分 布 Ar poiss Poisson 分 布 入 rayl “Rayleigh 分 布 b 

t 分 布 k unif 约 匀 分 布 ob wbl Weibull 分 布 a,b 


除了 前 缀 的 描述 方法 之 外 ,MATLAB 还 提供 了 一 些 函 数 来 统一 处 理 概率 统计 运算 , 如 函数 
pdf () 用 来 计算 分 布 的 概率 密度 , cdf () 、icdf() 用 来 计算 概率 分 布 函数 与 逆 概 率 分 布 函数 , 函 
数 fitdist() 用 来 求解 某 种 分 布 的 特征 参数 等 ,后 面 将 详细 介绍 。 

(1) Poisson 分 布 .Poisson 分 布 是 一 类 离散 分 布 函数 的 概率 分 布 , 它 要 求 z 为 非 负 整数 .对 


正 整 数 参 数 入 而 言 , Poisson 分 布 的 概率 密度 函数 定义 为 
pp(z) = Ne go 0 Ly. (9-1-4) 


了 

MATLAB 语 言 的 统计 工具 箱 提供 了 poisspdf()、poisscdf() 和 poissinv() 函数 ,用 来 
求 取 Poisson 分 布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 及 逆 概 率 分 布 的 值 .这 些 函 数 的 调用 格式 分 别 
为 y=poisspdf (zw, 入 ), =poisscdf (Zz, 入 ), zpoissinv《( 思 ,入 ) ,其 中 ,zz 为 选 定 的 横 坐 标 向 
量 ,应 该 由 z=[0: 有 语句 生成 ,y 为 z 各 点 处 的 概率 密度 函数 的 值 , 玉 为 z 各 点 处 分 布 函 数值 。 

从 给 出 的 调用 格式 可 见 ,*pdf() 与 *cdf() 函数 的 变 元 为 (z ,参数 ), 其 中 ,* 为 表 9-1 的 关 
键 词 “参数 ”为 该 表 给 出 的 参数 列表 .*inv() 函数 的 变 元 为 ( ,参数 ) .如 果 采 用 pdf () 等 统一 
函数 , 前面 介绍 的 函数 可 以 由 下 面 格式 调用 

Y=pdf('poiss' ,zx,N), FPF=cdf('poiss' ,xz,N), z=icdf('poiss',F,N 和 ) 

对 其 他 分 布 的 函数 也 可 以 使 用 这 些 统一 的 函数 调用 , 其中, 'poiss' 替换 成 对 应 的 关键 词 ， 
入 奉 换 成 相应 的 参数 即 可 。 后 面 将 不 再 资 述 。 
例 9-1 试 分 别 绘制 出 入 二 1,2,5,10 时 Poisson 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 曲线 。 
解 仿照 前 面 的 例子 ,可 以 由 下 面 的 语句 直接 对 不 同 入 的 值 分 别 调用 poisspdf() 和 poisscdf() 函 
数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 , 如 图 9-1(a)、(b) 所 示 

>> x=[0:15]'; yi=[]; y2=[]; lami=[1,2,5,10]; n=length(lam1); 
for i=1:n, yi=[y1,poisspdf (x,1lam1(i))]; y2=[y2,poisscdf (x,1lam1(i))]; end 
stem(x,y1)，line(x,y1)，figure; plot(x,y2) % 绘 制 PDF 和 CDF 曲线 
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5 
(b) 分 布 函数 


5 10 
(a) 概率 密度 函数 
9-1 Poisson 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


(2) 正 态 分 布 . 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 为 
= (2—h)?/(20°) (9-1-5) 
IT 


其 中 ,4 和 2 分别 为 正 态 分 布 的 均值 和 方差 , 可 见 概 率 密度 是 凡 和 2 的 函数 .MATLAB 语言 
统计 工具 箱 提供 了 相应 的 函数 分 别 求 取 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 等 的 值 。 正 态 分 布 
的 关键 词 为 norm, 参数 为 ,0, 所 以 可 以 使 用 normpdf() 等 函数 ,也 可 以 使 用 pdf () 等 函数 , 调 
格式 是 比较 固定 的 。 
例 9-2 试 绘制 出 (1,0?) 为 (一 1,1), (0,0.1), (0,1),(0,10), (1,1) 时 正 态 分 布 的 PDF 与 CDF 曲线 。 
解 概率 统计 类 教科 书 和 数学 手册 中 均 绘 制 了 某 些 /1,0? 下 的 正 态 分 布 概率 密度 曲线 和 分 布 函数 曲 
线 。 学 习 了 MATLAB 语言 及 前 面 介绍 的 有 关 函 数 , 读者 可 以 用 一 个 语句 精确 绘制 出 任意 1,a2 组合 
下 的 正 态 分 布 概率 密度 曲线 和 分 布 函数 曲线 , 从 而 更 好 地 利用 工具 高 效 解 决 概率 统计 问题 。 

这 里 给 出 的 问题 在 MATLAB 语 言 中 是 很 容易 求解 的 。 首 先 在 (一 5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐 
标 向 量 z, 再 定义 两 个 向 量 ,分别 表示 几 和 o2 的 不 同 取 值 ,并 求 出 相应 的 o, 这 样 就 可 以 分 别 调用 
normpdf() 和 normcdf() 函数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ,如 图 9-2(a)、(b) 所 示 。 


0 
(b) 分 布 函数 


0 
(a) 概率 密度 函数 
图 9-2 正 态 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 , 若 o2 相同 , 则 曲线 的 形状 相同 ,只 是 对 不 同 的 几 值 进行 平移 即 可 。 若 og 
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不 同 , 则 曲线 的 形状 不 同 ,a2 的 值 越 小 , 则 概率 密度 曲线 越 陡 。 
人 二 0,0? 二 1 的 正 态 分 布 又 称 为 标准 正 态 分 布 ,其 数学 表示 为 N(0, 1)。 


(3) Gamma 分 布 .Gamma 分 布 的 概率 密度 函数 为 
Xrzel ss 
mo)=4 Te ”， 0 (9-1-6) 
0, <0 
Gamma 分布 的 关键 词 为 gam, 参数 为 a, 入。 


例 9-3 试 绘制 出 (a, 入 ) 为 (1,1), (1,0.5),(2,1), (1,2),(3,1) 时 Gamma 分 布 的 PDF 与 CDF 曲线 。 
解 首先 在 (一 0.5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 z, 再 定义 两 个 向 量 , 分别 表示 a 和 入 ,这 样 就 可 以 分 
别 调用 相应 的 函数 绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 , 如 图 9-3(a) 、(b) 所 示 。 


(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 
9-3 Gamma 分 布 的 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 


这 里 的 概率 密度 图 形 稍 有 些 问 题 ,因为 绘图 时 横 坐标 步 距 选择 为 0.02, 而 因为 在 一 0.02 点 处 概 
率 密度 的 值 为 0, 则 在 0 处 的 函数 值 为 一 个 非 零 数值 pl, 所 以 在 图 形 上 看 起 来 在 z < 0 时 函数 值 不 等 
于 0。 事 实 上 ,在 z 一 0 处 委 直 上 升 为 Pi, 在 选择 横 坐标 向 量 时 改 用 下 面 的 语句 即 可 解决 此 问题 。 
“>> x=[reps:-0.02:-0.05,0:0.02:5]; x=sort(x'); % 有 意 引 入 一 e 点 ,生成 排序 的 新 向 量 2 


(4) F 分 布 .F 分 布 的 概率 密度 函数 为 


i | T((p+q)/2) pP/2gr/227/2-1(p + gz)-(n+9)/2, 2 >0 
pe(7) = 


TL (p/2)T (q/2) (9-1-7) 
0 


) [| 
分 布 的 关键 词 为 f, 参数 为 p,q。 
例 9-4 试 分 别 绘制 出 (p,q) 对 为 (1,1), (2,1), (3,1), (3,2), (4,1) 时 下 分 布 的 PDF 和 CDF 曲线 。 
解 首先 在 (一 0.1,1) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 z, 再 定义 两 个 向 量 p1 和 qi, 分 别 调用 fpdf() 和 
fcdf () 函数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ,如 图 9-4(a)、(b) 所 示 。 
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Bi 0 0 04 06 08 1 B27 0 02 04 060 08 1 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函 数 
9-4 了 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


(5) 工分 布 .T 分 布 的 概率 密度 函数 为 
LT((k+1)/2) (1 十 za/ 月- 


VT 人 站 (9-1-8) 


Pr(z) = 


工分 布 的 关键 词 为 t ,参数 为 。 

例 9-5 试 分 别 绘制 出 大 为 1,2,5,10 时 全 分布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函 数 曲 线 。 

解 首先 在 (5,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 z, 再 定义 一 个 ji 向 量 , 这 样 就 可 以 分 别 调用 tpdf () 
和 tcdf() 函数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ,如 图 9-.5(a) 、(b) 所 示 。 


0 
(b) 分 布 函数 


0 
(a) 概率 密度 函数 
图 9-5 了 分布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


(6) X2 分 布 .X2 分 布 的 概率 密度 函数 为 


工 /1 
ET 6 | 

pealz) = 4 2°/T (k/2) 攻 (9-1-9) 
0, ZK 
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其 中 ,为 正 整 数 .可 以 看 出 ,x? 分 布 是 一 种 特殊 的 Gamma 分 布 ,其 中 ,a 二 上/2, 入 二 1/2, 该 分 布 
的 关键 词 为 chi2, 参数 为 a, 和。 

例 9-6 试 分 别 绘制 出 大 为 1,2,3,4,5 时 X2 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函数 曲线 。 

解 在 (--0.05,1) 区 间 内 构造 一 个 横 坐标 向 量 ZT, 定义 一 个 向 量 ,表示 kk1, 则 可 以 分 别 调用 chi2pdf () 
和 chi2cdf() 函数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ,如 图 9-6(a)、(b) 所 示 。 


k=1| 03 
0.6 
0.4 
1 
蜂 一 号 0.2 
0 0 
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 3 有 允 
(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函数 


9-6 X2 分 布 的 概率 密度 和 分 布 函数 曲线 


(7) Rayleigh 分 布 。-Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 为 
De-s/(2) rz>0 
Pr(z) = { b2 (9-1-10) 
0, rr<0 
Rayleigh 分 布 的 关键 词 为 rayl, 其 参数 为 b。 


例 9-7 试 分 别 绘制 出 5 为 0.5,1,3,5 时 Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 与 分 布 函 数 曲线 。 
解 首先 在 (--0.1,5) 区 间 内 构造 一 个 横 坐 标 向 量 z, 再 定义 向 量 Di, 则 可 以 分 别 调用 raylpdf() 
和 raylcdf() 函数 ,绘制 出 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 ,如 图 9-7(a)、(b) 所 示 。 


1.5 


0.8 


0.6 


0.5 


(a) 概率 密度 函数 (b) 分 布 函 数 
图 9-7 Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 和 分 布 函数 曲线 
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MATLAB 语 言 的 统计 学 工具 箱 还 提供 了 其 他 各 种 分 布 的 概率 密度 函数 、 分 布 函数 及 逆 分 
布 函数 的 函数 , 可 以 直接 获得 各 种 指定 的 随机 变量 分 布 求 取 问 题 。 
(8) alpha 稳 定 分 布 .alpha 稳 定 分 布 的 概率 密度 定义 为 四 


p(z) = exp 人 ee [ 一 j8sign(z)tan 至 ] +jnz} (9-1-11) 
其 中 ,参数 0 < a < 2 又 称 为 稳定 性 指数 (index of stability) ,参数 -1 < 8 < 1 又 称 为 偏 度 
参数 (skewness parameter),o > 0 为 比例 因子 (scaling factor) ,从 称 为 平移 或 位 置 参数 。 若 
有 = 人 =0, 则 分 布 为 对 称 的 。 
车 a = 1, 则 分 布 等 效 于 对 称 Cauchy 分 布 , 其 概率 密度 为 


po) =exp { -olel | — Osienlo)inal] + Co-12) 


开 


Mark Veillette 仿 照 统计 工具 箱 函数 的 格式 开发 了 一 套 alpha 稳 定 分 布 的 计算 程序 四 ,其 
关键 词 为 stbl, 参数 为 a, 8,c,/。 值 得 指出 的 是 , 由 于 该 函数 不 是 标准 的 统计 工具 箱 函数 ,所 
以 pdf () 等 函数 是 不 能 使 用 的 。 在 随机 过 程 的 建 模仿 真 中 ,alpha 稳 定 分 布 在 金融 与 经 济 学 领域 
是 很 有 用 的 。 


例 9-8 试 绘制 不 同 参数 组 合 下 alpha 稳定 分 布 的 概率 密度 函数 曲线 。 

解 假设 B = 多 = 0,a = 1, 只 取 不 同 的 we 参数, 则 可 以 绘制 出 概率 密度 函数 曲线 , 如 图 9-8(a) 所 示 。 
可 见 ,得 出 的 函数 曲线 都 是 对 称 的 。 若 选择 B = 0.5, 则 可 以 绘制 出 的 概率 密度 函数 曲线 如 图 9-8(b) 
所 示 , 可 以 看 出 ,得 出 的 曲线 是 有 偏 移 的 。 


3a 增加 的 方向 


= 者 0 3 
(a) 对 称 的 分 布 (b) 偏 移 的 分 布 
图 9-8 alpha 稳 定 分 布 的 概率 密度 函数 曲线 
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9.1.3 随机 数 与 伪 随 机 数 生成 


在 科学 研究 和 统计 分 析 中 经 常 要 用 到 随机 数据 .随机 数 的 生成 通常 有 两 类 方法 , 一 类 是 依 
赖 一 些 专用 的 电子 元 件 发 出 随机 信号 ,这 种 方法 又 称 为 物理 生成 法 ; 另 一 类 是 通过 数学 的 算法 ， 
仿照 随机 数 发 生 的 规律 计算 出 随机 数 , 由 于 产生 的 随机 数 是 由 数学 公式 计算 出 来 的 ,所 以 这 类 
随机 数 又 称 为 “ 伪 随 机 数 ”。 

伪 随 机 数 至 少 有 两 个 优点 :首先 , 若 选择 相同 的 随机 数 种 子 , 则 随机 数 是 可 以 重复 的 , 这样 
就 创造 了 重复 实验 的 条 件 ;其 次 ,随机 数 满足 的 统计 规律 可 以 人 为 地 选择 ,例如 可 以 自由 地 选择 
均匀 分 布 、 正 态 分 布 .Poisson 分 布 等 ,来 满足 人 们 的 需要 。 

在 4.1 节 中 介绍 了 rand() 和 randn() 两 个 函数 ,可 以 分 别 生成 均匀 分 布 和 正 态 分 布 伪 随 机 
数 ,并 介绍 了 如 何 生成 任意 区 间 的 均匀 分 布 伪 随 机 数 及 任意 给 定 均值 \ 方 差 的 伪 随 机 数 生成 方 
法 。 除 了 这 两 类 伪 随 机 数 之 外 , 在 应 用 中 还 需要 其 他 各 类 随机 数 ,如 前 面 介 绍 的 各 种 概率 密度 函 
数 对 应 的 随机 数 。. 在 MATLAB 环境 中 , 可 以 用 统计 工具 箱 中 的 语句 生成 所 需 的 随机 数 , 如 


更 一 般 地 ,可 以 使 用 统一 函数 区 SEE 6 瑟 天 弄 呈 区 出 避 来 生成 一 般 的 伪 随 机 数 , 其 
中 ,类 型 "与 “参数 "与 表 9-1 中 的 一 臻 ,上述 的 4,C 矩阵 可 以 通过 4=random('gam' ,a, 入 ,n， 
mm) .C=random('t' ,k,n,m) 直接 生成 ,使 得 不 同 分 布 的 随机 数 生成 方法 更 规范 。 

MATLAB 还 提供 了 rng() 函数 来 控制 伪 随 机 数 的 生成 方式 , 由 [ES 图 命令 可 以 获得 当前 
伪 随 机 数 的 控制 变量 , 在 生成 新 随机 数 前 调用 对 车 副 则 可 以 生成 与 前 面相 同 的 伪 随 机 数 ,从 而 
达到 重复 试验 的 目的 ,此 方法 适用 于 各 种 伪 随 机 数 生成 函数 。 


例 9-9 试 生成 两 组 完全 相同 的 1000 个 元 素 的 工分 布 伪 随 机 数 。 

解 正常 情况 下 如 果 连 续 调 用 两 次 random() 函数 , 则 会 产生 两 组 完全 不 同 的 伪 随 机 数 。 如 果 需 要 生 
成 两 组 完全 的 伪 随 机 数 , 则 需要 两 次 调用 random() 函数 之 前 应 该 使 用 相同 的 伪 随 机 数 发 生 器 参数 。 
可 以 使 用 下 面 的 语句 来 生成 两 组 完全 一 样 的 伪 随 机 数 ,这 样 的 方法 适合 于 重复 随机 试验 。 


9.2 ”概率 问题 的 求解 
概率 是 某 个 事件 发 生 可 能 性 的 一 种 描述 方法 。 本 节 将 介绍 连续 事件 与 离散 事件 的 概率 问题 
的 计算 方法 , 并 介绍 其 图 示 方 法 ,还 将 介绍 Monte Carlo 方 法 与 随机 游 走 问题 的 仿真 。 
9.2.1 离散 数据 的 直方 图 与 饼 图 表示 


假设 已 知 一 组 离散 的 检测 数据 z1,7z2,…, zn, 并 已 知 这 组 数据 都 位 于 (a,b) 区 间 内 , 则 可 
以 将 这 个 区 间 分 成 等 间距 的 m 个 子 区 间 , 其 中 ,bl = a, pm+l 二 5 将 每 个 随机 量 z; 依 其 大 小 
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"1 * 


投入 相应 的 子 


区 间 ,并 


方 二 应/m 称 为 频 度 。 


可 以 利 

k=hist(z,b); f=k/n; bar(b,f); 或 pie(f) 
选择 向 量 b5, 了 ,可 以 绘制 出 频 度 的 直方 图 和 人 饼 图 ,下面 将 通过 例子 演示 这 些 图 形 表示 方法 。 
例 9-10 令 b = 1, 生 成 满足 Rayleigh 分布 的 30000 x 1 伪 随 机 数 向 量 , 并 用 直方 图 验证 生成 的 数据 是 
否 满足 所 期 望 的 分 布 。 
解 可 以 由 raylrnd() 函数 生成 30000x1 的 人 擅 随机 数 向 量 ,选择 向 量 z, 这 样 可 以 通过 hist() 计算 每 
个 子 区 间 落 入 的 数据 个 数 ,在 实际 应 用 中 , 应 该 将 向 量 闻 加 半 个 子 区 间 的 宽度 。 可 以 用 函数 bar() 近 
似 概率 密度 函数 ,如 图 9-9 所 示 。 该 图 还 登 印 了 Rayleigh 分 布 的 PDF 理论 值 ,可 以 看 出 ,二 者 的 吻合 
度 比较 好 。 
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MATLAB 函数 hist() 来 求 取 并 


绘制 各 个 子 


0 


图 9-9 Rayleigh 分 布 的 概率 密度 函数 及 其 近似 
>> b=1; p=raylrnd(1,30000,1); x=0:0.1:4; xl=x+0.05; yy=hist(p,x1); % 直 方 图 
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区 间 的 频 度 , 其 调用 格式 为 


F 记 子 区 间 (bj,bj+1) 落 入 的 数据 个 数 为 腾 ,j = 1,2,… ,m, 则 可 以 得 出 


yy=yy/ (30000*#0.1); bar(x1,yy)，y=raylpdf(x,1); line(x,y) % 直 方 图 绘制 与 理论 值 


例 9-11 假设 已 知 一 批 200 支 英 光 灯 的 寿命 数据 ,在 表 9-2 中 给 出 回 , 可 以 看 出 ,这 些 数据 分 布 在 区 间 
(500, 1500) 内 。 试 用 直方 图 和 饼 图 表示 这 些 数据 的 频 度 。 


表 9-2 200 支 荧光 灯 的 寿命 (数据 来 源 问 ) 
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解 为 了 方便 求解 ,将 这 些 数 据 存 入 数据 文件 c9dlamp.dat。 可 以 使 用 load() 函数 将 数据 读 入 
MATLAB 工 作 空间 ,再 选择 子 区 间 [500,600,700,……. ,1500], 事 实 上 ,区 间 宽 度 为 100, 可 以 对 区 
间 边界 加 半 个 子 区 间 的 宽度 ,由 范 数 hist() 计算 出 全 部 数据 落 入 每 个 子 区 间 的 频 度 , 则 可 以 分 别 给 
制 出 频 度 的 直方 图 和 人 饼 图 ,如 图 9-10 所 示 。 

>> A=load('c9dlamp.dat'); bins=[500:100:1500]+50; % 由 数据 文件 读 入 


f=hist(A,bins)/length(A); bar(bins,f) % 绘 制 直方 图 
figure, pie(f) % 绘 制 饼 图 
03 
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(a) 直方 图 (b) 饼 图 


图 9-10 荧光 灯 寿 命 的 图 形 表示 


9.2.2 连续 事件 的 概率 计算 

前 面 介绍 过 , 某 随机 变量 上 分 布 函数 已 (z) 的 物理 含义 是 随机 变量 & 落 入 (一 oo,z) 区 间 的 概 
率 , 故 可 以 利用 分 布 函数 的 概念 求 取 满足 条 件 的 概率 例如, 若 想 求 出 上 落 入 区 间 [za, za] 的 概率 
PIz1 和 和 za], 则 可 以 用 两 个 分 布 函数 之 差 求 出 。 下 面 列 出 几 个 概率 公式 


Plé < z] = F(z), &€ < Zz 的 概率 
Plzi < € < 72] = F(z2) — F(z1)， Zz1 < € < zo 的 概率 (9-2-1) 
Pl£>7z]=1— F(z), & 之 Z 的 概率 


其 中 ,分 布 函数 可 以 用 前 面 介绍 的 累积 分 布 函 数 求 出 ,下 面 将 通过 例子 演示 概率 问题 的 求解 。 


例 9-12 假设 已 知 某 随机 变量 z 满 足 Rayleigh 分 布 , 且 b = 1, 试 分 别 求 出 该 随机 变量 z 值 落 入 区 间 
[0.2,?] 及 区 间 [1 co) 的 概 这 。 
解 由 概率 分 布 苑 数 可 以 容易 地 求 出 随机 变量 Z 落 入 (一 00,0.2] 区 间 和 (一 00,2] 区 间 的 概率 ,所 以 可 
以 由 下 面 的 语句 立即 求 出 变量 落 入 指定 区 间 的 概率 为 0.8449。 
>> b=1; pl=raylcdf(0.2,b); p2=raylcdf(2,b); P1=p2-pl % 概 率 计算 
另外 ,由 于 能 直接 求 出 (一 00, 1 区 间 的 概率 , 故 可 以 求 出 Zz 之 1 的 概率 为 0.6065。 
>> pl=raylcdf(1,b); P2=1-pl % 先 求 落 入 (一 00, 1] 区 间 概 率 , 再 求 补 即 可 


zy 
例 9-13 假设 二 维 随机 变量 (&,] 的 联合 概率 密度 为 p(z,y) 二 { gy 人 
试 求 出 PIE < 1/2,7 < 1/2]。 
解 已 知 概率 密度 p(z,y), 则 可 以 通过 积分 求 出 PIE < 1/2,7 < 1/3] 的 概率 值 为 5/192。 
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此 处 积分 下 限 直接 取 0 而 不 是 一 oo 是 国 为 联合 概率 密度 函数 的 值 在 自 变量 为 负 的 时 候 为 0, 故 
不 直接 写 出 其 积分 。 
例 9-14 假设 某 两 地 A,B 间 有 6 个 交通 岗 ,在 各 个 交通 岗 处 遇 到 红 灯 的 概率 均 相同 ,为 九 = 1/3, 且 中 
途 遇 到 红 灯 的 次 数 满足 二 项 分 布 B(6,p) 四, 试 求 出 某 人 从 人 A 地 出 发 到 达旦 地 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的 概 
率 。 若 选择 不 同 的 p 值 , 试 再 绘制 出 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的 概率 曲线 。 
解 由 于 已 知 在 每 个 交通 岗 处 遇 到 红 灯 的 概率 密度 满足 二 项 分 布 ,可 以 由 binopdf() 或 pdf() 计算 。 
记 某 人 遇 到 红 灯 的 次 数 为 z, 则 了 的 取 值 可 以 为 0,1,2,.…… ,6, 相应 的 概率 密度 可 以 如 下 求 出 


上 述 语句 得 出 yy 二 [0.0878, 0.2634, 0.3292, 0.2195, 0.0823, 0.0165, 0.0014] 。 可 见 , 只 遇 到 一 次 红 
灯 的 概率 为 0.2634。 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的 概率 可 以 由 两 种 方法 求 出 ,其 一 是 1 减 去 不 遇 红 灯 的 概率 
( 即 遇 到 次 数 为 零 的 概率 ), 另 一 种 是 将 Y 向 量 中 第 一 项 以 外 的 全 部 项 加 起 来 ,由 下 面 语句 可 知 ,至 少 
遇 到 一 次 红 灯 的 概率 为 也 = 91.22%。 


如 果 二 项 分 布 参数 六 发 生变 化 , 则 可 以 用 循环 结构 重新 计算 出 概率 曲线 , 如 图 9-11 所 示 。 
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图 9-11 参数 p 变 化 时 至 少 遇 到 一 次 红 灯 的 概率 


9.2.3 基于 Monte Carlo 法 的 数学 问题 求解 


Monte Carlo 法 是 通过 大 量 实验 来 求 取 随 机 变量 近似 值 的 一 种 常用 的 方法 , 在 现代 科学 研 
究 中 经 常用 来 求解 一 些 建 模 困难 的 问题 .这 里 将 通过 例子 演示 该 方法 的 入 门 知 识 。 

考虑 图 9-12(a) 中 给 出 的 示意 图 .假设 正方 形 的 边 长 为 1, 可 见 , 四 分 之 一 圆 的 面积 是 r/4， 
其 面积 和 正方 形 面 积 的 比 是 zx/4:1, 换 句 话说 ,如 果 产 生 一 个 均匀 分 布 的 随机 数 , 它 落 到 四 分 之 
一 圆 的 概率 为 x/4。 生 成 N 组 随机 数 z; 和 yy, 使 其 均 为 区 间 [0, 1 内 均匀 分 布 的 随机 数 , 这 样 , 落 
入 四 分 之 一 圆 , 即 满足 z2 十 妮 <1 条 件 的 点 的 个 数 为 Ni, 则 对 大 量 的 实验 数据 ,有 Ni/N x/4， 
即 xx4Ni/N。 如 果 NN 足 够 大 , 则 可 以 通过 前 面 的 式 子 近 似 求 出 x 的 值 。 
例 9-15 试用 Monte Carlo 法 近似 求 出 工 的 值 。 
解 参照 前 面 介绍 的 算法 ,可 以 由 下 面 语句 求 出 zt 的 值 
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被 积 函数 f(t) 


(ay) 求 值 的 示意 图 Ey 《by 数值 积分 示意 图 
图 9-12 Monte Carlo 法 近似 的 示意 图 
>> N=100000; x=rand(1,N); y=rand(1,N); i=(x.°2+y.°2)<=1; Ni=sum(i); p=Ni/N*4 
这 样 得 出 zw 心 3.1418。 再 进一步 增加 NN 的 值 ,可 以 改进 求解 的 精度 ,但 应 该 注意 ,用 这 样 的 方法 不 可 
能 得 出 绝对 精确 的 元 值 。 
b 

考虑 积分 站 题 | f(z) dz。 若 f(z) > 0, 则 基于 Monte Carlo 方 法 的 示意 图 如 图 9-12(b) 所 

示 。 仍 考虑 生成 NN 组 随机 数 z; 和 wi, 它们 分 别 为 区 间 pe M) 上 均匀 分 布 的 随机 数 。 记 满 


足 不 等 式 y < f(zi) 的 点 的 个 数 为 Vi, 则 可 以 得 出 ,2 站 ~ 0 上 f(z) az, 这样 可 以 近似 
得 出 加 


M(b— a)Ni 
N 


「 f(z) dr 六 (9-2-2) 


3 
例 9-16 试用 Monte Carlo 法 计算 积分 | 十 er02r sin(z 十 0.5)] dz。 
1 
解 可 以 由 下 面 语句 求 出 积分 值 为 p = 2.7343, 事实 上 ,该 积分 的 精确 结果 为 了 二 2.7439。 


值得 指出 的 是 ,用 这 样 的 方法 只 能 求解 满足 f(z) > 0 或 f(z) < 0 的 问题 ,否则 应 该 采用 改进 的 
Monte Carlo 方 法 来 求解 ,比如 , 令 及 (Zz) = f(z) 十 C, 使 得 及 (Zz) 在 感 兴趣 区 间 内 不 变 号 。 
9.2.4 随机 游 走 过 程 的 仿真 

Brown 运动 是 一 种 有 趣 的 随机 过 程 .假设 有 一 个 二 维 平面 内 的 粒子 , 它 运动 的 方向 和 速度 
都 是 随机 的 ,假设 该 例子 在 tz 和 y 方 向 上 的 运动 步 距 都 是 随机 数 , 则 可 以 在 二 维 平面 内 随机 游 
走 。 为 简单 起 见 , 粒子 的 位 置 可 以 如 下 递 推 计算 

Tit = Bi OATs, ti=+oAn (9-2-3) 

其 中 ,o 为 比例 因子 , 增 量 Az; 和 Ay 满足 标准 正 态 分 布 。 可 以 通过 数值 仿真 的 方法 研究 Brown 
运动 的 现象 。 
例 9-17 试 仿真 单个 粒子 的 Brown 运动 现象 , 若 正 态 分 布 步 距 替换 成 alpha 稳 定 分 布 的 随机 过 程 , 试 
重新 仿真 随机 游 走 过 程 。 
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解 为 简单 起 见 ,选取 og = 1,a 二 1.5, 可 以 用 下 面 语句 直接 仿真 这 两 种 随机 游 走 , 结果 如 图 9-13(a)、 
图 9-13(b) 所 示 。alpha 稳 定 分 布 步 距 的 随机 游 走 又 称 为 Lévy 飞行 。 


一 100 
-30 -20 -10 0 10 20 30 -150 -100 -50 0 50 


(a) Brown 运动 (b) Lévy 飞行 
9-13 随机 游 走 仿真 结果 


9.3 基本 统计 分 析 


9.3.1 随机 变量 的 均值 与 方差 

假设 连续 随机 变量 z 的 概率 密度 函数 为 p(z), 则 可 以 如 下 定义 该 变量 的 数学 期 望 E[z] 和 方 
差 o?[z] 为 co 
Elzx] = [ zp(z)dr, o?[z] = | (z 一 Elz])*p(z)dz (9-3-1) 
利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 积分 函数 可 以 求 出 这 两 个 重要 的 统计 量 。 


例 9-18 试用 积分 方法 求 取 Gamma 分 布 (a > 0, 入 > 0) 的 均值 与 方差。 
解 利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 可 以 立即 得 出 m 二 a/ 和,s = a/ 和 2。 


假设 在 实际 中 测 出 一 组 样本 数据 z1,z2,z3,… , zn, 则 该 随机 量 的 均值 和 方差 分 别 定义 为 


sD R=.) (9.3.2) 

i=1 i=1 
由 统计 学 理论 可 以 证 明 ,这 样 定义 的 绢 方差 是 有 偏 的 , 所 以 在 实际 应 用 中 经 常 采用 无 偏 的 
方差 , 即 


市 过 
2 二 未 泛 
| > 人 = 区 (9-3-3) 
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并 称 ss > 0 为 标准 差 。 

若 已 知 一 组 随机 变量 样本 数据 构成 的 向 量 z = [zi,za,za,…… ,zn 人， 则 可 以 直接 使 用 
MATLAB 函数 mean() ,var() 和 std() 求 出 该 向 量 各 个 元 素 的 均值 .方差 和 标准 差 . 这 三 个 函 
数 的 调用 格式 为 ISRCD), SEO,EEESCUCD, 这 三 个 函数 和 其 他 函数 还 可 以 处 理 z 
为 矩阵 的 形式 。 具 体 的 解释 是 ,对 和 矩阵 z 的 每 个 列 向 量 进行 均值 .方差 和 标准 差分 析 就 可 以 得 出 
一 个 行 向 量 。 若 想 将 矩阵 或 多 维 数组 z 全 部 元 素 进行 统计 分 析 , 例如 求 样本 均值 , 则 最 简单 的 格 
式 是 二 nean(2())|. 

另 一 个 重要 的 统计 量 是 中 位 数 (median value, 又 称 仲 数 ) 。 对 给 定 的 一 组 排序 后 的 数据 
2Z1 < 22 < … < Tn, 如果 nn 为 奇数 ,中 位 数 的 定义 为 zw41)yz; 若 n 为 偶数 , 则 中 位 数 的 定义 为 
(zn/2_1 十 Zn/2+1)/2。 考 虑 有 一 组 正 态 分 布 于 (一 5,5) 区 间 的 数据 ,其 中 有 一 两 个 位 于 很 远 的 位 
置 ,例如 位 于 30 左 右 ,这 些 值 在 统计 上 又 称 为 离 群 值 (outliers, 又 称 时 点, 后面 将 详细 介绍 ), 由 
于 这 些 值 的 存在 ,均值 将 受 这 些 离 群 值 严重 影响 ,得 出 错误 的 结论 , 而 使 用 中 位 数 则 不 会 有 很 大 
的 变化 。 

例 9-19 试 生成 一 组 30000 个 正 态 分 布 随机 数 ,使 其 均值 为 0.5, 标 准 差 为 1.5, 试 分 析 这 些 数 据 实际 的 
均值 .方差 .标准 差 和 中 位 数 。 如 果 减 小 随机 变量 个 数 ,会 有 什么 结果 ? 

解 可 以 用 下 面 的 语句 生成 所 需 的 随机 数 ,并 求 出 该 变量 的 均值 为 0.4879, 方差 为 2.2748, 标准 差 为 
1.5083, 中 位 数 为 0.5066。 可见, 这样 得 出 的 数据 均值 和 方差 与 理论 值 比较 接近 。 


若 减 小 随机 数 个 数 ,例如 选择 300 个 随机 数 , 则 可 以 由 以 下 的 语句 得 出 新 生成 随机 数 的 均值 为 
0.4745 ,方差 为 1.9118, 标准 差 为 1.3827。 可 见 ,得 出 的 随机 数 标准 差 与 理论 值 相 差 较 大 , 所 以 在 进行 
较 精 确 的 统计 分 析 时 不 能 选择 太 少 的 样本 点 。 


前 面 介绍 过 各 种 常见 的 分 布 函数 ,如 正 态 分 布 .Gamma 分 布 等 ,如 果 给 定 了 分 布 , 则 可 以 
MATLAB 统 计 学 工具 箱 中 的 现成 函数 ,如 normstat () 或 gamstat() 等 函数 直接 求 出 该 分 布 的 
均值 和 方差 ,分布 类 型 标识 后 加 后 绥 stat, 这样 就 可 以 构造 出 一 类 求 取 均 值 和 方差 的 函数 。 例 
如 ,gamstat () 函数 的 调用 格式 为 | 有 EEC ,返回 的 变量 为 相关 分 布 的 均值 和 方 
CE 
例 9-20 试 求 出 Rayleigh 分 布 (b= 二 0.45) 的 均值 与 方差。 

解 由 于 需要 求解 Rayleigh 分 布 ,所 以 需要 使 用 的 函数 名 应 该 为 raylstat(), 可 以 通过 下 面 的 语句 
直接 求 出 该 分 布 的 均值 为 m 二 0.5640, 方 差 为 s 一 0.0869。 


9.3.2 随机 变量 的 矩 


假设 z 为 连续 随机 变量 , 且 P(z) 为 其 概率 密度 函数 , 则 可 以 由 下 面 的 式 子 定义 出 该 变量 的 


大 阶 原 点 矩 和 中 心算 为 > 
， - Wh = | zkp(z)dz， Lk | 全 一 站 sp(z)dz (9-3-4) 


可 见 ,mm = Elz]; 12 = 四 ]。 
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例 9-21 考虑 例 9-18 中 Gamma 分 布 的 原点 矩 和 中 心 矩 ,并 由 前 几 项 结果 总 结 一 般 规律 。 
解 先 用 下 面 的 语句 求解 原点 矩 


得 出 的 结果 分 别 为 
ms 一 和 总 @+D, 总 @+D+92), 总 +D+2(e+3) 起 @+D(o+2)a+3)a 二 人 
可 以 总 结 为 


和 -kT(a 十 各 
T(o) 


大 一 1 
加 = 去 da+ Det2)…(atk-D)= 去 [+m = 
m=0 


同样 ,可 以 通过 下 面 的 语句 求 出 原 问题 的 中 心 矩 (建议 使 用 早期 版 本 ) 


各 个 中 心 给 的 数学 表示 如 下 ,但 好 像 这 样 的 积分 问题 没有 规律 性 的 化 简 结果 。 


a 2a 3a(a+2) 4a(5a 十 6) 5a(3a2 十 26a 十 24) 6a(35a2 十 154a 十 120) 
Mi~7=0, NW’ 下， XN" 妆 ' 和 6 1 入 
若 给 定 的 随机 数 为 一 些 样本 点 z1,z2,… ,zn, 则 该 随机 变量 的 大 阶 原点 矩 与 中 心 矩 的 定义 
> 3 1s Ly 3)* (9.3.5) 
ne ne 


MATLAB 语 言 的 统计 学 工具 箱 提供 了 moment() 函数 ,可 以 求 出 向 量 z 的 中 心 高 阶 矩 ,但 
没有 直接 函数 可 以 求 出 原点 矩 。 其 实 , 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 给 定 随 机 向 量 z 的 > 阶 原 点 矩 与 


MN Ar=eun(e. A) /length(e) , Br=nonent(2, 


例 9-22 仍 考虑 前 面 的 随机 数 ,可 以 用 下 面 的 语句 得 出 随机 数 的 各 阶 矩 为 


由 数值 方法 可 以 求 出 其 各 阶 原点 矩 分 别 为 0.5081,2.5155,3.5457, 18.8911, 40.7912, 中 心 矩 分 别 为 0， 
2.2689, 0.0133, 15.2391, 0.0865。 

由 下 面 的 语句 还 可 以 求 出 各 阶 和 矩 的 理论 值 ,分 别 为 4IT = [1/2,5/2,7/2, 149/8,653/16], BT = 
[0,9/4,0,243/16,0]。 可 以 看 出 ,从 生成 的 数据 求 出 的 各 阶 矩 和 理论 值 的 拟 合 程度 也 是 很 好 的 。 


9.3.3 多 变量 随机 数 的 协 方差 分 析 


假设 随机 数 (zi,gi), (x2,y2), (T3,y3)，,…;， (Zn;yn) 为 二 维 随机 变量 对 (z,y) 的 样本 , 则 可 以 
分 别 定义 出 二 维 样本 的 协 方差 sy 与 二 维 样本 的 相关 系数 7 为 


有 es Sry 
5. | (9-3-6) 
i 
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上 述 的 式 子 还 可 以 定义 出 矩阵 C 为 
= | = | (9-3-7) 
Cyr Cyy 
式 中 ,czz = s2 ,cny = cyz 二 szy， 该 矩阵 称 为 协 方差 矩阵 (covariance matrix ) 。 
多 个 随机 变量 的 协 方差 矩阵 可 以 由 上 述 定义 扩展 出 来 .MATLAB 中 提供 了 一 个 专门 求解 
多 元 随机 变量 协 方差 均值 的 函数 cov() 。 该 函数 的 调用 格式 为 [GEESRCRJ, 其 中 , X 的 各 列 均 
表示 不 同 的 随机 变量 的 样本 值 . 若 环 是 向 量 , 则 得 出 的 是 其 方差 ,否则 将 返回 协 方差 矩阵 C。 
例 9-23 试用 MATLAB 语言 产生 四 个 满足 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 并 求 出 其 协 方差 矩阵 。 
解 用 MATLAB 给 出 的 randn() 函数 可 以 生成 一 个 标准 正 态 分 布 随机 数 的 矩阵 。 该 矩阵 有 四 列 , 表 
示 四 个 不 同 的 随机 数 变量 。 该 矩阵 有 30000 行 ,表示 每 个 随机 数 变 量 均 取 30000 个 样本 点 。 这 样 ,由 下 
面 的 语句 可 以 立即 得 出 这 四 个 随机 数 变量 的 协 方差 矩阵 为 


1.0064 0.0012589 0.004726 一 0.00051901 
主 世 0.0012589 1.004 一 0.00094545 0.004802 
0.004726 一 0.00094545 1.011 一 0.011895 
一 0.00051901 0.004802 一 0.011895 0.99476 


可 见 ,该 矩阵 是 对 称 矩 阵 , 趋 近 于 理论 上 的 单位 阵 。 
”>> p=randn(30000,4); R=cov(p) 儿 生 成 伪 随 机 数 , 求 协 方差 逢 阵 
9.3.4 多 变量 正 态 分 布 的 联合 概率 密度 函数 及 分 布 函数 

假设 有 ?个 正 态 分 布 的 随机 变量 后,6a…… ,én, 它 们 的 均值 分 别 为 ja,p2,… ,pm 可 以 构 
成 一 个 均值 向 量 j, 这 些 变量 的 协 方差 矩阵 为 怠 2, 可 以 按 下 面 的 方式 构造 出 随机 数 向 量 为 
区 二 [z1,T2，… ,Zn]T, 这 样 就 可 以 定义 出 这 些 随机 变量 的 联合 概率 密度 为 


P(zlyz2…… ,Tn) = 高 开 ez /2 (9-3-8) 


MATLAB 语 言 的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 mvnpdf () 函数 ,利用 该 函数 可 以 计算 出 多 变量 
正 态 分 布 的 联合 概率 密度 值 。 该 函数 的 调用 格式 为 有 ERGEC 允 汪汪 号 台 , 其 中 ,X 为 " 列 的 矩 
阵 ,表示 各 个 随机 变量 的 取 值 ,每 一 列表 示 一 个 随机 变量 ,1 为 每 个 随机 变量 均值 构成 的 向 量 ， 
玉 为 这 些 随机 变量 的 协 方差 矩阵 , 这样 生成 的 了 矩阵 为 列 向 量 , 表示 每 个 随机 变量 组 合 的 联合 
概率 密度 函数 。 

例 9-24 试 绘制 出 均值 为 彤 = [一 1,2]T, 协 方差 矩阵 为 怠 2 = [1,1;1,3] 的 二 维 正 态 分 布 的 联合 概率 密 
度 防 数 。 若 协 方差 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 为 0, 试 绘制 出 新 的 联合 概率 密度 函数 。 

解 由 于 mvnpdf() 哆 数 只 支持 一 个 双 列 给 阵 来 表示 累 ， 所 以 应 该 用 适当 的 转换 方法 将 其 转换 成 两 个 
列 向 量 ,再 构成 两 列 的 给 阵 , 由 该 矩阵 就 可 以 求 出 联合 概率 密度 向 量 ,将 该 向 量 用 reshape() 函数 还 
原 成 矩阵 形式 ,最 后 用 三 维 网 格 图 的 形式 显示 出 来 ,如 图 9-14(a) 所 示 。 


对 协 方差 矩阵 进行 处 理 , 则 可 以 消除 协 方差 矩阵 的 非 对 角 元 素 。 重 新 执行 下 面 的 语句 可 以 计算 
出 新 的 联合 概率 密度 函数 ,如 图 9-14(b) 所 示 。 
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>> Sigma2=diag(diag(Sigma2)); 欠 消 除 协 方差 矩阵 的 非 对 角 元 素 
p=mvnpdf (xy,mul,Sigma2) ; P=reshape(p,size(X)); surf(X,Y,P) 


-3 过 3 二 
(a) 原 协 方差 矩阵 (b) 对 角 协 方差 矩阵 
图 9-14 二 维 正 态 分 布 的 联合 概率 密度 函数 


MATLAB 的 统计 学 工具 箱 还 提供 了 mvnrnd() 函数 ,用 于 产生 多 变量 正 态 分 布 随机 数 。 该 
函数 的 调用 格式 为 及 =mvnrnd(j, 刀 2,M) ,该 函数 可 以 生成 m 组 满足 多 变量 正 态 分 布 的 随机 
变量 ,返回 的 尽 为 mm x n 算 阵 ,每 一 列表 示 一 个 随机 变量 。 


例 9-25 观察 例 9-24 中 给 出 的 两 种 二 维 正 态 分 布 的 伪 随 机 数 分 布 情况 。 
解 下 面 的 语句 可 以 得 出 两 种 分 布下 2000 个 点 在 ZYy 平 面 上 的 分 布 情况 ,如 图 9-15(a)、9-15(b) 所 示 。 
可 见 , 若 协 方差 矩阵 为 对 角 拓 阵 , 则 两 个 随机 变量 之 间 没 有 必然 联系 ,所 以 从 分 布 图 看 不 出 随机 变量 

的 分 布 偏向 性 , 而 协 方差 矩阵 不 是 对 角 和 矩阵 时 ,随机 变量 明显 有 偏向 性 。 
>> mul=[-1,2]; Sigma2=[1 1; 1 3]; Ri=mvnrnd(mul,Sigma2,2000); 和 多 变量 伪 随 机 数 
Plot(R1(:,1),R1(:,2),'o')，Sigma2=diag(diag(Sigma2)); figure; 名 绘制 随机 样本 分 


R2=mvnrnd(mul,Sigma2,2000); Plot(R2(:,1),R2(:,2),'o') % 独立 伪 随机 数 分 
10 

5 

0 
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(a) 原 协 方差 矩阵 (b) 对 角 协 方差 矩阵 
图 9-15 二 维 正 态 分 布 随机 数 分 布 情况 


9.3.5 离 群 值 .四 分 位 数 与 盒子 图 
离 群 值 是 位 于 整体 分 布 形式 之 外 的 观测 值 回 。 离 群 值 可 以 由 直接 观测 直方 图 或 数据 分 布 
图 等 手段 检 出 .在 多 变量 问题 实际 应 用 中 , 检 出 并 移 除 离 群 值 在 统计 分 析 中 尤其 有 意义 。 
前 面 介 绍 过 向 量 w 的 中 位 数 , 记 作 gz。 以 中 位 数 为 分 界 值 就 可 以 将 向 量 分 成 两 个 子 向 量 ， 
比 中 位 数 小 的 子 向 量 记 作 wi, 另 一 个 子 向 量 记 作 wz。 对 两 个 子 向 量 再 分 别 取 中 位 数 则 得 出 qi 
和 gs, 这样 ,向量 g = [qi, gq2, gs] 称 为 四 分 位 数 (quantile) , 更 确切 地 ,三 个 四 分 位 数 分 别称 为 
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数据 集 的 第 一 、 第 二 和 第 三 个 四 分 位 数 . 中 位 数 向 量 可 以 由 quantile(v,3) 直接 求 出 ,还 可 
以 定义 出 四 分 位 距 (interquartile range, IQR), 其 值 为 第 一 和 第 三 个 四 分 位 数 之 间 的 距离 , 即 
IQR = qs 一 qi; 而 超出 gs 值 1.5 x IQR 的 ,或 低 于 gi 值 1.5 x IQR 的 值 称 为 离 群 值 。 

数据 向 量 v 的 盒子 图 可 以 由 函数 局 苯 吏 束 汪 直接 绘制 ,下 面 将 给 出 演示 例子 。 
例 9-26 考虑 例 9-11 中 的 数据 , 试 绘制 金子 图 并 计算 四 分 位 数 与 离 群 值 。 
解 可 以 先 将 数据 直接 读 入 MATLAB 工作 空间 ,然后 调用 函数 ,得 出 金子 图 ,如 图 9-16 所 示 。 

>> A=load('c9dlamp.dat'); boxplot (A)，q=quantile(A,3) % 念 子 图 与 四 分 位 数 计算 

在 得 出 的 金子 图 中 ,可 以 看 到 中 间 有 三 条 横 线 ,表示 三 个 四 分 位 数 g = [909.5,997,1108], 此 外 ， 
还 有 一 些 十 字 标 志 , 表 示 数 据 集 的 离 群 值 ,通过 局 部 放大 可 知 ,这 些 离 群 值 为 1425,521 和 529。 另 外 ， 
两 条 横 线 分 别 为 ga 十 1.5 x IQR 和 gi 一 1.5 x IQR 线 。 


1400 十 离 群 值 
7 gs+1.5xIQR 
1200 1 
93 
1000 gq 
T ql 
800 1 
1 
6 二 -9 一 1.5xIQR 
+ 两 个 离 群 值 
1 


图 9-16 标注 四 分 位 数 与 离 群 值 的 盒子 图 


在 boxplot() 函数 调用 时 ,如 果 wv 是 一 个 mm 列 的 矩阵 , 则 将 同时 显示 mm 个 盒子 图 。 

还 可 以 使 用 美国 Rutgers 大 学 Niccolo Battistini 编 写 的 outliers() 四 来 提取 向 量 w 中 的 
离 群 值 ,用 户 可 以 选择 使 用 四 分 位 距 方法 来 检测 离 群 值 ,也 可 以 采用 Grubbs 算 法 .函数 的 调用 
格式 为 [v1,V2] 二 outliers(w,opts,Q) ,其 中 ,opts 可 以 选择 为 'grubbs' 和 'quartile' .使 
用 前 者 时 还 可 以 选择 显著 性 水 平 w, 使 用 后 者 可 以 设置 = 1.5。 返 回 的 向 量 va 包含 离 群 值 ,而 
ui 是 离 群 值 移 除 后 的 数据 向 量 , 该 函数 源 代码 有 误 ,已 修正 。 
例 9-27 考虑 例 9-26 中 的 数据 ,试用 Grubbs 算法 找 出 离 群 值 。 
解 直接 使 用 下 面 语句 则 可 以 直接 检测 出 离 群 值 向 量 为 v2 = [521, 529]T,v4 = [521,529, 1425]T, 后 
者 与 图 9-16 中 给 出 的 完全 一 致 。 

>> A=load('c9dlamp.dat'); [vi v2]=outliers(A,'grubbs' ,0.05) % 检 测 离 群 值 
[v3 v4]=outliers(A,'quartile' ,1.5) % 用 四 分 位 距 法 检测 离 群 值 


对 多 变量 问题 而 言 ,可 以 使 用 Antonio Trujilo-Ortiz 编 写 的 函数 moutlier1() 来 检测 离 群 
值 回 ,其 调用 格式 为 EECRR, 其 中 ,X 为 由 mm 列 构成 的 矩阵 ,a 为 显著 性 水 平 。 
例 9-28 表 9-3 中 给 出 了 29 支 NBA 球 队 的 数据 回 , 试 对 此 多 变量 问题 检测 出 离 群 值 。 
解 先 将 数据 输入 到 MATLAB 工作 空间 ,然后 直接 调用 moutlier1() 函数 , 则 可 以 检测 出 第 14 支 球 
队 的 数据 是 离 群 值 。 
>> X= [447,149,22.8; 401,160,13.5; 356,119,49; 338,117,-17.7; 328,109,2; 
290,97,25.6; 284,102,23.5; 283,105,18.5; 282,109,21.5; 280,94,10.1; 
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表 9-3 一 些 NBA 球 队 的 数据 (数据 来 源 [6], 单 位 : 百 万 美元 ) 


球 队 序号 球 队 价值 场馆 价值 收入 球 队 序号 球 队 价值 。” ”场馆 价值 收入 
1 447 149 22.8 2 401 160 13.5 


可 以 在 Zz 平面 和 Wz 平面 绘制 出 散 点 图 的 投影 ,如 图 9-17 所 示 ,由 图 9-17(a)、9-17(b) 可 以 看 出 ， 
第 14 支 球 队 的 值 确实 的 离 群 值 (zy 平面 离 群 值 现象 不 明显 )。 


50 © 50 全 
9, @ 
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oo o 9 由 
of 最 ooo 过 o pe op oo 
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(a) zz 平面 (b) yz 平面 


9-17 三 维 散 点 图 在 各 个 平面 上 的 投影 


9.4 数理 统计 分 析 方 法 及 计算 机 实现 


9.4.1 参数 估计 与 区 间 估 计 


若 实测 一 组 数据 z = [z1, zz,… ,zn]T, 且 已 知 这 些 数 据 满足 某 种 分 布 ,如 正 态 分 布 , 则 可 以 
目 MATLAB 语 言 统计 学 工具 箱 中 的 函数 normfit() 由 极 大 似 然 法 估计 出 该 分 布 的 均值 及 方 


i 
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差 o?, 且 同时 估计 出 其 置信 区 间 Ay 及 Ao?, 其 调用 格式 为 

其 中 , P.; 为 用 户 指定 的 置信 度 , 如 95%, 利 用 该 值 ,此 函数 会 自动 调用 norminv() 函数 求 出 相 
关 值 , 这样 就 可 以 得 出 所 需 的 参数 。 可 以 预见 , Pei 的 值 越 大 ( 亦 即 越 趋 近 于 1), 则 得 出 的 置信 区 
间 将 越 小 , 亦 即 得 出 的 结果 越 接近 于 真 值 。 

类 似 于 其 他 概率 分 布 的 密度 函数 等 , 该 工具 箱 还 提供 了 其 他 分 布 的 函数 ,如 Gamma 分 
布 的 参数 估计 函数 gamfit()、Rayleigh 分 布 的 参数 估计 函数 raylfit()、 均 匀 分 布 的 参数 估计 
函数 unifit()、Poisson 分 布 的 参数 估计 函数 poissfit() 等 , 这些 函 数 的 调用 格式 很 接近 , 在 
此 不 详细 介绍 。 除 此 之 外 ,在 新 版 的 MATLAB 下 还 可 以 采用 统一 的 拟 合 函数 fitdist() 。 

例 9-29 试用 gamrnd() 函数 生成 一 组 Q = 1.5, 入 三 3 的 擅 随 机 数 ,用 参数 估计 的 方法 以 不 同 的 置信 
度 进行 估计 ,比较 估计 结果 。 

解 假设 生成 一 组 30000 个 数据 ,并 选择 置信 度 为 9096,9296,9596,9896 ,可 以 用 下 面 的 语句 得 出 不 同 
置信 度 下 的 参数 估计 结果 


为 了 便于 理解 ,下 面 用 表格 的 形式 将 得 出 的 结果 显示 出 来 ,如 表 9-4 所 示 ,表格 的 全 部 数据 为 上 
述 程序 中 委 引 阵 。 可 见 ,置信 度 选择 不 同 ,不 会 影响 参数 估计 值 ,但 会 影响 到 置信 区 间 的 大 小 。 事 实 
上 ,在 一 般 应 用 中 通常 选择 95%6 的 置信 度 。 
表 9-4 不 同 置信 度 下 的 参数 估计 结果 
置信 a 参数 估计 结果 入 参数 估计 结果 
度 a amin 入 Amin Amax 
90% 1.506500556 1.505099132 1.507901979 2.991117941 2.987797191 2.994438691 
92% 1.506500556 1.505380481 1.507620631 2.991117941 2.988463861 2.993772021 


95% 1.506500556 1.505801226 1.507199886 2.991117941 2.98946084 2.992775042 
98% 1.506500556 1.506220978 1.506780134 2.991117941 2.990455465 2.991780417 


现在 考虑 随机 数 数目 的 不 同 选择 ,考虑 选择 300,3000,30000,300000,3000000 个 随机 数 , 则 可 以 
通过 下 面 语句 计算 出 95% 置 信 度 下 参数 估计 与 置信 区 间 的 变化 。 同 样 ,为 了 更 好 地 显示 估计 结果 ,将 
以 列表 的 形式 显示 ,如 表 9-5 所 示 。 

表 9-5 不 同 随机 数 个 数 的 参数 估计 结果 


随机 数 a 参数 估计 结果 入 参数 估计 结果 
个 数 a amin max 人 Mum 和 Ga 
300 1.548677954 1.540991679 1.55636423 2.91172985 2.896265076 2.927194623 


3000 1.476057561 1.473908973 1.47820615 3.040589493 3.035438607 3.04574038 
30000 1.503327455 1.502624743 1.504030167 2.976242793 2.974591027 2.977894559 
300000 1.509546583 1.509323617 1.50976955 2.984774009 2.984252596 2.985295421 
3000000 1.498005677 1.497935817 1.498075536 3.006048895 3.005882725 3.006215065 
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由 得 出 的 表格 可 见 , 当 随机 数 生成 中 选择 的 点 较 少 时 ,随机 数 参数 的 估计 效果 也 不 理想 ,所 以 在 
生成 随机 数 时 不 宜生 成 太 少 的 点 ,这 在 前 面 均值 、 方 差分 析 与 分 布 函数 分 析 中 已 经 介绍 过 了 。 但 也 不 
是 随机 数 点 选择 得 越 多 越 好 ,因为 随机 数 点 选 得 太 多 ,也 不 会 使 参数 估计 显著 提高 精度 ,所 以 在 一 般 
计算 中 选择 30000 个 点 即 可 。 


9.4.2 多 元 线性 回归 与 区 间 估 计 
假设 输出 信号 y 为 n 路 输入 信号 z1,z2,… ,zn 的 线性 组 合 
Y= a1T1 + A272 十 a373 十 … 十 anTn (9-4-1) 
其 中 ,a1, az,… ,an 为 待定 系数 ,现在 假设 已 经 进行 了 m 次 实验 , 由 实际 测 得 


Y= Tl1a1 十 T12Q2 十 … 十 Zlmnan 十 El 
VY2 = Z21a1 十 T2242 十 … .十 T2,nman 十 E2 


(9-4-2) 
ym = Zmlal 十 Zm202 十 … 十 Znan + Em 
则 可 以 建立 起 如 下 的 矩阵 方程 
y=Xate (9-4-3) 
式 中 ,a = [a1, 42,… ,an]7 为 待定 系数 向 量 , 因为 每 次 实验 的 观测 数据 可 能 有 误差 , 故 不 能 完 
全 满足 式 (9-4-1) ,每 一 个 方程 右 端 均 有 误差 ek, 所 以 e = [e1,s2,… ,sm]7 为 误差 构成 的 向 量 ， 
8 = [41;VY2，… ,Ym]7 为 各 个 观测 值 , 且 开 为 测 出 的 自 变量 值 , 即 


TH Tl2 Tn 
Tal To22 … Ton 

= a - (9-4-4) 
mit i i i 


假设 目标 函数 选择 为 使 得 残 差 的 平方 和 最 小 , 即 J = mineTe, 则 可 以 得 出 线性 回归 模型 的 

待定 系数 向 量 a 的 最 小 二 乘 估计 为 
= Ry (9-4-5) 

由 第 4 章 中 介绍 的 线性 代数 知识 可 知 ,MATLAB 语言 可 以 由 下 面 的 语句 求 出 最 小 二 乘 解 ， 
即 RRGRIRRJRRRO, 或 更 简单 地 ,ER\ 吕 .MATLAB 语言 的 统计 学 工具 箱 还 提供 了 多 
变量 线性 回归 参数 估计 与 置信 区 间 估 计 的 函数 regress(), 可 以 求 出 所 需 的 估计 结果 。 该 函数 
的 调用 格式 为 [EEC 9, 其 中 ,1 一 c 为 用 户 指定 的 置信 度 , 可 以 选择 为 0.02， 
0.05 或 其 他 的 值 。 
例 9-30 假设 线性 回归 方程 为 y 一 zl 一 1.23272 十 2.2373 十 274 十 475 十 3.792z6, 试 生成 120 组 随机 
输入 值 Ti, 计 算出 输出 向 量 Yy。 以 这 些 信息 为 已 知 ,观察 是 否 能 由 最 小 二 乘 方法 得 出 待定 系数 qi 的 估 
计 值 ,并 得 出 置信 区 间 。 
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解 本 例 用 于 演示 线性 回归 的 方法 及 MATLAB 实现 ,实际 应 用 中 应 该 采用 实测 数据 。 由 下 面 的 语 
句 可 以 生成 所 需 的 给 阵 避 和 向 量 g, 并 用 最 小 二 乘 计算 公式 得 出 待定 系数 向 量 @ 的 估计 为 al 一 [1， 
一 1.232, 2.23, 2, 4, 3.792]T。 


可 见 , 因 为 输出 值 完全 由 精确 计算 得 出 ,所 以 线性 回归 参数 估计 的 误差 为 1.067x10-5, 可 以 忽 
略 。 用 regress() 函数 还 可 以 计算 出 98%6 置 信 度 的 置信 区 间 分 别 为 


1 和 最 
一 1.232 一 1.232 ”一 1.232 
2.23 2.23 2.23 
全 二 2 ; Qint = 2 2 
4 4 4 
3.792 3.792 3.792 


假设 观测 的 输出 数据 被 噪声 污染 , 则 可 以 给 输出 样本 县 加 上 N(0,0.5) 区 间 的 正 态 分 布 噪声 ,这 
时 可 以 用 下 面 语句 进行 线性 回归 分 析 , 得 出 待定 系数 向 量 的 估计 参数 及 置信 区 间 , 用 errorbar() 函 
数 还 可 以 用 图 形 绘制 参数 估计 的 置信 区 间 , 如 图 9-18(a) 所 示 。 新 的 估计 结果 为 


0.9296 0.7882 1.0709 
一 1.1392 一 1.2976 ”一 0.9807 
_ | 2.2328 _ | 2.0960 2.3695 
一 | 1.9965 |; ont = | 1.8752 2.1178 
4.0942 3.9494 4.2389 
3.7160 3.5719 3.8602 


减 小 噪声 的 方差 ,假设 方差 为 0.1, 则 可 以 得 出 新 噪声 下 参数 估计 的 结果 ,如 图 9-18(b) 所 示 。 显 
然 估计 出 的 参数 更 精确 。 


6 6 
4 4 
2 
0 0 
-2 2 
0 3 4 6 8 0 2 4 6 8 
(a) 噪声 o2 = 0.5 (b) 噪声 ga? 二 0.1 


图 9-18 参数 估计 及 置信 区 间 图 形 表示 


9.4.3 非 线 性 函数 的 最 小 二 乘 参数 估计 与 区 间 估 计 
假设 有 一 组 数据 zi,yi,i = 12,…… ,N, 且 已 知 这 组 数据 满足 某 一 函数 原型 刘 (rz) = f(a, zz)， 
其 中 ,a 为 待定 系数 向 量 ,但 由 于 误差 的 影响 , 可 能 存在 误差 , 故 该 函数 应 该 严格 写成 六 z) = 
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f(a,z) +s, 其 中 ,= 称 为 残 差 , 这 样 可 以 引入 目标 函数 


N N 
T=min) 了 一 让 mi》 区 一 /an 站 (9-4.6) 
i=1 i=1 


某 种 数学 算法 求 出 使 得 目标 函数 最 小 的 参数 a. 将 估计 出 的 a 代入 原型 函数 , 则 可 以 得 出 残 
差 si = yi 一 f(a,zi)。 类 似 于 8.3.3 节 中 介绍 的 最 小 二 乘 拟 合 ,本 节 中 介绍 基于 Gauss-Newton 算 
法 的 最 小 二 乘 拟 合 及 其 MATLAB 语 言 alinfit()。 所 不 同 的 是 ,此 函数 同时 还 可 以 求 出 残 差 对 
估计 参数 向 量 a 的 Jacobi 向 量 j;。 这 些 可 以 用 于 非 线性 参数 的 区 间 估 计 函 数 nlparci(), 得 出 
95% 置 信和 度 下 的 区 间 估 计 结 果 。 这 些 函 数 的 调用 格式 为 


其 中 ,m 和 Y 为 实测 数据 ;Fun 为 原型 函数 ,可 以 由 M 函数 表示 也 可 以 由 匿名 函数 表示 ; ao 为 参 
数 估计 的 初 值 .可 见 , 该 函数 调用 中 的 输入 参数 与 1sqcurvefit() 函数 完全 一 致 .该 参数 返回 的 
a 向 量 为 估计 出 的 参数 ,7 为 此 参数 下 的 残 差 构成 的 向 量 , J 为 各 个 Jacobi 行 向 量 构成 的 矩阵 。 
得 出 了 这 些 信息 , 就 可 以 将 其 用 于 置信 区 间 的 估计 ,得 出 置信 度 为 95% 的 置信 区 间 c。 下 面 将 通 
过 例子 演示 非 线性 函数 参数 估计 与 置信 区 间 估 计 的 问题 求解 ,和 前 面 介绍 的 lsqcurvefit() 函 
数 一 样 ,该 函数 同样 适用 于 多 变量 函数 的 参数 估计 与 区 间 估 计 。 


例 9-31 试用 参数 估计 的 方法 重新 求解 例 8-25 中 给 出 的 最 小 二 来 拟 合 问题 ,得 出 95% 置 信 度 的 置信 
区 间 , 并 在 实测 信号 上 有 登 加 均匀 分 布 的 噪声 信号 再 进行 参数 与 区 间 估 计 。 

解 假设 原型 函数 为 y(z) = ale-"z 十 ase-oaz sina5r, 其 中 ,ai 为 待定 系数 。 可 以 由 匿名 函数 直 
接 描 述 此 原型 函数 ,表示 成 y = f(a,7z), 这样 就 可 以 人 为 指定 一 组 zi 值 并 得 出 相应 的 yi 值 , 调 
用 nlinfit() 函数 就 可 以 得 出 参数 估计 , 而 nlparci() 函数 可 以 获得 置信 区 间 , 估计 的 结果 为 
a = [0.1200, 0.2130, 0.5400, 0.1700, 1.2300]T , 和 理论 值 完全 一 致 。 


该 函数 的 拟 合 结果 比 l1sqcurvefit() 函数 的 默认 控制 结果 精确 得 多 ,但 因为 本 函数 不 允许 给 出 
精度 控制 选项 ,所 以 也 不 能 得 出 更 精确 的 结果 。 可 见 这 样 得 出 的 置信 区 间 较 小 ,结果 比较 精确 。 

现在 假设 给 样本 点 数据 Yi 登 加 上 [0,0.02] 区 间 的 随机 数 , 则 可 以 给 出 如 下 的 语句 ,得 出 由 新 样本 
数据 估计 出 的 参数 及 置信 区 间 分 别 为 


0.12281531581639 0.11857720435195 0.12705342728083 
0.17072641296744 0.16221631527879 0.17923651065609 
a= | 0.55113088779121 | , ci= | 0.54465309442893 0.55760868115349 
0.17347639675132 0.17055714192171 0.17639565158094 
1.2291686258648 1.22755955648343 1.23077769524618 


这 样 可 以 绘制 出 参数 估计 及 其 置信 区 间 , 如 图 9-19 所 示 。 
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图 9-19 参数 估计 及 置信 区 间 图 形 表示 


例 9-32 试 利 用 nlinfit() 函数 求解 多 变量 非 线 性 回归 问题 。 假 设 非 线性 函数 为 
ja,z) = (alzi + a2) sin(aazozs) + (a423 + asz2 十 a6) 


解 假设 Qi 的 值 均 为 1, 可 以 用 下 面 的 语句 定义 出 函数 了 ,产生 一 组 数据 处 , 则 可 以 计算 出 一 组 输出 值 
作为 观测 数据 。 


由 这 些 观测 数据 可 以 用 非 线性 回归 参数 估计 函数 求 出 mi 的 值 , 并 绘制 出 原 观 测 数 据 与 拟 合 数 
据 , 如 图 9-20(a) 所 示 , 可 见 拟 合 结果 比较 好 。 从 估计 的 参数 看 ,所 得 出 的 结果 也 是 较 精确 的 。 


得 出 的 估计 向 量 及 置信 区 间 分 别 为 


0.9999 0.9997 1.0001 
0.9999 0.9997 1.0001 
a = | 10001 | 0.9998 1.0003 
二 | 王 | 榴 全 二 | 证 二 
0.9999 0.9999 1 
有 1 1 


和 前 面 的 例子 一 样 ,用 nlparci() 函数 也 能 求 出 置信 区 间 , 也 可 以 用 图 形 表 示 959%6 置 信 度 的 置 
信 区 间 , 如 图 9-20(b) 所 示 。 


5 1.0004 
4 1.0002 
3 
2 0.9998 
1 0.9996 
0 20 40 60 80 10 120 0 2 4 6 8 
(a) 非 线 性 回归 的 拟 合 效果 (b) 参数 估计 与 置信 区 间 


9-20 多 元 非 线性 回归 拟 合 与 参数 估计 
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9.4.4 极 大 似 然 估计 

极 大 似 然 法 (maximum likelihood estimation, MLE ) 是 统计 学 中 一 种 采用 的 参数 与 区 间 估 
计 方法 ,正常 情况 下 ,如果 已 知 一 个 统计 模型 ,但 模型 中 有 待定 常数 ,并 已 知 一 组 实验 数据 , 则 可 
以 用 极 大 似 然 法 估计 待定 常数 及 其 区 间 .MATLAB 提供 了 mle() 函数 来 完成 极 大 似 然 估计 任 
务 。 这 里 只 介绍 其 调用 格式 [EDiEnle('noranW Xe ,其 中 ,假设 入 向量 中 的 数据 满足 正 态 
分 布 ,a 为 置信 度 , 则 返回 的 向 量 p 包 含 均值 与 方差 ,而 pi 返回 参数 的 估计 区 间 。 
例 9-33 假设 工厂 生产 的 一 批 灯泡 的 流明 数 各 不 相同 。 这 里 流明 数 可 以 认为 是 随机 变量 E, 假设 E 满 
足 正 态 分 布 N(1n ac2)。 现 在 从 表 9-6 中 给 出 的 全 体 样本 流明 数 中 随机 提取 120 个 样本 ,试用 极 大 似 然 
法 估计 这 些 数 据 的 均值 与 方差。 


表 9-6 试验 样本 的 实测 流明 数 


216 203 197 208 206 209 206 208 202 203 206 213 218 207 208 202 194 203 213 211 
193 213 208 208 204 206 204 206 208 209 213 203 206 207 196 201 208 207 213 208 
210 208 211 211 214 220 211 203 216 224 211 209 218 214 219 211 208 221 211 218 
218 190 219 211 208 199 214 207 207 214 206 217 214 201 212 213 211 212 216 206 
210 216 204 221 208 209 214 214 199 204 211 201 216 211 209 208 209 202 211 207 
202 205 206 216 206 213 206 207 200 198 200 202 203 208 216 206 222 213 209 219 


解 为 使 得 问题 的 叙述 更 加 简单 ,假设 这 些 实测 值 存 于 ASCII 文 件 c9dlumen.dat 中 。 可 以 先 将 其 读 入 
MATLAB 的 工作 空间 ,然后 直接 使 用 mle() 函数 完成 参数 及 其 区 间 的 极 大 似 然 估计 。 
>> X=load('c9dlumen.dat'); % 将 使 用 数据 读 入 MATLAB 工作 空间 
[p,p1]=mle('norm' ,X,0.05) % 用 极 大 似 然 法 估计 均值 与 方差 
得 到 的 估计 均值 为 208.8167, 其 区 间 为 [207.6737,209.9596], 估计 的 方差 为 6.2968, 其 区 间 为 
[5.6118, 7.2428]。 


9.5 统计 假设 检验 


先 假设 总 体 具有 某 种 统计 特征 (如 具有 某 种 参数 或 遵从 某 种 分 布 ), 然 后 再 检验 这 个 假设 是 
否 可 信 , 这 种 方法 称 为 统计 假设 检验 方法 ,统计 假设 检验 在 统计 学 中 是 有 重要 地 位 的 ,例如 ,有 
人 提出 这 样 的 假设 , 某 灯 泡 厂 生产 的 某 种 型 号 的 灯泡 平均 寿命 在 3000h 以 上 , 如何 检验 这 个 假 
设 是 否 正确 。 该 方法 的 确切 检验 方法 ,即将 所 有 灯泡 使 用 到 烧 坏 为 止 显然 是 没有 意义 的 。 在 统计 
学 中 , 可 以 随机 选择 一 些 样本 来 对 该 假设 进行 检验 。 
9.5.1 统计 假设 检验 的 概念 及 步骤 

(1) 显著 性 检验 .可 以 假设 一 个 产品 的 指标 为 ho, 要 想 测试 这 个 假设 是 不 是 正确 , 则 应 该 从 
这 批 产 品 中 随机 选择 nr 个 样本 ,并 计算 出 样本 均值 x 与 样本 标准 差 s。 这 样 就 可 以 在 数学 上 提出 


一 个 假设 6: =h0 (9-5-1) 
其 含义 为 ,这 批 产品 的 均值 为 ho。 可 以 按 下 面 的 步 又 来 检验 是 否 可 以 接受 这 个 假设 : 
中 选取 统计 量 却 一 
和 3 Vn(z Ho) (9-5-2) 


5 


该 统计 量 满足 标准 正 态 分 布 N(0, 1)。 
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@ 给 出 显著 性 水 平 , 由 于 统计 检验 毕竟 不 是 确切 性 检验 ,所 以 无 论 接 受 还 是 拒绝 该 假设 都 
有 可 能 出 现 错误 .引入 a 的 意义 是 判定 出 现 “ 取 伪 ” 错 误 的 概率 。 由 于 研究 的 是 随机 问题 ,当然 
不 可 能 令 a = 0. 一 般 经 常 取 a = 5% 或 a = 2%, 用 语言 表示 即 为 “可 以 有 95% 或 98% 的 把 握 
接受 或 拒绝 该 假设 ”。 

国有 了 a 值 , 则 可 以 用 逆 正 态 分 布 函 数 求 出 Kay2 的 值 ,使 得 


Ka/2 
| i (9-5-3) 
一 Kaja V 2 


这 可 以 通过 MATLAB 语句 直接 实现 区 SERIES CO, 也 可 以 由 下 面 的 命令 计算 


图 做 出 决定 :如 果 |u| < Key2, 则 假设 . 知 不 能 拒绝 , 否则 则 可 以 有 (1 a) x 100% 的 信心 
拒绝 假设 .x。 下 面 将 通过 例子 来 演示 假设 检验 问题 及 其 求解 步骤 。 
例 9-34 已 知 某 产品 的 平均 强度 为 上 0 一 9.94kg, 现 在 改变 制作 方法 ,并 从 新 产品 中 随意 抽取 200 件 , 算 
得 它们 的 平均 强度 为 二 9.73kg, 标准 差 s 二 1.62kg, 问 制作 方法 的 改变 对 强度 有 无 显著 影响 加? 
解 可 以 先 做 出 假设 , .38: J 二 9.94kg, 其 数学 含义 是 ,改变 制作 方法 后 产品 的 平均 强度 没 受 影响 ,要 
解决 这 样 的 假设 检验 问题 , 则 可 以 依照 上 述 步 又 给 出 下 面 的 语句 


执行 上 述 语句 , 则 得 出 中 间 结 果 二 1.8332, KK 二 2.3263, 更 重要 的 ,有 二 1, 亦 即 |u| < KK, 这 样 ， 
假设 . 徇 不 能 被 拒绝 。 换 句 话 说, 可 以 得 出 结论 :新 的 制作 方法 并 不 影响 产品 的 强度 。 

(2) 两 组 数据 是 否 有 明显 差异 . 另 一 种 经 典 假设 检验 问题 是 , 有 两 组 数据 , 想 检 验 这 两 种 数 
据 是 否 在 统计 学 意义 下 有 显著 性 差异 。 

可 以 从 第 一 组 数据 中 随机 选择 ma 个 样本 ,并 计算 出 其 样本 均值 x 与 样本 标准 差 sl, 再 从 第 
二 组 数据 中 随机 选择 m2 个 样本 ,假设 其 样本 均值 2 与 标准 差 sz 这样 可 以 做 出 下 面 的 假设 


HG: = 三品 (9-5-4) 
即 , 这 两 组 数据 没有 显著 性 差异 .可 以 按 下 面 的 步骤 做 假设 检验 : 
@ 可 以 计算 出 统计 量 ee i 人 
VS/ma 浊 s2/nz 


已 知 该 统计 量 满足 分 布 。 
@ 选 择 一 个 显著 性 水 平 w 并 计算 TD: EEC, 式 MSO ,其 中 ， 
k= min(ni—1,n2— 1)。 
@ 做 出 决定 :车 由 < [Tol, 则 假设 2 不 能 拒绝 ,否则 ,有 (1 一 a) x 100% 信 心 拒绝 该 假设 。 
例 9-35 有 两 组 失眠 病 患 者 ,将 其 随机 地 分 成 两 组 ,A 组 和 BB 组 ,每 组 10 个 病人 ,每 组 分 别 使 用 不 同 的 
药物 进行 治疗 。 治 疗 后 分 别 测 出 延长 睡眠 的 小 时 数 ,在 表 9-7 中 给 出 。 现 在 想 测试 一 下 两 种 药物 的 药 


效 是 否 在 统计 学 意义 下 有 显著 性 差异 。 
解 可 以 先 做 出 假设 366: ja 二 Jo， 前 给 药物 的 均值 相同 , 即 两 组 药物 的 疗效 没有 显著 性 差异 。 依 照 前 


面 的 假设 检验 步骤 ,可 以 给 出 下 面 MATLAB 语句 
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表 9-7 延长 睡眠 的 小 时 数 


得 出 上 一 1.8608,k 二 9,To = 一 2.2622。 因 为 五 == 1, 不 能 拒绝 该 假设 。 换 名 话说 ,这 两 种 药物 的 
疗效 没有 显著 性 差异 。 

由 于 这 两 组 样本 是 已 知 的 ,还 可 以 绘制 出 金子 图 ,如 图 9-21 所 示 。 从 得 出 的 结果 看 ,因为 金子 的 
本 体 有 重合 部 分 ,所 以 上 述 结论 是 正确 的 。 


OO-Dwu 


I 2 
9-21 两 个 数据 集 的 盒子 图 


9.5.2 随机 分 布 的 假设 检验 


前 面 的 例子 介绍 了 假设 检验 的 MATLAB 求 解 . 其 实 ,MATLAB 的 统计 学 工具 箱 中 还 提供 
了 多 个 假设 检验 的 函数 ,例如 正 态 分 布 均值 的 假设 检验 、 正 态 分 布 性 假设 检验 和 任意 分 布 函 数 
的 假设 检验 等 .下面 介绍 这 些 检验 和 MATLAB 统 计 学 工具 箱 实现 。 

(1) 正 态 分 布 的 均值 假设 检验 .已 知 某 组 数据 符合 正 态 分 布 规律 , 且 己 知 其 标准 差 为 0. 候 
设 其 均值 为 4, 则 可 以 采用 MATLAB 统 计 学 工具 箱 的 ztest() 函数 对 该 候 设 进行 Z 修 设 检验 。 
该 函数 的 调用 格式 为 [ESTEESSECR ES, 其中, 刀 为 假设 检验 的 结论 , 当 万 = 0 时 
表示 不 拒绝 .2 假设 ,否则 表示 拒绝 该 假设 ,s 为 该 检验 的 显著 性 水 平 ,ws 为 其 均值 的 置信 区 间 。 

若 未 知 正 态 分 布 的 标准 差 ,也 可 以 采用 了 检验 法 对 其 进行 均值 假设 检验 , 调用 ttest() 函 


数 对 某 正 态 分 布 的 均值 进行 检验 , 其 调用 格式 为 [SI . 


例 9-36 试用 正 态 分 布 随机 数 函 数 生成 一 组 随机 数 , 并 对 该 随机 数 进行 均值 假设 检验 。 

解 假设 先 由 MATLAB 语句 生成 一 组 400 个 N(1,22) 的 正 态 分 布 随机 数 , 由 于 已 知 标准 差 为 2, 可 
以 引入 假设 . 产 : J = 1, 这 样 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 句 进行 检验 ,得 出 HH = 0,p = 0.4359， 
ci = [0.845, 1.3105], 故 可 以 接受 该 假设 。 
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现在 试 将 假设 设置 为 2 : 1 二 0.5, 则 可 以 给 出 如 下 语句 ,得 出 互 二 1,p 二 7.1X10-9, 表示 应 
该 拒绝 . 施 假 设 。 这 里 得 出 的 置信 区 间 和 前 面 得 出 的 仍然 完全 一 致 。 


若 认为 标准 差 未 知 , 则 可 以 采用 人 检验 对 假设 . 徇 : J 二 1 进行 检验 ,假设 检验 可 以 由 下 面 
的 MATLAB 语句 直接 得 出 ,由 于 得 出 的 百 = 0,p = 0.4517, 故 表示 可 以 接受 该 假设 。 置 信 区 间 为 
ci = [0.8364, 1.3195]。 


(2) 正 态 分 布 的 假设 检验 .判定 某 变量 是 否 为 正 态 分 布 的 传统 方法 是 采用 正 态 概率 纸 的 
形式 实现 的 , 这 时 的 假设 .%4 表示 待 检验 的 分 布 是 正 态 分 布 。 其 实 , 这 样 的 过 程 完 全 可 以 用 计算 
机 来 实现 .MATLAB 统计 学 工具 箱 中 提供 了 jbtest() 和 1illietest() 两 个 函数 , 分 别 实现 
Jarque_Bera 与 Lilliefors 假设 检验 算法 Dol ,可 以 直接 由 随机 样本 判定 该 分 布 是 否 为 正 态 分 布 。 
这 两 个 函数 的 调用 格式 为 


例 9-37 考虑 例 9-33 中 给 出 的 数据 。 试 检验 这 些 数 据 是 否 满足 正 态 分 布 。 
解 将 该 数据 读 入 MATLAB 的 工作 空间 , 调用 现成 的 jbtest() 函数 或 1illietest() 函数 , 均 能 得 
出 万 二 0,p 二 0.7281, 表 示 可 以 接受 该 假设 , 亦 即 给 出 的 数据 满足 正 态 分 布 。 


确定 了 该 数据 为 正 态 分 布 数据 , 则 可 以 直接 用 前 面 介绍 的 正 态 分 布 拟 合 函 数 normfit() 求解 问 
题 ,得 出 该 分 布 的 均值 为 208.8167, 其 置信 区 间 为 [207.6737, 209.9596], 方差 为 6.3232, 其 置信 区 间 为 
[5.6118, 7.2428]。 


得 出 的 最 终结 果 与 例 9-33 中 采用 极 大 似 然 法 得 出 的 很 接近 。 


例 9-38 试用 统计 学 工具 箱 生 成 一 组 Rayleigh 分 布 数据 ,用 现成 函数 验证 其 是 否 为 正 态 分 布 数据 , 显 
然 这 些 数据 不 是 正 态 分 布 的 ,所 以 假设 检验 结果 应 该 是 1。 

解 给 出 下 面 的 语句 , 先 用 MATLAB 语句 生成 一 组 Rayleigh 分 布 的 随机 数 , 然后 调用 jbtest() 函数 
立即 得 出 结果 为 也 二 1,p 二 0, 即 应 该 被 拒绝 。 


对 于 正 态 性 检验 而 言 ,除了 用 假设 检验 之 外 ,还 可 以 利用 MATLAB 提 供 的 normplot() 函 
数 直观 地 检验 。 这 里 将 通过 例子 演示 该 函数 的 使 用 。 


例 9-39 试用 图 形 方法 对 例 9-37、9-38 数据 的 正 态 性 进行 直观 检验 。 

解 将 这 两 组 数据 分 别 读 入 MATLAB 工作 空间 ,直接 调用 normplot() 函数 即 可 绘制 出 正 态 性 检验 
曲线 ,如 图 9-22(a)、(b) 所 示 。 可 以 看 出 , 例 9-37 的 数据 比较 接近 给 出 的 斜 线 ,所 以 可 以 认定 分 布 基 
本 满足 正 态 分 布 ,而 例 9-38 的 数据 明显 偏离 该 针线 ,因此 不 满足 正 态 分 布 。 可 见 , 这样 得 出 的 结论 与 
前 面 例子 中 的 结论 完全 吻合 。 
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Normal Probability Plot 
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(a) 例 9-37 数 据 (b) 例 9-38 数 据 
9-22 正 态 性 检验 的 直观 图 解 


(3) 其 他 分 布 的 Kolmogorov-Smirnov 检 验 ,前 面 介绍 的 Jarque-Bera 与 Lilliefors 假 设 检 
验算 法 和 MATLAB 函数 只 能 用 于 检验 某 分 布 是 否 为 正 态 分 布 , 却 不 能 用 于 其 他 分 布 的 检验 。 
Kolmogorov-Smirnov 检 验 是 检验 任意 已 知 分 布 函数 的 一 种 有 效 的 假设 检验 算法 .MATLAB 
的 统计 学 工具 箱 中 提供 了 JSJEEREEEEECREGEEG 范 数 实现 了 该 算法 ,其 中 ,cattun 为 
两 列 的 矩阵 ,第 一 列 为 自 变 量 , 第 二 列 应 该 为 要 检验 的 分 布 函数 在 自 变 量 处 的 值 .在 构 
造 cdffun 时 可 以 用 现成 分 布 函数 求 取 , 也 可 以 自己 按 需 要 检验 的 分 布 函数 编写 ,所 以 可 以 用 此 
算法 检验 是 否 为 任意 给 定 的 分 布 。 


例 9-40 试 对 例 9-38 中 生成 的 随机 数 进行 假设 检验 。 该 随机 数 满足 Rayleigh 分 布 。 

解 首先 假设 其 满足 Rayleigh 分 布 , 则 由 raylfit() 函数 可 以 得 出 两 个 参数 一 1.509。 

”>> r=raylrnd(1.5,400,1); b=raylfit(r) % 生 成 仿 随 机 数 并 检验 其 分 布 情 况 | 
这 样 就 能 构造 出 Rayleigh 分 布 的 分 布 函数 为 raylcdf(sort(r) ,D)。 将 其 代入 kstest() 函数 ， 

就 可 以 对 前 面 的 假设 进行 检验 ,得 出 有 H = 0,p = 0.87724898430408。 

”>> r=sort(r); [H,p]=kstest(r,[r raylcdf(r,b)] ,0.05) % 排 序 ,检验 是 否 Rayleigh 分 布 ， 

由 于 及 二 0, 所 以 可 以 认为 通过 假设 检验 ,表明 前 面 生 成 的 数据 确实 满足 Rayleigh 分 布 。 


类 似 于 前 面 介绍 的 normplot () 函数 , 对 一 些 特定 分 布 的 检验 也 可 以 通过 图 形 的 方式 实现 ， 
例如 对 Rayleigh 分布 ,可 以 由 probplot('rayleight' ,z) 绘图 表示 .目前 支持 的 分 布 类 型 还 包 
括 正 态 分 布 ('normal' ) ,指数 分 布 ('exponential' )、Weibull 分 布 ('weibull' ) 等 。 


例 9-41 试用 图 形 方法 重新 求解 例 9-40 中 的 问题 。 
解 可 以 给 出 下 面 的 命令 进行 检验 ,得 出 的 图 形 如 图 9-23 所 示 。 显 然 ,用 图 形 方法 得 出 的 结论 与 前 面 
例子 中 的 结论 完全 吻合 。 


。382 。 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 (第 四 版 ) 


Probability plot for Rayleigh distribution 
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图 9-23 Rayleigh 分 布 检验 图 


9.6 方差 分 析 与 主 成 分 分 析 


9.6.1 方差 分 析 


方差 分 析 (analysis of variance, ANOVA ) 是 英国 统计 学 家 兼 遗 传 学 家 Ronald Fischer 提出 
的 一 种 分 析 方法 ,在 医学 研究 .科学 试验 和 现代 工业 质量 控制 等 众多 领域 有 着 广泛 的 应 用 .方差 
分 析 技 术 是 假设 检验 的 拓展 .考虑 有 NN 组 样本 ,假设 这 些 样 本 的 均值 是 相同 的 , 即 作 出 如 下 假设 

:Ni=p = = hy (9-6-1) 

如 果 采 用 前 面 介绍 的 假设 检验 方法 , 则 需要 对 这 些 样本 进行 两 两 假设 检验 ,这样 非常 腑 烦 
和 不 便 , 故 应 该 引入 新 的 方差 分 析 方法 进行 分 析 与 检验 。 

试验 样本 的 影响 方式 不 同 , 则 采用 方差 分 析 方 法 也 不 同 ,一般 采 用 单 因 子 (one-way)、 
双 因 子 (two-way) 和 nn 因子 (n-way) 方 法 ,下面 将 分 别 介绍 各 种 形式 下 的 方差 分 析 方 法 及 其 
MATLAB 实现 。 
(1) 单 因子 方差 分 析 。 顾 名 思 义 , 单 因子 方差 分 析 就 是 指 对 一 些 观察 来 说 ,只 有 一 个 外 
界 因素 可 能 对 观测 的 现象 产生 影响 .假设 需要 研究 和 N 种 药物 对 某 病症 的 疗效 ,可 以 采用 这 样 
的 方法 ,将 病人 随机 地 分 成 N 组 , 每 组 有 mm 个 病人 ,这 样 将 每 个 病人 的 疗效 观测 指标 (如 治 
人 鳃 需要 的 天 数 ) 记 作 wi,j, 其 中 ,下 标 i 表示 第 i 组 (i = 1,2,… ,入 ),j 表 示 某 组 内 病人 的 编号 
(7 = 1,2,… ,mm)。 现 在 仿照 MATLAB 的 冒号 表达 式 记 号 , 记 第 i 组 的 所 有 病人 观测 指标 为 
Yi， 或 各 组 的 第 7 个 病人 观测 指标 为 y.,j, 则 这 样 得 出 的 表示 均 为 向 量 . 还 可 以 引入 平均 值 的 概 
念 ,例如 用 殉 ,: 表 示 第 ;组 内 病人 观测 指标 的 平均 值 ,用 忒 ,: 表 示 所 有 组 内 所 有 病人 观测 指标 的 平 
均值 , 则 可 以 构造 出 如 表 9-8 所 示 的 标准 方差 分 析 表 , 由 该 表格 中 给 出 的 数据 找 出 所 需 的 规律 。 

上 面 所 采用 的 药物 作为 分 组 的 依据 , 称 为 因子 (factor), 它们 的 差异 (如 这 里 采用 药物 的 不 
同 ) 称 为 因子 的 水 平 .因为 这 里 始终 将 药物 作为 影响 观测 指标 的 因素 , 故 称 为 单 因子 分 析 。 这 里 
仍然 使 用 假设 检验 的 方法 进行 方差 分 析 , 假 设 的 .略为 各 组 的 平均 观测 指标 是 相同 的 .表格 中 
比较 重要 的 数值 是 最 后 两 列 , Fisher 分 布 的 值 下 和 置信 度 为 c< 时 的 概率 值 p, 概率 值 可 以 通过 逆 
分 布 函 数 求 出 . 若 得 出 的 概率 值 p < a,1 一 a 为 置信 度 , 则 应 该 拒绝 假设 . 罗 , 否则 不 拒绝 假设 。 

MATLAB 的 统计 学 工具 箱 提供 了 anoval() 函数 , 可 以 用 于 对 给 出 的 数据 进行 单 因子 方差 
分 析 。 该 函数 的 调用 格式 为 | 记 ESDEEEIEESASTRI ,其 中 ,因为 需要 分 析 的 数据 ,该 数据 
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表 9-8 单 因子 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 过 卫 值 
因子 效应 。 SSA=》 mi. 一 NY. I—1 MSSA=SSA/(I—1) MSSA/MSSE p=P(Fr_i,Nn-_1>c¢) 


随机 误差 SSE=》)》 yk 一 > mi 斑 : N 一 I MSSE=SSE/(N 一 1) 

.i i 

和 SST=3 ,yk — No: N-1 
让 k 

应 该 为 一 个 m x n 和 矩阵 ,每 一 列 对 应 于 随机 分 配 的 一 个 组 的 测试 数据 ,这样 就 会 返回 概率 p, 方 
差 表 数据 tab, 其 内 容 如 表 9-8 所 示 , stats 为 统计 结果 量 ,为 结构 体 变量 , 包括 每 组 的 均值 等 信 
息 ,该 函数 还 将 自动 打开 两 个 MATLAB 图 形 窗口 ,一 个 按 表 9-8 的 形式 显示 出 该 表 的 内 容 , 另 
一 个 图 形 窗口 将 显示 盒 式 图 。 
例 9-42 设 有 5 种 治疗 某 病 的 药物 ,要 比较 它们 的 疗效 ,假定 将 30 个 病人 随机 地 分 成 5 组 ,每 组 6 人 ， 
令 每 组 病人 使 用 同一 种 药物 ,并 记录 病人 从 使 用 药物 开始 到 痉 念 的 时 间 , 如 表 9-9 所 示 , 试 评价 疗效 
有 无 显著 差异 。 


表 9-9 治愈 天 数 的 实验 数据 表 ( 例 子 及 数据 来 源 :文献 [HH ) 


病人 编号 ”药物 1 药物 2 药物 3 药物 4 药物 5 || 病人 编号 ”药物 1 药物 2 药物 3 药物 4 药物 5 


1 5 4 6 7 9 2 8 6 4 4 3 
3 7 6 4 6 5 4 池 3 5 6 7 
5 10 5 4 3 7 6 8 6 3 5 6 


解 根据 给 出 的 表格 , 可 以 按 规则 立即 建立 起 内 答 阵 , 先 求 出 各 列 的 均值 ,并 对 各 组 数据 进行 单 因子 
方差 分 析 , 得 出 如 下 的 方差 分 析 结 果 ,m = [7.5, 5, 4.3333, 5.1667, 6.1667],p = 0.0136。 
>> A=[5,4,6,7,9; 8,6,4,4,3; 7,6,4,6,5; 7,3,5,6,7; 10,5,4,3,7; 8,6,3,5,6]; 
m=mean(A) ，[p,tbl,stats]=anoval(A) % 求 均值 ,并 作 方 差分 析 
同时 ,anoval() 函数 还 将 自动 打开 两 个 图 形 窗口 ,分 别 绘制 出 如 图 9-24(a)、(b) 所 示 的 方差 分 
析 表 和 人 金 式 图 。 由 于 得 出 的 概率 值 p = 0.0136 < a, 其 中 ,a = 0.02 或 0.05, 故 应 该 拒绝 给 出 的 假设 ， 
认为 这 些 药物 确实 对 治 念 时 间 有 显著 影响 。 该 结果 和 文献 中 由 统计 软件 SAS 求 出 的 结果 完全 一 致 。 
事实 上 ,从 得 出 的 金 式 图 可 以 看 出 ,第 三 种 药物 的 治 念 时 间 显 然 低 于 第 一 种 药物 。 


国 hgure 2: One-way ANOVA 本 10f + 
Ble Edt View Insert Iools Deskop Window Help >| 8 的 
ANOVA Table 六 sy 
EE F FrobF 了 办 sis 
s 7 4 9.11667 3.9 0.0136 bn 
EE 25 234 4 1 
起 = 过 a 下 
里 2 3 4 5 
(a) 单 因子 方差 表 界面 (b) 盒 式 图 


图 9-24 单 因 子 方差 分 析 结果 
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(2) 双 因 子 方 差分 析 。 如 果 有 两 种 因素 可 能 影响 到 某 现 象 的 统计 规律 , 则 应 该 引入 双 因 子 
方差 分 析 的 概念 ,这 时 观测 量 y 可 以 表示 为 一 个 三 维 数组 yijx, 表 示 第 一 个 因子 取 第 i 个 水 平 ， 
第 二 个 因子 取 第 7 个 水 平时 ,组 内 第 大 个 对 象 的 观测 指标 。 

根据 双 因 子 的 特点 ,可 以 引入 三 个 假设 如 下 : 


0 :al = a2 = 二 … 二 Qj， Qi 为 第 一 因子 单独 作用 的 效应 
:Bi1= Pa=…=B,， Bj; 为 第 二 因子 单独 作用 的 效应 (9-6-2) 
6 :二 2 二 … 二 ij， Yk 为 两 个 因子 同时 作用 的 效应 


对 双 因 子 方差 分 析 问 题 , 可 以 构造 出 如 表 9-10 所 示 的 分 析 表 格 。 其 中 ,交互 效应 的 SSAB 的 
值 可 以 由 式 (9-6-3) 求 出 。 


SSAB= KD -IK DR.. IKD :+IIK,. (9-6-3) 
i i 了 
另外 , 三 个 概率 的 定义 及 意义 为 
=P pe a) 车 p。< cl 则 拒绝 假设 . 冶 
RS 若 p。 < cz 则 拒绝 假设 .和 (9-6-4) 


Pas =P (Fl _ yo wm al> @) ， 若 pss < cs 则 拒绝 假设 4 


表 9-10 双 因 子 方差 分 析 表 


方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F 了 值 
主 效应 A SSA=JK 》 过 :一 ITK 玉 .. T 一 1 MSSA- SSA MSSA/MSSE pa 
站 I-1 
主 效应 B SSB=IK > 殉 ) :一 TJK 殉 :: J-—1 MssB=J = MSSB/MSSE ps 
t 
RE ee” i SSAB 
交互 效应 ”SSAB 见 式 (9-6-3) 中 的 定义 (I 一 了)(J 一 1) MOAB yy MSSAB/MSSE pap 
SSE 


随机 误差 SSE= R= gy;. IJ(K-1 MSSE=———— 
BK EP WED 5 


和 SST=》 Yj, — IIKY.,. IJK-—1 
ijk 


求解 双 因子 方差 分 析 问 题 的 MATLAB 统计 学 工具 箱 函 数 为 anova2() ,其 调用 格式 与 单 因 
子 方差 分 析 函 数 anoval() 很 相近 ,为 [p,tab,stats]=anova2(X)。 
例 9-43 为 比较 三 种 松树 在 四 个 不 同 地 区 的 生长 情况 有 无 差别 ,在 每 个 地 区 对 每 种 松树 随机 地 选择 
五 株 ,测量 它们 的 胸径 ,得 出 的 数据 在 表 9-11 中 给 出 (第 三 种 树 在 第 四 地 区 的 第 一 个 数值 16, 原 数据 
为 18, 但 和 后 面 分 析 结 果 对 不 上 , 故 改 ), 试 判定 树种 或 地 区 对 松树 的 生长 有 无 影响 。 
解 因为 要 分 析 树 种 和 地 区 两 个 因素 对 松树 生长 的 影响 ,所 以 需要 采用 双 因 子 方差 分 析 方 法 。 按 下 面 
的 方式 将 表 中 数据 输入 到 MATLAB 环境 , 然后 调用 anova2() 函数 ,得 出 如 图 9-25 所 示 的 方差 分 析 
表格 ,该 表格 与 文献 [11] 中 的 结果 完全 一 致 。 
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表 9-11 松树 数据 (例子 及 数据 来 源 :文献 [11]) 


地 区 
松树 种 类 L 3 3 4 
1 23 15 26 13 21 25 20 21 16 18 21 17 822 1417 1 2 2 
入 28 22 25 19 26 30 26 26 20 28 19 24 19 25 29 17 21 18 26 23 
Ei 访 刀 屋 下 
ANOVA Table 
Source SS af JS 党 Prob7> 了 人 
Columns 355.6 2 177.8 9.68 0.0003 
Fows 49.65 3 16. 55 0.9 0.4478 


Interaction 106.4 6 17.733 0.97 0.4588 
Error 882 48 18.375 
Total 1393.65 59 


9-25 双 因 子 方差 分 析 表 格 


从 得 出 的 结果 看 ,由 于 PA 的 值 很 小 ,所 以 应 该 拒绝 . 罗 假 设 ,可 以 认为 ,A 因子 对 观测 现象 有 显 
著 影 响 ,得 出 结论 为 树种 对 观测 树 的 胸径 有 显著 影响 。 


计算 出 的 各 个 均值 为 19.6 20 21 18.8 19.85 
ee | 型 556 光量 

二 | 15 168 204 18.4 17.65 

19.533 20.933 21.533 19.4 20.35 


可 见 ,树种 2 的 树 胸径 最 大 ,树种 3 的 最 小 ( 见 C 矩阵 的 各 行 )。 由 于 另外 两 个 概率 ps 和 ps 的 值 
很 大 ,所 以 没有 理由 拒绝 另外 两 个 假设 。 故 得 出 结论 :地 区 对 树 的 胸径 无 显著 影响 ,不 同 区 域 对 不 同 
树种 的 胸径 观测 结果 也 无 显著 影响 。 


(3) 多 因子 方差 分 析 . 类 似 于 前 面 介绍 的 双 因子 方差 分 析 , 用 MATLAB 语言 的 统计 学 工具 
箱 还 可 以 进行 三 因子 甚至 多 因子 的 方差 分 析 , 可 以 采用 manova1() 函数 进行 多 因子 方差 分 析 ， 
这 里 不 再 介绍 该 分 析 。 
9.6.2 主 成 分 分 析 


主 成 分 分 析 (principal components analysis,PCA ) 是 现代 统计 分 析 中 的 一 种 有 效 方法 。 假 
设 某 一 个 现象 受 多 个 因素 同时 影响 , 则 可 以 考虑 采用 主 成 分 方法 , 由 大 量 实测 数据 中 识别 出 到 
底 哪些 因素 对 其 发 生起 主要 的 作用 , 通过 这 样 的 方法 可 以 忽略 掉 次 要 的 因素 ,将 原来 问题 的 维 
数 降 下 来 ,从 而 简化 原来 问题 的 分 析 。 

假设 某 一 事件 的 发 生 可 能 受 ? 个 因素 zl, zz，…… ,zn 影响 ,而 实测 数据 共有 m 组 , 这样 可 以 
假设 这 些 数据 由 一 个 m x 拖 阵 束 表 示 。 记 该 矩阵 的 每 一 列 的 均值 为 二 ,= 1,2,… ,n, 则 主 
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成 分 分 析 方 法 的 一 般 步 又 为 : 
(1) 调用 民 =corr (处 ) 函数 ,由 和 矩阵 下 可 以 建立 起 n x n 协 方差 算 阵 R, 使 得 


沈 (zhi — Ti) (Zkj — £3) 
| 3 1 


(9-6-5) 


Tij 
/2 (Zki — Ti)? 3 (Zkj — £3)? 
k=1 尖 = 
(2) 由 玉 和 矩阵 可 以 分 别 得 出 特征 向 量 e; 和 对 应 的 排序 特征 值 入 > Xa >…>》Xn >0, 特 
征 向 量 矩 阵 的 每 一 列 也 都 进行 了 相应 的 归 一 化 , 即 ||ei|| = 1 或 DD 二 1。 这样 的 运算 可 以 通 


j=1 
过 [e,d]=eig(R) 直接 获得 ,然而 得 出 的 特征 值 是 按照 升序 排列 的 ,应 该 反 序 , 所 以 需要 用 函 
数 e=fliplr(e) 处 理 特征 向 量 和 矩阵 。 


(3) 计算 如 下 定义 的 主 成 分 贡献 率 和 累计 贡献 率 ， 
Sx 
主 成 分 贡献 率 : = 一半 一， 累计 贡献 率 : 2 = 后 (9-6-6) 


如 果 前 s 个 特征 值 的 累计 贡献 率 大 于 某 个 预期 的 指标 , 如 85%~95%, 则 可 以 认为 这 s 个 因 
素 是 原 问 题 的 主 成 分 ,这 时 ,原来 的 n 维 问题 就 可 以 简化 成 s 维 问题 了 。 
(4) 建立 新 变量 指标 2 = 关 工 , 即 


1 = lrit+ lr2 十 … 十 jnlZn 
22 = i271+ l2272 十 … 十 jn27n 


(9-6-7) 
= linT1 十 12n72 十 :… 十 InnZn 
其 中 ,变换 矩阵 第 i 列 的 系数 4; 可 以 如 下 计算 4; = W》ieis 这 时 , 主 成 分 分 析 方法 可 以 由 得 出 
的 矩阵 系数 1; 直接 分 析 。 通 常情 况 下 , 如果 取 前 s 个 成 分 作 主 成 分 , 则 工 矩 阵 的 s 列 以 后 各 值 应 
该 趋 于 0, 这 样 , 式 (9-6-7) 中 后 n 一 s 个 z 变 量 就 可 以 忽略 ,由 一 组 m 个 状态 变换 后 的 新 变量 
{ 31 = lr1+l2172 + + Inizn 


(9-6-8) 
Zs = llsT1+ l2sT2 + lnsTn 

就 可 以 表示 原 问题 , 即 在 适当 的 线性 变换 下 ,原来 的 n 维 问题 就 可 以 简化 成 s 维 问题 。 
假设 已 知 某 物理 量 受 若干 个 因素 影响 , 而 这 些 因素 的 值 可 以 由 传感器 测 出 .但 在 实验 研究 

中 ,往往 这 些 传 感 器 测 出 的 量 包含 匈 余 信息 , 可 以 通过 主 成 分 分 析 的 方法 构造 出 一 组 新 的 数据 ， 

将 高 维 的 问题 简化 成 低 维 问题 下面 将 通过 例子 介绍 主 成 分 分 析 方法 及 应 用 。 

例 9-44 假设 某 三 维 曲线 上 的 样本 点 由 Zz 二 tcos2t,y 二 tsin2t,z 二 0.27 十 0.6y 直接 生成 ,试用 主 成 

分 分 析 的 方法 对 其 降 维 处 理 。 

解 可 以 由 MATLAB 语 句 生成 一 组 数据 ,并 将 结果 用 三 维 曲线 表示 出 来 ,如 图 9-26(a) 所 示 。 
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a 0 一 上 5 -0 = 水 0 5 10 15 
(a) 三 维 曲线 (b) 降 维 后 的 二 维 曲线 
图 9-26 三 维 曲线 及 主 成 分 分 析 降 维 效果 


将 原来 的 三 维 图 形 压缩 在 某 一 个 二 维 的 平面 上 。 由 上 述 语句 得 出 的 结果 为 
1 -0.0789 0.2536 0.2306 ”一 0.9641 0.1314 0 
R=|-00789 1 0.9443 0.6776 0.256 0.6894 | ，d = |1.0393 
0.2536 0.9443 1 一 0.6983 —0.0699 0.7124 1.9607 
可 见 , 这 样 得 出 的 d 向 量 是 按照 升序 排列 的 ,而 不 是 期 望 的 按照 降序 排列 的 ,所 以 应 该 对 其 进行 
反 序 处 理 , 同 时 对 e 纸 阵 进行 左右 翻转 , 并 最 终 得 出 二 矩阵 。 由 于 前 两 个 特征 值 的 值 较 大 , 第 三 个 特 
征 值 趋 于 0, 可 见 ,保留 两 个 变量 即 可 以 有 效 地 研究 原始 问题 。 由 下 面 的 语句 


了 


可 以 得 出 0.184 -0.9829 0 
L=|0.9653 0.261 0 
0.9975 -0.0713 0 
即 引 入 新 坐标 系 21 = 0.1840z + 0.9653y + 0.9975z 
22 = —0.98297 + 0.2610y — 0.0713z 


就 可 以 将 原 三 维 问题 降 为 二 维 问题 。 降 维 后 的 二 维 曲线 如 图 9-26(b) 所 示 , 可 见 , 这 样 得 出 的 二 维 图 
形 可 以 将 原 三 维 空间 上 的 一 个 平面 提取 出 来 ,该 平面 包含 原 图 的 全 部 信息 。 


9.7 习 题 


zere2/ei)/iP，z >0 


(1) 信访 各 avideh 分 市 权重 站 ula) 一 ( 3 试用 解析 推导 


， < 
的 方法 求 出 该 分 布 的 分 布 函 数 、 均 值 , 方 差 , 中 心 矩 和 原点 矩 。 生 成 一 组 满足 Rayleigh 分 布 的 伪 
随机 数 , 用 数值 方法 检验 得 出 的 解析 结果 是 否 正确 。 

(2) 某 次 外 语 考 试 抽样 调查 结果 表明 ,学 生 外 语 考试 成 绩 近 似 服从 正 态 分 布 , 且 其 均值 为 72 分 ,并 
已 知 超过 96 分 的 人 数 占 总 数 的 2.3%6 , 试 求 出 考生 外 语 成 绩 介 于 60 与 80 之 间 的 概率 。 

(3) 试 生 成 满足 正 态 分 布 N(0.5,1.42) 的 30000 个 伪 随 机 数 ,对 其 均值 和 方差 进行 验证 ,并 用 直方 图 
的 方式 观察 其 分 布 与 理论 值 是 否 吻合 。 若 改变 直方 图 区 间 的 宽度 会 得 出 什么 结论 ? 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


菜 研究 者 对 随机 抽取 的 一 组 保险 丝 进行 了 实验 , 测 出 使 保险 丝 烧 断 的 电流 值 为 10.4, 10.2， 

12.0,11.3,10.7,10.6,10.9,10.8,10.2,12.1A, 假 设 这 些 值 满足 正 态 分 布 , 试 在 置信 水 平 w < 0.05 

的 条 件 下 求 出 这 些 保 险 丝 的 熔断 电流 及 其 置信 区 间 。 

假设 在 某 固 定 气 压 下 对 水 的 沸点 进行 多 次 测试 ,得 出 一 组 数据 为 113.53, 120.25, 106.02， 

101.05, 116.46, 110.33, 103.95, 109.29, 93.93, 118.67°C, 并 假设 它们 满足 正 态 分 布 , 试 求 出 置信 
水 平 a < 0.05 的 条 件 下 ,该 气压 下 水 沸点 的 总 体 方差 的 置信 区 间 。 

甲乙 两 位 化 验 员 独立 地 对 某 种 聚合 物 的 含 握 量 用 相同 的 方法 各 取 了 十 次 测定 ,其 测定 值 的 修 

正 样本 方差 S32, S32 依次 为 0.5419,0.6050, 求 总 体 方差 比 go3/o3 置 信 度 为 0.90 的 置信 区 间 。 假 
定 测定 值 总 体 服从 正 态 分 布 。 

假设 通过 实验 测 出 某 组 数据 如 下 表 , 试 用 MATLAB 对 这 些 数据 进行 检验 。 

@ 若 认为 该 数据 满足 正 态 分 布 , 且 标准 差 为 1.5, 请 检验 该 均值 为 0.5 的 假设 是 否 成 立 。 

回 若 未 知 其 方差 , 试 再 检验 其 均值 为 0.5 的 假设 是 否 成 立 。 

图 试 对 给 出 数据 的 正 态 性 进行 检验 。 

一 1.7908 1.5803 1.5924 2.7278 一 0.7177 一 1.8152 2.8943 0.4704 一 1.5161 0.7403 2.3831 2.3258 
0.0903 2.0033 0.4887 0.9925 一 2.5004 1.047 一 0.0521 一 0.8056 0.8041 4.6585 一 1.1251 1.9318 
3.9223 0.3238 一 0.1215 1.0887 2.9135 一 2.3273 一 2.9145 5.3067 0.1872 一 0.1190 一 1.1234 3.4477 
0.41351 2.5006 3.372 3.2303 一 1.1022 一 0.2812 0.5219 一 0.0796 一 2.1176 5.4782 0.0473 1.236 
3.2618 5.6959 4.6927 一 0.1180 0.4746 一 1.6181 0.6606 一 2.6714 3.1634 3.8942 0.4540 一 1.0142 
一 1.0665 1.6804 一 0.6758 0.2005 0.4982 一 2.1428 1.2122 4.4827 0.4653 一 3.8764 1.1275 0.1640 
0.5169 0.4735 0.7327 一 2.3586 一 0.0612 一 1.7976 1.6246 1.2325 1.7065 一 3.2812 2.8812 一 5.0103 
一 1.2615 2.5546 一 1.3172 一 3.2431 1.3923 一 0.4038 3.3757 一 2.0178 一 1.112 一 0.7905 1.8988 1.5649 


1.8206 0.6259 2.031 —1.083 一 0.0940 0.8908 一 0.7326 1.8958 一 0.9750 0.0819 一 3.4389 0.7631 
一 0.0652 一 1.9909 一 4.8203 1.132 一 3.2440 0.2387 1.0868 3.357 1.2073 0.5201 2.0690 一 0.8300 


假设 测 出 某 随 机 变量 的 12 个 样本 为 9.78, 9.17, 10.06, 10.14, 9.43, 10.60, 10.59, 9.98, 10.16， 
10.09, 9.91, 10.36, 试 求 其 方差 及 方差 的 置信 区 间 。 


十 个 失眠 者 服用 A、B 两 种 药 后 ,延长 睡眠 时 间 由 下 表 给 出 , 试 判 定 两 种 药物 对 失 眼 的 疗效 有 
无 显著 差异 。 

A 1.9 0.8 11 0.1 —0.1 44 5.5 16 46 3.4 

B 0.7 一 1.6 一 0.2 一 1.2 一 0.1 34 37 08 0 a 


假设 两 个 随机 变量 A、B 的 样本 点 如 下 , 试 判定 二 者 是 否 有 显著 差异 。 


A 10.42 10.48 7.98 8.52 12.16 9.74 10.78 10.18 8.73 8.88 10.89 8.1 
B 12.94 12.68 11.01 11.68 10.57 9.36 13.18 11.38 12.39 12.28 12.03 10.8 


假设 测 出 一 组 输入 值 zl,zo,z3a,z4,T5 和 输出 值 Yy 如 下 表 , 且 已 知 Y 二 Qa1T1+a2T2+a3T3 十 44T4 十 
asT5, 试 用 线性 回归 方法 估计 出 ai 的 值 及 其 置信 区 间 。 


xz1 8.11 9.25 7.63 7.89 12.94 10.11 7.57 9.92 7.74 7.3 9.48 11.91 
z2 2.13 2.66 0.83 1.54 1.74 0.79 0.68 2.93 2.01 1.35 2.81 2.23 
z3 一 3.98 0.68 一 1.42 0.96 0.28 一 3.37 一 4.58 一 2.15 一 2.66 一 3.69 -1 0.98 
wa -6055 85 一 6.35 一 534 -8685 一 2 一 612 一 607 一 551 一 66 一 55 一 6.43 
rs 5.92 7.54 5.39 4.65 6.47 5.1 6.04 5.37 6.54 6.55 5.8 3.95 
2 27.676 38.774 23.314 23.828 35.154 21.779 25.516 29.845 32.642 28.443 31.5 23.554 
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(12) 假设 测 出 一 组 输入 值 Ti 和 输出 值 记 如 下 表 , 且 已 知 原型 函数 为 f(T) = ale-"z cos(aaz 十 
T/3) 十 a4e "5?cos(aez 十 /4), 试 估计 出 ai 的 值 及 其 置信 区 间 。 


z 1.027 


1.319 1.2 


04 0.684 0.984 


0.864 


0.795 


0.753 


1.058 0.914 1.011 


0.926 


2 一 8.880 一 5.964 一 7.106 一 8.691 一 9.251 一 9.922 一 9.890 一 9.636 一 8.588 一 9.728 一 9.023 一 9.661 


(13) 设 从 A、B 两 个 不 同 的 地 区 各 取得 某 种 植物 的 样品 12 个 , 测 得 植物 中 铁 元 素 含量 (hg/g) 的 数据 
如 下 表 , 假 定 已 经 知道 这 种 植物 中 铁 元 素 含量 为 正 态 分 布 , 且 分 布 的 方差 是 不 受 地 区 影响 的 ， 
检验 这 两 个 地 区 该 种 植物 中 铁 元 素 含量 的 分 布 是 否 相同 。 


地 区 A 
地 区 也 


11.5 18.6 7.6 18.2 
16.2 15.2 12.3 9.7 


11.4 
10.2 


16.5 
19.5 


19.2 
17 


10.1 12 9 14 
12 18 9 19 


(14) 假设 测 出 一 组 输入 值 zl,za,za,z4,Z5 和 输出 值 y 如 下 表 , 且 已 知 Y 二 em?1 sin(a27T2 十 a3z3) 十 
zi cos(a4z5), 试 估计 出 ai 的 值 及 其 置信 区 间 。 


zl1 8.11 
zo 2.13 


9.25 7.63 7.89 12.94 


2.66 0.83 1.54 1.74 


z3 一 3.98 0.68 —1. 
74 一 6.55 一 6.85 —6. 
7.54 5.39 4.65 6.47 
y 22.126 250.16 一 144.11 一 152.07 234.09 一 318.04 54.401 一 136.8 132.03 229.26 一 19.048 一 145.83 


zs 5.92 


(15) 一 批 由 同 种 原料 织 成 的 布 ,用 不 同 的 染 整 工艺 处 理 ,每 台 进 行 缩水 率 试 


42 0.96 0.28 


25 —5.34 一 6.85 


5.1 


10.11 
0.79 
一 3.37 
7 


7.57 
0.68 


9.92 
2.93 


7.74 7.3 9.48 
2.01 1.35 2.81 


一 4.58 一 2.15 一 2.66 一 3.69 ”一 1 
一 6.12 一 6.07 一 5.51 一 6.6 —6.15 


6.04 


5.37 


6.54 6.55 5.8 


11.91 
2.23 
0.98 

—6.43 
3.95 


验 , 目的 是 考察 不 同 的 


工艺 对 布 的 缩水 率 是 否 有 显著 影响 。 现 采用 五 种 不 同 的 染 整 工艺 ,每 种 工艺 处 理 四 块 布 样 , 测 
得 缩水 率 的 百分数 见 下 表 。 试 判定 染 整 工艺 对 缩水 率 有 无 显著 影响 。 


布 样 染 整 工艺 数据 布 样 染 整 工艺 数据 
1 43 6€.1 65 9.3 9.5 2 7.8 73 83 8.7 8.8 
3 32 42 8.6 7.2 11.4 4 65 42 8.2 10.1 7.8 


(16) 假设 可 以 通过 实验 测 出 如 下 表 所 示 的 数据 , 且 假 设 这 些 数据 满足 gy(t) = cle 5tsin(c2t) 十 
(cat 十 cdt3)e-3t, 试 根据 这 些 数据 求 出 ci 参数 的 估计 值 与 置信 区 间 。 


一 0.2163 
6.4115 
7.1251 
6.8659 
3.6602 
3.4556 
2.3194 
1.9591 
1.7978 
0.6252 
0.9413 
0.2146 
0.3043 
0.4307 
0.4480 
0.0756 


0.1201 1.8787 
8.0106 7.0286 
7.8416 7.9701 
5.5421 6.005 
4.5961 4.0026 
3.2048 3.8218 
2.2955 1.6433 
1.928 1.2625 
1.6616 0.9371 
0.8904 0.4639 
1.1895 0.2620 
1.3671 0.8302 
0.1444 0.435 
1.2299 0.1511 
1.1715 0.8777 
0.4880 0.6612 


2.7393 2.7238 
7.2988 7.8903 
6.4669 6.4553 
5.8074 4.9543 
4.6994 4.5325 
2.2502 3.3167 
2.2031 2.3206 
1.3541 2.2263 
1.1868 0.6982 
0.5088 1.7534 
0.6006 0.6850 
1.4132 1.2313 
0.8802 0.1123 
一 0.2271 0.6736 
一 0.4282 0.3163 


4.5219 
7.4742 
7.3657 
5.7555 
5.0136 
3.4682 
2.3618 
1.5807 
0.1643 
1.0259 
0.1953 
0.3089 


5.0833 
7.4594 
6.7779 
4.9696 
4.3541 
3.306 

2.871 

1.8039 
1.7327 
0.3708 
0.1281 

一 0.0061 


一 0.0704 0.4614 
一 0.0204 0.4419 


0.0085 


4.9699 
7.1308 
7.2148 
6.077 
3.6301 
3.1518 
1.9203 
1.6166 
0.9551 
0.9407 
1.2397 
0.5926 
0.4798 
0.1029 


5.5947 5.9073 6.0663 
7.7132 6.8981 7.9065 
7.1647 6.9958 7.1645 
4.8393 5.3799 5.1003 
4.0379 3.2414 3.637 
2.8077 3.053 2.928 
2.3557 2.3935 2.4159 
1.2197 1.2236 1.6922 
1.3536 1.2832 1.1538 
0.3794 0.2517 0.7789 
0.7663 0.4249 1.1374 
0.4531 0.1861 0.8465 
0.7464 0.1975 0.4119 


6.8166 
8.3289 
6.7303 
4.4062 
3.5258 
2.447 
1.4025 
0.9634 
0.6187 
1.3697 
0.8377 
1.3317 
0.2611 


0.6771 0.6788 0.2935 一 0.6387 
一 0.1691 一 0.2801 0.4755 0.1106 0.3473 
1.3478 一 0.3922 一 0.2301 0.7950 0.0762 


一 0.4245 0.4190 1.0331 


0.1298 
0.6057 
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(17) 抽查 某 地 区 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 身高 由 下 表 给 出 , 问 该 地 区 这 三 所 小 学 五 年 级 男 学 生 的 


平均 身高 是 否 有 显著 差别 (a 二 0.05)? 


学 校 实测 身高 数据 
1 128.1 134.1 133.1 138.9 140.8 127.4 
150.3 147.9 136.8 126 150.7 155.8 
3 140.6 143.1 144.5 143.7 148.5 146.4 
(18) 下 表 记 录 了 三 位 操作 工分 别 在 四 台 不 同 机 器 上 操作 的 日 产量 , 试 检 验 
四 操作 工 之 间 的 差异 是 否 显著 ? 
加 机 器 之 间 的 差异 是 否 显著 ? 
回 交 互 作用 是 否 显著 (a 二 0.05)? 
机 操作 工 操作 工 
器 1 E 3 器 1 2 3 
M 15 15 17 19 19 16 16 18 21| Ms 15 17 16 18 18 18 
M2 17 17 17 15 15 15 19 22 22| Ms 18 20 22 15 带 
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第 10 章 ”数学 问题 的 非 传统 解法 


前 面 各 章 系 统 介绍 了 高 等 应 用 数学 各 个 领域 的 数学 问题 计算 机 辅助 求解 方法 。 近 几 十 年 
来 ,科学 家 们 仿照 人 类 思维 方式 或 其 他 自然 科学 的 研究 成 果 , 发 展 出 了 很 多 新 的 分 支 , 用 来 解决 
数学 和 其 他 应 用 科学 领域 的 问题 例如 ,仿照 人 类 思维 和 语言 规则 提出 的 模糊 逻辑 和 模糊 推理 ， 
仿照 生物 神经 网 络 提出 的 人 工 神经 网 络 ,仿照 生物 遗传 学 及 进化 过 程 的 “ 适 者 生存 规律 提出 
的 遗传 算法 和 进化 理论 等 ,这 些 理论 在 自动 控制 学 科 及 其 他 科学 与 工程 领域 均 有 很 好 的 应 用 前 
景 ,在 10.1 节 中 将 首先 介绍 经 典 集合 论 问题 的 MATLAB 语 言 求解 方法 ,然后 引入 模糊 集合 的 
概念 并 介绍 基于 MATLAB 语言 的 模糊 集合 与 模糊 推理 的 实现 方法 ,10.2 节 引入 粗糙 集 的 概念 
并 介绍 粗粮 集 的 基本 理论 ,然后 介绍 其 在 条 件 约 简 等 领域 的 应 用 .10.3 节 引 入 人 工 神经 网 络 的 
数学 表示 及 前 馈 式 神经 网 络 结构 ,介绍 利用 MATLAB 语 言 神经 网 络 结构 设置 .训练 及 网 络 泛 
化 的 全 过 程 , 利用 MATLAB 神经 网 络 工具 箱 直 接 求解 数据 拟 合 问题 的 方法 ,10.4 节 实现 引入 遗 
传 算法 、 粒 子 群 算法 等 基本 概念 和 解 题 步 又 ,介绍 其 在 无 约束 最 优化 与 有 约束 最 优化 问题 中 的 
应 用 ,并 通过 例子 介绍 利用 MATLAB 语言 现成 的 工具 求解 最 优化 问题 的 方法 。10.5 节 介绍 小 波 
理论 和 小 波 分 析 概述 , 并 介绍 如 何 用 MATLAB 语 言 的 小 波 工具 箱 求解 噪声 滤波 等 .10.6 节 还 将 
深入 介绍 分 数 阶 微 积分 问题 的 求解 方法 。 本 章 简 要 介绍 这 些 理论 的 基本 概念 ,但 均 侧重 于 介绍 
用 MATLAB 语言 或 相应 的 工具 箱 如 何 求解 这 些 问 题 的 方法 。 


10.1 集合 论 、 模 糊 集 与 模糊 推理 


10.1.1 经 典 可 枚 举 集合 论 问题 及 MATLAB 求 解 
合 论 是 现代 数学 的 基础 .所 谓 集合 , 就 是 一 些 事物 的 全 体 , 而 其 中 每 一 个 事物 均 称 为 集 
合 中 的 一 个 元 素 。 若 事物 是 集合 4 中 的 一 个 元 素 , 则 记 a e 4, 称 为 属于 4。 若 2 不 是 4 集合 
中 的 元 素 , 则 记 b 4 4。 所 谓 可 枚 举 集合 ,就 是 该 集合 中 的 所 有 元 素 均 可 以 一 一 列 出 的 集合 .在 
MATLAB 中 用 向 量 或 单元 数组 的 形式 就 可 以 表示 这 样 的 集合 。 
例 10-1 下 面 的 语句 均 可 以 表示 集合 ,集合 定义 中 可 以 使 用 重复 元 素 。 
>> A=[12356793411],B={12356793411}% 两 种 方法 均 可 表示 集合 
C={'ssa','jsjhs','su','whi','kjshd', 'kshk'} % 字 符 囊 集合 ,可 以 为 人 名 等 
MATLAB 语 言 提供 了 集合 定义 与 基本 运算 函数 .在 表 10-1 中 列 出 了 进行 集合 运算 的 函数 
及 解释 ,用 这 些 函 数 可 以 对 集合 进行 操作 , 这 些 函数 还 可 以 嵌 套 使 用 , 建立 较 复杂 的 集合 运算 。 
遗憾 的 是 ,这 些 函 数 不 能 用 于 符号 表达 式 的 集合 运算 。 
例 10-2 假设 给 定 三 个 集合 4 = {1,4,5,8,7,3}, B= {2,4,6,8,10},C = {1,7,4,2,7,9,8}, 试 演示 集 
合 的 各 种 运算 ,并 验证 这 些 集合 满足 分 配 律 4UBImC=(4ncUBnoc)。 
解 由 给 出 的 条 件 可 以 立即 输入 已 知 的 A, BB,C 这 三 个 集合 ,然后 调用 集合 运算 的 命令 即 可 以 得 出 
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表 10-1 MATLAB 下 集合 运算 的 函数 


运算 名 称 MATLAB 语句 集合 运算 描述 

并 集运 算 A=union(B,C) 求 两 个 集合 B,C 的 并 集 ,数学 记号 为 4 = BUC, 运 算 后 的 结果 重新 排序 

差 集运 算 A=setdiff(B,C) ” 求 两 个 集合 BB 和 CC 的 差 集 , 记 作 4 = BC, 亦 即 从 集合 召 中 剔除 C 中 的 元 
素 剩 下 的 元 素 ,结果 被 重新 排序 

交集 运算 A=intersect(B,C) 求 两 个 集合 B 和 C 的 交集 , 即 4 = BC, 重 新 排序 

异 或 运算 A=setxor(B,C) 求 两 个 集合 BB 和 CC 的 异 或 运算 , 即 从 BUC 中 剔除 召 门 C, 数 学 表示 为 4 = 
(BUC)N(B 门 C), 结 果 被 重新 排序 

唯一 运算 ”A=unique(B) 将 召集 合 中 的 重复 元 素 剔 除 ,得 出 的 是 唯一 的 元 素 集合 ,结果 被 排序 

属于 判定 key 二 ismember(a,B) 判定 a 是 否 为 召集 合 中 的 元 素 , 如 果 是 则 返回 key 值 为 1, 否则 返回 0, 记 
作 key=a € B。 其 实 ,在 属于 关系 中 ,a 也 可 以 为 矩阵 ,这 时 返回 的 key 为 
和 a 一 样 维 数 的 矩阵 ,在 满足 属于 关系 的 元 素 处 为 1, 否则 为 0 


吃 =[,2,4,7,8,9], 瑟 = [1,2,3,4,5,6,7,8,10], 玉 = [4,8], 这 些 结果 应 该 不 难 理解 。 


给 出 如 下 命令 , 则 可 以 发 现 分 配 律 左 侧 的 集合 与 右 侧 的 集合 求 差 集 ,得 出 的 结果 为 空 集 , 由 此 验 
证 了 分 配 律 的 正确 性 。 


现在 可 以 演示 ismember() 元 数 在 集合 运算 中 的 应 用 , 由 语句 大 D556 胡可 以 得 出 
轧 = [0,1,0,1,0,0], 表 明 A 集合 中 的 第 二 和 第 四 元 素 属 于 集合 ,因为 这 些 位 置 处 测试 结果 的 值 为 
1。 所 以 ,可 以 用 语句 [EECISNSRUSRCO DB 询 提 取出 4 集合 中 属于 妃 的 元 素 , 即 G= [4,8]。 
例 10-3 假设 A 集合 为 字符 串 组 {'skhsak','ssd','ssfa'}, 忆 集合 为 {'sdsd','ssd','sssf'}, 试 
求 它们 的 并 集 与 交集 , 令 C={'jsg' ,'sjjfs','ssd'}, 试 验证 分 配 律 

(aNa) U (cNB) = (Uo) Ns 

解 字符 串 构成 的 集合 可 以 用 单元 数组 的 形式 表示 ,也 可 以 进行 集合 运算 ,所 以 直接 用 下 面 的 语句 求 
出 它们 的 并 集 为 ={'sdsd' ，'skhsak'，'ssd'，'ssf'，'sssf'}, 交 集 为 D={'ssd'}, 且 马 为 
空 集 ,表明 等 号 两 端的 集合 的 差 集 为 空 集 ,由 此 验证 了 集合 的 分 配 律 。 


子 集 与 集合 包含 等 概念 是 集合 论 中 很 重要 的 概念 。 所 谓 集合 包含 即 集合 4 中 所 有 的 元 素 均 
为 集合 BB 的 元 素 , 记 作 A C B, 称 为 B 包 含 4, 又 称 4 是 BB 的 子 集 , 若 BB\A 非 空 , 则 称 严 格 包含 ， 
记 作 4 C B。MATLAB 中 并 未 直接 提供 集合 包含 或 子 集 的 函数 ,但 可 以 通过 下 面 的 命令 判定 包 
含 和 严格 包含 。 


例 10-4 考虑 例 10-2 中 的 巨 ,集合 , 试 判 定局 C 马 是 否 满足 ,并 由 A 集合 验证 集合 的 自 反 律 , 亦 即 
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4CSE4。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 进行 判定 ,得 出 key 一 1, 表明 瓦 是 媚 的 子 集 。 


事实 上 ,AUB,E=ANB, 当 然 妃 CF 下 面 的 语句 还 可 以 验证 A C 4, 亦 即 自 反 律 。 


例 10-5 Goldbach 猜想 是 尚未 严格 证 明 的 最 古老 的 数论 问题 。 该 猜想 为 :任何 大 于 2 的 偶数 均 能 分 解 
为 两 个 质数 的 和 。 试 用 集合 运算 的 方法 验证 小 于 2000 的 偶数 均 满 足 该 猜想 。 

解 对 有 限 偶数 来 说 ,可 以 由 某 范围 内 的 两 质数 所 有 的 可 能 的 和 构造 出 一 个 集合 , 然后 判定 是 否 有 限 
偶数 均 属 于 该 集合 ,如 果 不 属于 该 集合 的 偶数 为 空 集 , 则 可 以 得 出 结论 :测试 的 偶数 均 满足 Goldbach 
猜想 根据 上 述 思路 ,可 以 给 出 下 面 的 MATLAB 语句 


可 见 , 这 样 得 出 的 集合 key 为 空 集 , 故 可 以 得 出 结论 ,[4,2000] 的 偶数 均 满足 Goldbach 猜想 。 
值得 指出 的 是 ,这 样 的 方法 并 不 适合 于 大 偶数 的 验证 。 目 前 已 由 并 行 计算 机 验证 的 最 大 范围 为 
[4,4x1018], 没 有 发 现 不 满足 该 猜想 的 偶数 四。 
10.1.2 模糊 集合 与 隶属 度 函 数 
由 经 典 集合 论 可 见 , 一 个 事物 a 要 么 属于 集合 4, 要 么 不 属于 集合 4, 没有 其 他 的 属于 关系 。 
在 现代 科学 与 工程 应 用 中 ,经 常会 出 现 模糊 的 概念 , 亦 即 某 一 事物 a 以 一 定 程度 属于 集合 4, 该 
程度 记 作 ja (a), 称 为 隶属 度 函数 ,其 取 值 范围 为 ja (a) e [0,1]。 该 思想 是 模糊 集合 理论 的 基础 。 
模糊 集合 的 概念 是 控制 论 专家 Lotf A Zadeh 教授 于 1965 年 引入 的 加 ,目前 模糊 逻辑 已 经 
广泛 地 应 用 于 理 、 工 \ 农 . 医 等 各 种 领域 回 。 在 自动 控制 领域 中 模糊 控制 也 是 很 有 吸引 力 的 研究 
方向 。 
例 10-6 Zadeh 教 授 给 出 了 年 老 与 年 轻 的 模糊 表示 及 隶属 度 函 数 ,假设 论 域 = [0,120], 则 


0, 0<u<g50, = 0<ug25 
Ho(W)= Ney 50<u<120, Hy(W)=4 1+ [(u—25)/5] 
1+ [(u—50)/5] 0， 25<u<120 


这 两 个 隶属 度 函 数 可 以 由 下 面 语句 直接 求 出 并 绘制 出 来 ,如 图 10-1 所 示 。 


在 本 书 前 面 的 介绍 中 实际 上 也 使 用 了 模糊 的 概念 , 例如 变 步 长 方法 中 关于 误差 的 描述 是 当 
“误差 较 大 时 ……”, 只 不 过 在 实际 处 理 时 没有 使 用 模糊 的 方法 去 处 理 , 而 直接 使 用 了 确定 性 方 
法 解决 问题 。 

这 里 不 加 解释 地 直接 引入 文献 给 出 的 示意 图 来 表示 精确 性 与 意义 性 ,如 图 10-2 所 示 。 可 
以 看 出 ,现实 世界 中 的 事物 并 非 都 是 越 精确 越 好 。Zadeh 教授 指出 , 当 问 题 的 复杂 性 增加 时 , 精 
确 的 描述 将 失去 意义 , 而 有 意义 的 描述 将 失去 精度 。 
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图 10-1 年 老 与 年 轻 的 隶属 度 函 数 曲线 


真实 世界 中 的 精确 性 与 意义 性 


一 个 1500kg 的 
的 重 物 正 以 速度 
45.3m/s 接 近 你 


(a) 精 确 性 (b) 意 义 性 
图 10-2 在 现实 世界 中 精确 性 与 意义 性 示意 图 (文献 [4]) 
在 实际 模糊 集合 与 模糊 推理 系统 中 , 可 以 选择 各 种 各 样 的 隶属 度 函 数 , 下 面 将 列 出 几 种 常 
用 的 隶属 度 函 数 。 
(1) 钟 形 隶 属 度 函 数 . 钟 形 隶 属 度 函数 的 数学 表达 式 为 
1 
7T) = 一 
1 十 |(z 一 /al 
MATLAB 模 糊 逻 辑 工 具 箱 中 提供 了 函数 gbellmf (), 可 以 求 出 隶属 度 函 数 的 值 。 该 函数 的 
调用 格式 为 =gbellmf(z, [a,b;6]) ,其 中 ,之 为 任意 给 定 的 自 变 量 值 .调用 此 函数 则 可 以 求 出 
处 的 隶属 度 函 数值 y。 
例 10-7 试 绘制 出 不 同 参数 组 合 下 的 钟 形 来 属 度 函数 曲线 。 具 体 的 方法 是 , 先 选 定 攻 向 量 ,再 分 别 改 
变 a,b,ce 的 值 ,可 以 得 出 如 图 10-3 所 示 的 隶属 度 函 数 曲 线 , 从 得 出 的 曲线 可 以 观察 出 隶属 度 函 数 对 
a,b,c 参 数 的 依赖 关系 。 
>> x=[0:0.05:10]'; y= 口 ; a0=1:5; b=2; c=3; % 选 择 横 坐标 并 设置 参数 
for a=a0, y=[y gbellmf (x, [a,b,c])]; end % 计算 钟 形 隶 属 度 函 数 


(10-1-1) 
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(b) 8 参数 变化 (c) ce 参数 变化 
图 10-3 钟 形 来 属 度 函数 曲线 


从 得 出 的 曲线 形状 可 以 看 出 , 当 其 他 参数 不 变 ,只 修改 a 值 时 , 若 a 值 小 则 曲线 形状 很 窗 , 增 大 a 
值 则 曲线 变 宽 ,b 参 数 增 大 将 增加 上 升 段 和 下 降 段 的 陡 度 ,c 参 数 只 能 用 于 平移 曲线 ,不 改变 曲线 的 形 
状 ， 可 以 通过 这 些 参数 的 组 合 有 意识 地 得 出 合适 的 隶属 度 函 数 。 


(2) Gauss 隶 属 度 函数 .Gauss 隶 属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 


f(z)= @—(2—o)?/(20°) (10-1-2) 
MATLAB 模 糊 逻 辑 工具 箱 中 提供 了 gaussmf () 函数 ,可 以 求 取 Gauss 隶 属 度 函 数 的 值 。 该 
孙 玫 的 测 用 属 式 为 EGGSGECER ED 


例 10-8 不 同 c 和 oa 参数 的 Gauss 隶 属 度 函 数 可 以 通过 下 面 的 语句 绘制 出 来 ,如 图 10-4 所 示 。 该 函数 
实际 上 和 第 9 章 定 义 的 正 态 分 布 概率 密度 函数 形状 是 一 致 的 。 可 以 看 出 , 当 c 变 化 时 ,隶属 度 函 数 曲 
线形 状 不 变 ,只 作 左 右 平移 ,0o 增 大 时 曲线 变 宽 。 


0 多 4 6 8 10 
(a) ce 参数 变化 (og = 3) (b) o 参数 变化 (c= 5) 
图 10-4 Gauss 隶 属 度 函 数 曲 线 


(3) Sigmoid 型 隶属 度 函 数 .Sigmoid 型 隶属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 


下 
Ne = (10-1-3) 


该 隶属 度 函数 可 以 用 MATLAB 函数 signf () 求 出 SEE 
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例 10-9 Sigmoid 函数 在 Q 和 ec 变量 的 不 同 取 值 下 隶属 度 函 数 形状 如 图 10-.5 所 示 。 可 见 ， 当 ec 参数 增加 
或 减 小 时 ,Sigmoid 函数 向 右 或 向 左 进行 平移 , 而 隶属 度 函 数 的 形状 不 变 , 当 a 参 数 增 大 或 减 小 时 ， 曲 
线 变 得 更 陡 或 更 平缓 。 另 外 应 该 注意 ,该 函数 是 单 值 的 , 故 可 以 用 于 最 右 侧 区 间 的 隶属 度 函 数 描述 ， 
最 左 侧 区 间 的 来 属 度 函 数 可 以 用 1 一 f(z) 来 表示 。 
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(a) ce 参数 变化 (b) a 参数 变化 
图 10-5 Sigmoid 隶 属 度 函 数 曲 线 


隶属 度 函数 可 以 由 MATLAB 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 的 隶属 度 函 数 编辑 界面 进行 编辑 .在 
MATLAB 提 示 符 下 输入 mfedit 命令 就 可 以 打开 隶属 度 函 数 编辑 界面 ,如 图 10-6 所 示 。 其 中 给 
出 了 三 个 隶属 度 函 数 的 原型 ,用 户 可 以 通过 界面 中 的 选项 设置 各 种 隶属 度 函数 , 可 以 由 对 话 框 
右 下 栏目 中 的 内 容 对 当前 隶属 度 函 数 的 形状 和 参数 进行 编辑 , 也 可 以 通过 鼠标 在 隶属 度 函 数 示 
意图 上 可 视 地 修改 隶属 度 函 数 的 参数 。 

如 果 想 再 添加 一 个 隶属 度 函 数 , 则 可 以 选择 Edit 一 Add custom MF 菜单 ,如 图 10-7(a) 所 
示 , 设置 完成 后 就 可 以 在 编辑 区 域内 添加 一 个 隶属 度 函 数 , 对 这 个 新 添加 的 隶属 度 函 数 可 以 按 
前 面 的 方式 进行 修改 ,例如 可 以 改变 成 如 图 10-7(b) 所 示 的 形式 。 


10.1.3 模糊 推理 系统 及 其 MATLAB 求 解 


用 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 的 newfis() 函数 可 以 构建 出 模糊 推理 系统 的 数据 结构 , 其 调 
用 格式 为 EGG ,其 中 ,FIS 为 fuzzy inference system (模糊 推理 系统 ) 的 缩写 ， 
name 为 字符 串 , 表示 模糊 推理 系统 的 名 称 , 通过 该 函数 可 以 建立 起 结构 体 fis, 其 内 容 包括 模糊 
的 与 ,或 运算 , 解 模 糊 算法 等 ,这 些 属性 可 以 由 newfis() 函数 直接 定义 ,也 可 以 事后 定义 。 定 义 
了 模糊 推理 系统 fis 后 ,可 以 调用 addvar() 函数 来 添加 系统 的 输入 和 输出 变量 。 该 函数 的 调用 
格式 为 


其 中 ,wi 及 wo 为 输入 或 输出 变量 的 取 值 范 围 , 亦 即 最 小 值 与 最 大 值 构 成 的 行 向 量 。 通 过 这 样 的 
方法 可 以 进一步 定义 fis 的 输入 输出 情况 ,每 个 变量 的 隶属 度 函 数 可 以 用 addmf () 函数 定义 ， 
也 可 以 用 mfedit() 定义 。 
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(a) Edit 菜 单 (b) 修改 后 的 隶属 度 函数 
10-7 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 


例 10-10 假设 某 模糊 推理 系统 有 两 个 输入 变量 ip1 和 ip2, 并 有 一 个 输出 变量 op, 且 假 设 ipi 的 取 
值 范围 为 (一 3, 3), 分 为 三 个 区 间 , 隶 属 度 函 数 选择 为 钟 形 函 数 ;输入 信号 ipa 的 取 值 范围 为 (一 5,5)， 
分 为 三 个 区 间 , 隶 属 度 函 数 选 择 为 Gauss 型 函数 ;输出 信号 op 的 取 值 范围 为 (一 2,2), 隶 属 度 函 数 为 
Sigmoid 型 函数 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 构造 模糊 推理 系统 原型 ,并 用 fuzzy() 函数 编辑 此 模糊 推理 系 
统 。 由 fuzzy() 函数 可 以 打开 模糊 推理 系统 的 程序 界面 ,如 图 10-8 所 示 。 


在 得 出 的 界面 下 ,选择 Edit 一 Membership functions 菜单 项 ,打开 如 图 10-6 所 示 的 隶属 度 编辑 界 
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图 10-8 模糊 推理 系统 编辑 界面 


面 。 在 得 出 的 界面 上 选择 ipl 图 标 ,再 选择 Edit 一 Add MFs 莱 单项 ,打开 如 图 10-9(a) 所 示 的 对 话 框 ， 
可 以 通过 该 对 话 框 定义 各 个 信号 的 隶属 度 函 数 。 例 如 ,通过 编辑 得 出 如 图 10-9(b) 所 示 的 输出 隶属 度 
通 数 。 

Membership function plots pkotponis [181 


-05 0 05 1 
output variable "op" 


(a) 隶属 度 函 数 设置 对 话 杠 (b) 修改 后 的 输出 变量 隶属 度 函数 
10-9 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 
(1) 模糊 化 。 若 将 某 信号 用 三 个 隶属 度 函 数 表示 , 则 一 般 对 应 的 物理 意义 是 “很 小 “中 等 ” 
与 “很 大 ”, 若 分 为 5 段 , 则 可 以 表示 为 “很 小 ”“ 较 小 “中 等 "“ 较 大 ”和 “很 大 ”, 一 个 精确 的 信 
号 可 以 通过 这 样 一 组 隶属 度 函 数 模 糊 化 , 变 成 模糊 信号 。 
(2) 模糊 规则 。 如 果 将 多 路 信号 均 模 糊 化 , 则 可 以 用 if，then 型 语句 表示 出 模糊 推理 关 
系 . 例 如 , 若 输 入 信号 ip1“ 很 小 ”, 且 输入 信号 ip2“ 很 大”, 则 设置 “很 大 ”的 输出 信号 op, 这样 
9 扒 理 关系 可 以 表示 忆 对 SERIES SEEGISE 和 
模糊 推理 规则 可 以 通过 ruleedit() 函数 生成 的 界面 来 设 定 , 也 可 以 从 mfedit() 函数 界面 
的 Edit 一 Rules 菜 单项 编辑 模糊 推理 规则 , 这 将 打开 如 图 10-10 所 示 的 对 话 框 。 用 该 对 话 框 可 以 
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逐条 将 推理 规则 输入 到 系统 中 ,每 设 定 一 条 规则 后 , 单 击 Add rule 按 钮 ,将 规则 添加 到 规则 库 
中 。 如 果 想 删除 某 条 规则 , 则 选中 该 规则 ,然后 单 击 Delete rule 按 钮 即 可 。 


10-10 模糊 规则 编辑 对 话 框 


编辑 后 的 规则 还 可 以 单 击 Change Rule 按 钮 进行 修改 .完成 了 模糊 规则 的 编辑 , 则 可 以 
单 击 Close 按 钮 关闭 编辑 窗口 .模糊 推理 规则 可 以 由 View 一 Surface 菜 单项 进行 处 理 , 得 出 如 
10-11(a) 所 示 的 三 维 图 形 ,表明 从 输入 信号 到 和 输出 信号 的 映射 关系 。 


让 Custom 
Ca) 模糊 规则 的 三 维 表面 图 (b) 解 模糊 规则 的 选择 
10-11 模糊 规则 图 形 表示 

模糊 规则 还 可 以 更 简单 地 用 数据 向 量 表 示 , 多 行 向 量 可 以 构成 多 条 模糊 规则 算 阵 ,每 行 向 
量 有 m 十 n 十 2 个 元 素 ,m,n 分 别 为 输入 变量 和 输出 变量 的 个 数 , 其 中 ,前 m 个 元 素 表示 输入 信 
号 的 隶属 度 函数 序号 ,次 n 个 元 素 对 应 输出 信号 的 隶属 度 函 数 序号 ,第 m 十 n 十 1 表示 输出 的 
加 权 系 数 , 最 后 一 个 元 素 表示 输入 信号 的 逻辑 关系 ,1 表示 风 辑 “与 ”2 表示 风 辑 “或 ”例如 对 
图 10-10 中 的 第 三 条 多 辑 关系 , 若 用 数据 向 量 的 形式 可 以 表示 为 [3,2,1,1,1], 当然 用 界面 处 理 模 
精 规则 矩阵 更 简洁 方便 。 
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车 用 前 面 的 规则 生成 一 个 规则 和 矩阵 R, 则 可 以 由 下 面 的 命令 直接 补 加 到 模糊 推理 系 
统 fis 原 有 的 规则 后 面 , 即 fis=addrule(fis,R). 

(3) 解 模糊 化 .通过 模糊 推理 得 出 模糊 输出 量 op, 此 模糊 量 可 以 通过 指定 的 算法 精确 化 , 亦 
称 解 模糊 化 (defuzzification) .模糊 逻辑 工具 箱 提供 了 多 种 解 模 糊 化 的 算法 , 可 以 由 图 10-8 所 示 
的 对 话 框 Defuzzifications 栏 目 , 即 对 话 框 中 如 图 10-11(b) 所 示 的 部 分 选择 解 模 糊 化 算法 。 

按照 上 述 方式 就 可 以 建立 起 模糊 推理 系统 的 数据 结构 .可 以 由 File 菜单 对 模型 进行 处 理 ， 
例如 可 以 用 File 一 Export 一 To Disk 菜单 项 将 其 存 成 文件 ,后 级 名 为 fis。 用 户 可 以 将 前 面 编辑 的 
模糊 推理 系统 存储 成 cl0mfis.fis 文 件 。 该 工作 还 可 以 通过 writefis() 函数 完成 .还 可 以 由 File 
一 Export 一 To Workspace 菜 单项 将 其 存 入 MATLAB 工作 空间 ,存储 时 应 该 给 出 变量 名 。 

模糊 推理 问题 还 可 以 用 MATLAB 函数 evalfis() 求解 , =evalfis(X ,fis), 其 中 ,XX 
为 矩阵 ,其 各 列 为 各 个 输入 信号 的 精确 值 ,evalfis() 函数 会 对 用 户 定义 的 模糊 推理 系统 fis 计 
算 这 些 输入 信号 的 模糊 化 结果 ,用 该 系统 进行 模糊 推理 ,并 将 结果 进行 解 模糊 化 ,得 出 相应 的 精 
确 输出 信号 y。 
例 10-11 假设 已 经 按 上 述 方式 建立 起 了 模糊 推理 模型 ,在 Ty 平面 内 的 (一 3, 一 5) ~ (3,5) 区 域内 进行 
网 格 分 割 ,试用 此 模糊 推理 系统 绘制 出 输出 的 三 维 曲面 。 
解 采用 下 面 的 语句 可 以 先 读 入 前 面 建立 的 模糊 推理 系统 ,并 对 感 兴趣 的 Ty 平面 区 域 进行 网 格 分 割 ， 
将 网 格 数 据 转换 成 列 向 量 ,再 由 evalfis() 函数 求 出 曲面 的 z 坐标 值 , 这样 就 可 以 用 下 面 的 语句 绘 
制 出 三 维 曲面 ,如 图 10-12 所 示 。 


>> fff=readfis('ciOmfis.fis'); % 读 入 模糊 推理 系统 文件 
[x,y]=meshgrid(-3: .2:3,-5: .2:5); % 进行 网 格 分 割 
xl=x(:); yl=y(:); zl=evalfis([xl y1] ,fff); 义 模糊 推理 
Z=reshape(zl,size(x)); surf(x,y,2) % 重 新 定 维和 矩阵 ,绘制 三 维 曲面 
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图 10-12 由 模糊 推理 得 出 的 输出 曲面 


10.2 ”粗糙 集 理论 与 应 用 


10.2.1 粗糙 集 理 论 简 介 

粗糙 集 (rough set) 是 波兰 数学 家 Zdzislaw Pawlak 为 开发 自动 规则 生成 系统 及 研究 软 计 
算 问题 于 1982 年 提出 的 .20 世 纪 90 年 代 初 ,人 们 才 逐 渐 认 识 到 粗糙 集 的 重要 性 .1991 年 Pawlak 
教授 出 版 了 专著 , 黄 定 了 严密 的 数学 基础 回 。 基 于 粗糙 集 的 知识 理论 由 于 不 需要 预先 给 定 某 些 
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特征 或 属性 的 数量 , 可 从 现 有 的 数据 出 发 给 出 知识 的 简化 和 相对 简化 、 范 畴 的 简化 和 相对 简化 
方法 , 为 处 理 不 精确 ,不 完全 信息 提供 一 种 更 符合 人 类 认 知 的 知识 理论 .粗糙 集 理论 是 一 种 处 理 
不 精确 \ 不 确定 与 不 完全 数据 的 新 的 数学 方法 . 它 能 有 效 地 分 析 和 处 理 不 精确 \ 不 一 致 ` 不 完整 
等 各 种 不 完备 信息 ,并 从 中 发 现 隐 含 的 知识 ,揭示 潜在 的 规律 .由 于 它 在 机 器 学 习 与 知识 发 现 、 
数据 挖掘 ,决策 支持 与 分 析 \ 专 家 系统 归纳 推理 .模式 识别 .知识 约 简 、 信 息 计 算 等 方面 的 应 
突出 , 现 已 成 为 一 个 热门 的 研究 领域 。 
10.2.2 粗糙 集 的 基本 概念 
设 XY e U, 忆 是 定义 在 U 上 的 等 价 关 系 , 则 集合 了 关于 呈 的 下 近似 集 定义 为 
2(X)=[J{Y ev/R:Y CX} (10-2-1) 
其 中 , 多 (X) 是 根据 现 有 知识 判断 肯定 属于 的 对 象 组 成 的 最 大 的 集合 , 称 为 正 区 , 记 为 
Pos(X)。 类 似 地 ,也 可 以 定义 出 集合 怀 关 于 鼠 的 上 近似 集 为 
BX)=J{Y eU/R:YNR#9)} (10-2-2) 
其 中 ,4 表示 为 空 集 , 饭 (XX) 是 由 所 有 集合 X 相交 非 空 的 等 效 类 的 并 集 , 是 那些 可 能 属于 和 的 对 
象 组 成 的 最 小 集合 。 
由 上 面 的 定义 可 以 再 给 出 边界 集 c 定 义 为 c= Bnd(X) = 腕 (X) -多 (X)。 如 果 Bnd(X) 是 
空 集 , 则 称 和 关于 已 是 清晰 的 ;反之 , 若 Bnd(X) 非 空 , 则 称 X 为 关于 妃 的 粗糙 集 。 
例 10-12 假设 玩具 积木 集合 U = {zl zaoyzaZ4;Z5,Z6,Z7}, 具 有 “ 瑞 色 Ri”“ 形 状 开 2”“ 体 积 玉 8" 这 
三 种 属性 , 且 Ri 二 {0,1,2}, 分 别 对 应 红色 、 黄 色 和 绿色 , “形状” 的 属性 值 取 为 Ro 二 {0,1,2}, 分 别 对 
应 方圆 、 三 角形 。“ 体 积 ” 的 属性 关系 ,可 以 取 为 Ra 二 {0,1}, 分 别 对 应 于 “大 物体 ”和 “小 物体 ”。 
按照 这 样 的 属性 关系 ,假设 红色 的 积木 有 {fzizo,z7}, 绿 色 的 有 {fza,z4}, 黄 色 的 有 {zs,ze}, 则 
可 以 写 出 U|R1 = {{z1, 72, 27}, {73, 24}, {zs5, Te}}. 
10.2.3 信息 决策 系统 
信息 决策 系统 TT 可 以 表示 为 T= (U, 4,C,DD), 其 中 ,U 是 对 象 的 集合 , 即 论 域 , 4 是 属性 集 
合 ,如 果 属性 集 4 可 以 分 为 条 件 属 性 集 C 和 决策 属性 集 D, 即 CUD = A,CnD = 9, 则 该 信息 
系统 称 为 决策 系统 或 决策 表 。 
粗糙 集 理论 中 使 用 决策 表 来 描述 论 域 中 对 象 . 它 是 一 张 二 维 表格 , 每 一 行 描述 一 个 对 
象 ,每 一 列 描述 对 象 的 一 种 属性 .属性 分 为 条 件 属性 和 决策 属性 , 论 域 中 的 对 象 根据 条 件 
属性 的 不 同 , 被 划分 到 具有 不 同 决策 属性 的 决策 类 。 表 10-2 为 一 张 信 息 系统 决策 表 的 例子 ， 
U = {Zz1; ZT2,… ,Zn} 为 对 象 集 ,C = {51,… , sm} 为 条 件 属性 集 , D = {d1,… , dk} 为 决策 属 
性 集 , fi; 表示 第 i 个 对 象 的 第 ;个 条 件 属性 值 ,gi; 是 第 i 个 对 象 的 第 ;个 决策 属性 值 。 
例 10-13 考虑 例 10-12 中 给 出 的 玩具 积木 论 域 集合 ,假设 有 四 个 相关 属性 ,颜色 属性 a、 形 状 属性 b、 
大 小 属性 c 和 价位 属性 d, 且 已 知 T1.2,4.5 为 黄色 的 ,za 为 红色 的 ,76,7 为 绿色 的 ;21.2,3 为 方形 的 ,T4.5.6 
为 圆 形 的 ,27 为 三 角形 的 ;ZT1,3,5 为 大 玩具 ,其 余 为 小 玩具 ;Zz2.3 价位 较 低 ,zl4 价 位 中 等 ,zs,6,7 价位 较 
高 。 从 实际 销售 情况 看 ,za,4 销售 很 好 ,zl1.2 销售 一 般 , 而 Zs.6,7 销售 较 差 , 试 列 出 信息 系统 决策 表 。 
解 设 颜色 属性 中 用 {0,1,2} 分 别 表示 红色 、 黄 色 和 绿色 ,形状 属性 中 {0,1,2} 分 别 表示 方形 、 圆 形 和 
三 角形 ,大 小 属性 中 {0,1} 分别 表示 玩具 的 小 和 大 ,价位 属性 中 {0, 1,2} 分 别 表示 较 低 、 中 等 和 较 高 ， 
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在 决策 属性 中 {0,1,2} 分 别 表 示 销 售 较 好 、 中 等 和 较 差 ,那么 根据 给 出 的 表格 可 以 立即 得 出 信息 系统 
决策 表 , 如 表 10-3 所 示 。 粗 糙 集 理论 的 一 个 重要 应 用 是 对 已 知 各 个 条 件 进行 约 简 , 找 出 哪些 属性 对 玩 


尖 铺 知情 部 形 遇 大 ;到 此 这 有 彩 史 5 表 10-3 例 10-13 信 息 系统 决策 表 

表 10-2 信息 系统 决策 表 论 工 CC 局 性 D 

论 域 C D U 颜色 a 形状 b 大 小 ce ”价位 d 销量 
U S1 S2 i i di 2 dk 1 1 0 1 1 1 
vw jh jh oO hm 91 … glk 2 入 0 0 0 出 
wa far fn 9 Cgak 3 0 0 1 0 0 
EE 的 4 下 于 0 0 
“ 5 L . 2 2 
wn fn fn2 oO Ofnm gnl … gmnk 6 2 1 0 2 2 
LA 2 2 0 2 2 


信息 系统 决策 表 在 MATLAB 下 可 以 由 一 个 矩阵 S 来 表示 , 其 中 ,前 面 各 列表 示 CC 属 性 ,后 
面 各 列表 示 刀 属性 ,这 时 上 近似 集 冤 (X) 和 下 近似 集 颖 (X) 可 以 分 别 由 自 编 的 rsupper() 和 
rslower() 函数 求 出 .其 内 容 如 下 


这 两 个 函数 共用 的 支持 函数 ind() 用 于 求 取 不 可 分 辨 关系 ,后 面 将 给 出 其 定义 与 
MATLAB 实 现 。 计 算 边 界 集 的 函数 可 以 采用 MATLAB 自 带 的 setdiff() 函数 .这 样 ,下 近 
似 集 、 上 近似 集 和 边界 集 可 以 分 别 通 过 下 面 的 函数 调用 求 取 。 


例 10-14 假设 论 域 U = {21,72,T3, 24,T5,T6,T7,T8,T9,T10}, 关 系 为 R= {Ri,R2}, 且 

TU/R = {{21, 22, 3, 4}, {zs, ze, 7, Za}{To, 210}}, 

U/Ro = {{z1, 22, 3}, {Za, Ts, ze, T7}{Zs, To, Z10}}, 
若 针 = {zlzayza,Z4;Z5}, 试 求 出 集合 书 的 上 近似 集 和 下 近似 集 。 
解 根据 题 中 已 知 条 件 , 分 别 简 记 U/R1 和 U/R2 中 的 三 个 子 集 为 {0,1,2}, 则 可 以 建立 起 表 10-4 中 
给 出 的 信息 系统 决策 表 S。 注 意 , 这 里 为 排版 方便 起 见 , 将 信息 系统 决策 表 进 行 了 旋转 。 选 择 集合 
针 = {1,2,3,4,5}, 并 选择 决策 表 中 的 第 一 和 第 二 列 构成 @ 向量, 则 可 以 由 下 面 语句 计算 出 集合 已 的 
上 下 近似 集 和 边界 集 。 


第 10 章 数学 问题 的 非 传统 解法 * 403 


表 10-4 信息 系统 决策 表 


论 域外 Z1 T2 T3 Ta T5 ze I7 Zs T9 T10 
TU/Ri 关系 0 0 0 0 3 1 1 1 2 
U/Ro 关系 0 0 0 1 1 1 1 入 2 


”SsS2=rsupper(X,a,S)，Sd=setdiff(S2,S1) % 上 近似 集 和 边界 集 计算 

可 以 得 出 ,S41 二 [1,2,3, 相 ,52 二 [1,2,3,4,5,6,,Sa 二 [5,6,7]。 从 决策 表 可 见 ,{U/ Ri,U/R2} 构成 
的 集合 总 共有 {0,0},{0, 1},{1, 1},{1,2},{2,2}, 选 择 的 样本 义 二 {1,2,3,4,5}, 涉 及 的 {U/Ri,U/Ro} 
集合 只 有 {0,0}, {0,1} 和 {1,1}, 所 以 ,肯定 属于 样本 集合 义 的 只 有 ,2,3,44}, 亦 BP {21, 222, 和 3, 4}， 
因为 和 zs 一 样 具有 映射 关系 {1,1} 的 还 有 ze,27, 所 以 可 以 得 出 下 近似 集 为 {Z1, ZT2,Z3,T4}。 类 似 地 ， 
可 能 属于 样本 集合 义 的 样本 是 义 的 上 近似 集 ,由 于 ze,z7 和 六 集 合 中 的 zs 都 为 {1,1}, 所 以 上 近似 
集中 除了 下 近似 集中 的 样本 外 还 应 该 包括 25,Te,z7, 这 三 个 样本 亦 为 边界 集 。 此 外 ,由 于 边界 集 非 
空 ,所 以 属于 粗糙 集 。 


在 信息 系统 中 ,对 于 每 个 属性 子 集 RC 4 ,不 可 分 辨 关系 为 
Ind(R)={(z,y) EU xU:reR:r(z)=7(y)} (10-2-3) 


显然 ,Ind(R) 是 一 个 等 价 关 系 ,在 不 产生 混淆 的 情况 下 可 以 用 忆 代 蔡 Ind(R). 不 可 分 辨 关系 的 
MATLAB 函数 可 以 如 下 编写 


10.2.4 粗糙 集 数 据 处 理 问题 的 MATLAB 求 解 


(1) 利用 粗糙 集 理论 的 约 简 。 目 前 社会 已 经 进入 信息 时 代 , 人 们 获得 信息 越 来 越 容易 .但 大 
量 的 未 处 理 的 信息 使 人 们 陷入 “数据 灾难 ”"“ 决 策 灾难 ”, 导 臻 要么“ 疲 于 应 付 ”, 要 么 “ 弃 之 不 
理 ”, 对 解决 这 类 问题 的 研究 ,一 般 称 为 “从 数据 库 中 发 现 知识 ”与 “数据 挖掘 ”。 

信息 系统 约 简 主要 是 使 信息 量 减 少 , 它 将 一 些 无 关 或 多 余 的 信息 忽略 掉 , 而 不 影响 其 原 有 
的 决策 功能 .可 以 设想 将 约 简 后 的 信息 重新 组 合 而 产生 新 的 决策 规则 , 这 类 决策 规则 的 前 提 信 
息 和 结论 信息 可 能 不 同 于 约 简 前 的 任何 一 条 决策 规则 ,但 它们 能 经 推理 而 得 到 相同 或 相近 的 结 
果 。 因 此 这 样 的 研究 成 果 对 数据 挖掘 以 及 数据 库 的 进一步 应 用 将 产生 新 的 影响 。 

所 谓 约 简 , 即 不 含 多 余 属 性 并 保证 分 类 正确 的 最 小 条 件 属性 集 。 一 个 信息 决策 表 可 能 同时 
存在 几 个 约 简 。 关 系 等 价 族 已 中 所 有 不 可 约 去 的 关系 称 为 核 , 由 它 构 成 的 集合 称 为 鼠 的 核 集 ， 
记 成 Core( 刀 )。 这 里 不 详细 介绍 约 简 的 具体 算法 ,只 介绍 依据 约 简 算法 编写 的 几 个 MATLAB 函 
数 ,如 redu() 、core() 等 .关于 约 简 算 法 的 详细 讨论 请 见 文献 [6] 。 

假设 信息 系统 决策 表 由 和 矩阵 5S 表示 , 向 量 c 和 aq 分 别 为 条 件 属 性 C 和 决策 属性 万 的 编 
号 , 则 从 C 属 性 中 相关 的 列 中 直接 使 得 决策 属性 刀 成 立 的 最 少 列 的 求 取 可 以 由 约 简 函 
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数 redu() 找 出 .这 些 函数 的 调用 格式 为 


(2) 粗糙 集 理 论 在 信息 约 简 中 的 应 用 举例 -前面 介绍 了 约 简 的 基本 概念 和 约 简 问题 的 
MATLAB 求 解 函数 , 这 些 函 数 在 本 书 配套 程序 包 中 给 出 , 可 以 直接 使 用 。 下 面 将 通过 两 个 实际 
应 用 的 例子 回来 演示 基于 粗糙 集运 算 的 信息 约 简 方法 及 MATLAB 求 解 。 


例 10-15 0~9 这 10 个 数字 的 显示 一 般 采 用 7 段 数码 管 来 实现 ,这 7 段 数码 管 排序 如 图 10-13(a) 所 
示 。 其 中 某 段 数码 管 发 光 则 记 为 1, 否则 记 为 0, 这 样 每 个 数字 显示 对 应 的 真 值 表 如 表 10-5 所 示 。 试 用 
粗糙 集 的 方法 对 其 进行 约 简 , 找 出 不 必要 的 数码 管 。 


El 01234563199 
Ll PPPPPFPPPP 


(a) 7 段 数码 管 (b) 约 简 示意 图 
10-13 数码 管 显 示 及 数码 管 约 简 结果 


表 10-5 数码 管 显示 真 值 表 


数码 C 属 性 D 数码 C 属 性 D 
Eq a b c de f g 属性 XxX a b c de f gg 属性 
0 中 上 . 1 0 0 5 0 1 1 0 下 1 5 
1 0 1 1 0 0 0 0 1 6 1 0 1 1 1 出 1 6 
2 1 二 0 1 l 0 | 2 可 1 是 1 0 0 0 0 时 
3 js 1 1 9 0 0 1 3 8 " 1 1 1 1 8 
4 0 1 和 0 0 1 1 4 9 了 及 和 1 0 入 1 9 


解 从 人 类 对 数字 的 直观 理解 看 , 这 7 段 数码 管 当然 全 是 必要 的 ,缺少 哪 段 都 不 易 被 人 准确 辨认 出 来 。 
但 如 果 考 虑 用 计算 机 来 识别 数字 ,就 不 一 定 完全 遵循 数字 的 直观 显示 了 , 可 以 有 一 种 内 部 的 映射 。 
若 去 掉 某 一 段 数码 管 后 不 影响 辨认 这 10 个 数字 , 则 得 出 的 新 映射 关系 就 可 以 理解 成 原始 7 段 数 码 
管 形式 的 一 个 约 简 。 利 用 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 立即 得 出 下 面 的 约 简 结果 , 若 最 后 一 个 语句 调 
用 redu() 函数 也 将 得 到 同样 的 结果 。 


可 见 ,Y 二 [1,2,5,6,7] 段 数码 管 是 不 能 约 简 掉 的 ,而 3,4( 即 图 10-13(a) 中 的 c,d 段 ) 是 可 有 可 无 
的 ,去 掉 它 们 并 不 影响 辨认 数码 管 显示 的 数字 , 可 以 用 图 10-13(b) 中 的 映射 关系 辨认 数字 。 这 样 做 虽 
然 对 人 工 辨认 没有 什么 好 处 ,但 对 机 器 辨认 数字 无 疑 会 很 方便 , 对 机 器 视觉 和 书写 体 数字 识别 等 领 
域 是 很 有 用 途 的 。 
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例 10-16 SARS 是 2003 年 给 全 球 带 来 愁 慌 的 疾病 ,其 准确 诊断 是 很 困难 的 。 这 里 给 出 从 报刊 提取 出 
的 一 些 数据 ,构成 表 10-6, 试 利用 粗糙 集 理 论 对 给 出 的 12 个 条 件 进 行 约 简 , 找 出 辅助 诊断 的 最 主要 
的 条 件 。 这 里 的 数据 有 些 不 确切 ,数据 样本 也 不 完全 , 所 以 不 能 真正 用 于 临床 诊断 。 


表 10-6 SARS 患者 和 正常 人 若干 检测 指标 表 


C 属性 D 
干咳 呼吸 困难 血液 检测 高 烧 38°C XX 射线 浓 羔 白细胞 多 寒战 肌肉 酸痛 乏力 胸膜 痛 头痛 SARS 
0 


全 


U 
| 
2 0 
3 1 
4 0 
5 1 
6 0 
入 
8 1 
9 1 
10 1 
0 
1 


coo-~o~or~roooor 
-rrooocoror 
pppprpoOcrppoOor 
coococrrrroeoecee= 
coeoococorrrreoeoose= 
coococccrreooeecse= 
rrrrerereer 
rrrrreorerer 
Prrrerrrermeecer 
-ppprpoOooocooor 


0 
0 
1 
L 
下 
L 
0 
1 
0 
出 


Cocoocoocreorrmeoee 
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解 根据 题 意 ,可 以 给 出 如 下 命令 来 进行 条 件 约 简 ,最 后 得 出 的 条 件 为 Y = [3, 外 ,表示 第 三 和 第 四 列 
是 诊断 SARS 的 重要 因素 , 亦 即 “血液 检测 呈 阳 性 ”和 “高 烧 38"C”。 


10.2.5 粗糙 集约 简 的 MATLAB 程序 界面 


基于 粗糙 集约 简 的 理论 和 方法 ,编写 了 MATLAB 程 序 界面 。 在 MATLAB 提 示 符 下 输 
入 rsdav3 命 令 则 将 启动 该 程序 界面 ,得 出 如 图 10-14 所 示 的 对 话 框 ,用 户 可 以 由 其 中 的 
Browse 按钮 读 入 信息 系统 决策 表 , 给 出 C 属 性 和 妃 属性 所 需 的 列 号 , 则 可 以 进一步 进行 分 
析 。 例 如 , 单 击 Redu 按钮 可 以 进行 约 简 , 结果 将 在 Results 栏 目 显示 出 来 。 


10.3 ”人工 神 经 网 络 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 


人 工 神经 网 络 是 在 对 复杂 的 生物 神经 网 络 研究 和 理解 的 基础 上 发 展 起 来 的 .人 脑 是 由 大 约 
101 个 高 度 互 连 的 单元 构成 ,这 些 单元 称 为 神经 元 ,每 个 神经 元 约 有 104 个 连接 四。 仿照 生物 的 
神经 元 , 可 以 用 数学 方式 表示 神经 元 ,引入 人 工 神经 元 的 概念 , 并 由 神经 元 的 互 连 可 以 定义 出 不 
同 种 类 的 神经 网 络 。 限 于 当前 的 计算 机 水 平 ,人工 神经 网 络 不 可 能 有 人 脑 那么 复杂 .本 节 将 首先 
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Rough Sets 
Ele Edt View lnsert Iools Desktop Window Help a 
Rough Sets Data Analysis Program 
Decision Table of 60x13 core(CD) PIRA) ] 
Ceoums D coums ss 地 | 
112 13 RCHower order(C,D) | 
Aset Rset Yset RO upper hep ] 
SGFARDX) ear | 
Postcpx) qu ] 
| 3458910 = Cucon | about 
局 Val_red(R'D) 


图 10-14 粗糙 集 数 据 分 析 程 序 界面 
介绍 人 工 神经 元 和 人 工 神经 网 络 的 数学 结构 , 然后 介绍 神经 网 络 的 建立 ,训练 与 泛 化 的 概念 以 
及 MATLAB 语 言 的 神经 网 络 工具 箱 在 解决 这 些 问题 中 的 应 用 , 最 后 介绍 一 个 用 户 界面 来 利用 
神经 网 络 求解 数据 拟 合 中 的 问题 。 
10.3.1 神经 网 络 基 础 知识 
(1) 单个 人 工 神经 元 的 数学 模型 .单个 人 工 神经 元 的 数学 表示 形式 如 图 10-15 所 示 。 其 中 ， 
Z1,T2，,… ,Zn 为 一 组 输入 信号 ,它们 经 过 权 值 w; 加 权 后 求 和 , 再 加 上 阔 值 六 则 得 出 忆 的 值 ,可 
以 认为 该 值 为 输入 信号 与 阔 值 所 构成 的 广义 输入 信号 的 线性 组 合 。 该 信号 经 过 传输 函数 j(.) 可 


以 得 出 神经 元 的 输出 信号 y。 
输入 端 zi 
Za = ee = 


传输 函数 了) 一 一 一 >O 
输出 端 y 


阅 值 b 
图 10-15 神经 元 的 基本 结构 
在 神经 元 中 , 权 值 和 传输 函数 是 两 个 关键 的 因素 . 权 值 的 物理 意义 是 输入 信号 的 强度 , 若 涉 
及 多 个 神经 元 则 可 以 理解 成 神经 元 之 间 的 连接 强度 ,神经 元 的 权 值 wi 应 该 通过 神经 元 对 样本 
点 反复 的 学 习 过 程 而 确定 , 而 这 样 的 学 习 过 程 在 神经 网 络 理论 中 又 称 为 训练 .传输 函数 又 称 为 
激励 函数 ,可 以 理解 成 对 va 信号 的 非 线性 映射 ,一 般 的 传输 函数 应 该 为 单 值 函 数 , 使 得 神经 元 是 
可 逆 的 。 常 用 的 传输 函数 有 Sigmoid 函数 和 对 数 Sigmoid 函数 , 它们 的 数学 表达 式 分 别 为 


ee 家 下 -二 
Sigmoid 函数 f(z) 1+e-2 1 十 e-2z (10-3-1) 


对 数 Sigmoid 函数 f(z) = 


和 直人 
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当然 也 可 以 使 


数 的 形状 及 基于 MATLAB 神经 网 络 工具 箱 的 绘制 方法 。 
例 10-17 试 绘制 各 种 常用 的 传输 函数 曲线 。 
解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 绘制 出 Sigmoid 函数 的 曲线 ,如 图 10-16 所 示 。 
>> x=-2:0.01:2; y=tansig(x); plot(x,y) %Sigmoid 函数 的 曲线 绘制 
用 logsig() 语句 取代 前 面 的 tansig() 函数 则 得 出 对 数 Sigmoid 函数 曲线 。 另 外 ,由 其 他 函数 
可 以 绘制 出 其 传输 函数 曲线 ,如 图 10-16 所 示 , 同时 标 出 了 绘制 这 些 传 输 函 数 的 MATLAB 函数 名 。 


简单 的 饱和 函数 和 阶 跃 函数 作为 传输 函数 。 下 面 将 通过 例子 介绍 各 类 传输 函 


1 


1 
08 08 
05 
06 06 
0 
04 04 
02 02 
-1 0 0 
-2 1 0 1 2 2 0 1 2 2 1 0 1 2 
Ca)tansig() (Cb)logsig(O) (c)radbas() 
1 1 1 
08 08 
05 
06 06 
0 
04 04 
” 02 02 
-1 0 0 
二 = 0 1 2 2 1 0 2 了 也 0 1 2 
(d)satlin() (e)hardlims() (Dtribas() 


(2) 人 工 神 经 网 络 。 由 前 


图 10-16 各 种 传输 函数 曲线 


面 定 义 的 人 工 神 经 元 进行 相互 连接 , 则 可 以 构成 网 络 的 形式 , 称 


为 人 工 神经 网 络 。 在 不 引起 歧义 的 时 候 可 以 简称 为 神经 网 络 。 采 用 不 同 的 神经 元 连接 方式 ， 


就 可 以 构造 出 不 同形 式 的 神经 


练 过 程 中 ,训练 误差 是 按 与 审 


(back-propagation, BP ) 神 经 网 
层 , 有 几 个 中 间 层 , 又 称 为 隐 层 , 而 最 后 一 个 隐 层 又 称 为 输出 


络 .BP 网 的 基本 网 络 结构 如 


二 


网 络 。 本 节 中 只 考虑 前 馈 型 神经 网 络 的 结构 。 在 神经 网 络 的 训 
经 网 络 相反 的 方向 进行 传播 的 ,所 以 这 类 网 络 又 称 为 反 向 传播 
图 10-17 所 示 。 该 网 络 有 一 个 输入 
。 在 文献 中 还 有 大 量 的 神经 网 络 


类 型 ,如 Hopfield 网 络 、 自 组 织 映射 网 络 等 .从 应 用 角度 看 , MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提供 了 


10.3.2 前 馈 型 神经 网 络 
若 想 使 


;神经 网 络 工具 箱 还 提供 了 patternnet() 函数 ,可 以 直接 使 


于 数据 拟 合 的 神经 网 络 , 可 以 用 fitnet() 来 定义 ,事实 上 ,这 样 的 网 络 就 是 一 个 两 层 的 前 馈 
型 神经 网 络 , 所 采用 的 训练 算法 是 Levenberg-Marquardt 反 向 传播 算法 。 对 模式 识别 方面 的 应 


入。 


神经 网 络 去 解决 问题 ,一 般 应 该 经 过 三 个 必要 的 步骤 :第 一 步 是 建立 起 神经 网 络 
汐 结 构 ; 第 二 步 是 训练 神经 网 络 ;第 三 步 是 神经 网 络 的 泛 化 , 泛 化 实际 上 就 是 神经 网 络 的 仿真 与 
检验 。 下 面 将 分 别 介绍 这 三 个 步骤 ,侧重 于 介绍 基于 MATLAB ] 


[ 具 的 神经 网 络 使 


方法 。 


(1) 建立 神经 网 络 的 结构 ,以 两 层 网 络 为 例 ,kk = 2,m 为 输出 端子 的 个 数 ,n 为 输入 端子 路 
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图 10.17 前 饥 型 神经 网 络 的 基本 结构 

数 ,p 为 隐 层 节点 个 数 ,这 时 ,神经 网 络 示意 图 如 图 10-18 所 示 。 隐 层 节点 在 传输 函数 前 后 的 值 分 

别 为 n 

中 w= writby, WwW=P(w), j=1,.,p (10-3-2) 
二 


其 中 ,bi; 为 隐 层 节点 的 阔 值 ,而 输出 层 传输 函数 前 后 的 信号 分 别 为 


也 
芒 = Dv +b;， 妨 二 Fa(y’), i TS (10-3-3) 


a 


4 


隐 层 


图 10-18 单个 隐 层 的 前 馈 神经 网 络 的 基本 结构 


利用 MATLAB 语 言 的 神经 网 络 工具 箱 提供 的 现成 函数 和 神经 网 络 类 , 建立 一 个 前 馈 的 

BP 神经 网 络 模 型 还 是 很 容易 的 , 可 以 使 用 feedforwardnet() 函数 ,该 函数 具体 的 调用 格式 为 
met=feedforwardnet (h,f) 

其 中 ,hh = [hi,h2,… ,hx] 为 各 隐 层 节点 个 数 向 量 , 了 为 训练 用 函数 ,默认 值 为 'trainlm' , 表 
示 采 用 Levenberg-Marquardt 反 向 传播 训练 算法 .给 了 该 命令 就 可 以 构造 出 神经 网 络 数 据 对 
象 net, 该 对 象 的 一 些 重要 属性 在 表 10-7 中 给 出 。 

前 馈 神 经 网 络 下 经 常 使 用 的 两 个 函数 是 fitnet() 和 patternnet(), 它们 的 调用 格式 与 
feedforwardnet() 函数 完全 一 致 ,分 别 适用 于 数据 拟 合 与 模式 识别 .下 面 通过 例子 演示 神经 网 
络 对 象 的 建立 。 


两 个 隐 层 ,其 第 一 层 有 四 个 节点 ,第 二 隐 层 有 六 个 节点 。 
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表 10-7 神经 网 络 对 象 的 常用 属性 


属性 名 数据 类 型 属性 说 明 默认 参数 
net.IW 单元 数组 ”输入 层 和 隐 层 加 权 , 其 中 net.IW{1} 为 输入 层 的 加 权 和 矩阵 ， 随机 
net.IW{i 十 1} 为 第 i 隐 层 的 加 权 和 矩阵 
net .numInputs 整 型 ”输入 路 数 ,可 以 由 输入 、 输 出 样本 点 的 维 数 自动 计算 
net .numLayers 整 型 隐 层 数 , 可 由 feedforwardnet() 函数 调用 时 自动 确定 
net.LW 单元 数组 ”输入 层 和 隐 层 加 权 , 其 中 net .IW{1} 为 输入 层 的 加 权 算 阵 ， 随机 


net.IW{i 十 1} 为 第 i 隐 层 的 加 权 和 矩阵 
net .trainParam.epochs 整 型 最 大 训练 回合 数 , 当 误 差 准则 满足 ,即使 未 训练 到 此 步骤 也 将 100 
停止 训练 ,返回 训练 结果 


net .trainParam .1 实 型 自 0.01 
net .trainParam.goal 实 型 训练 认 则 , 当 误 差 小 于 此 值 时 停止 训练 0 
net.trainFcn 字符 串 ” 训练 算法 , 可 选 'traincgf' ( 共 思 梯度 法 )、'train' ( 批 'train' 
处 理 训练 算法 )、'traingdm' (带动 量 的 梯度 下 降 算 法 )、 
'trainlm' 等 


解 这 两 个 前 馈 网 络 由 下 面 的 语句 即 可 以 直接 建立 起 来 
>> net1i=fitnet (8); net2=fitnet([4 6]); % 构 造 两 个 不 同 的 拟 合 神经 网 络 模型 
除了 神经 网 络 结构 之 外 ,还 可 以 用 下 面 的 语句 格式 直接 设 定 其 他 参数 ,如 
net.trainparam.epochs=300, net .trainFcn='traingdm' 
(2) 神经 网 络 的 训练 .如 果 已 知 六 组 用 于 训练 的 实际 样本 点 数据 , 其 输入 和 输出 之 间 关 系 
对 照 如 下 


Zi Tl2 … mm 今 加 Nm 
7Z21 T22 … Ton 全 加 …， 加 m 

. z . 和 (10-3-4) 
ZNi ZN ”Twn DY Ym 


神经 网 络 要 解决 的 问题 是 通过 已 知 数据 ,反复 训练 神经 网 络 ,得 到 两 层 的 加 权 量 wij ,viy 和 
阔 值 bij, 使 得 神经 网 络 的 计算 输出 信号 y; 与 实际 期 望 输出 信号 况 的 误差 最 小 ,一 种 较 合 适 的 方 
式 就 是 使 得 误差 的 平方 和 最 小 , 即 


N mm 


min 》 >》 (ua 一 2 (10-3-5) 


W,V l=1 i=1 
其 中 ,下 标 1 为 样本 组 数 。 
对 于 这 样 的 无 约束 最 优化 问题 , 可 以 采用 反复 地 求 导 、 解 方程 来 得 出 决策 矩阵 W 和 VV, 或 
采用 共 儿 梯 度 法 等 算法 来 搜索 最 优 值 .给 出 权 值 Wij 和 Vi 的 初 值 W2 和 V9, 则 可 以 通过 下 面 
的 递 推算 法 修正 权 值 ,得 出 回 
Wi = Wy + Beyatl, Vit! = Vi + adiy} (10-3-6) 

其 中 ,i 二 1,… ,n5j 二 1,… ,pst 二 1,… ,msa 和 PB 为 人 为 指定 的 速度 常数 .中 间 变 量 al,， 
,看 可 以 先 代 求 出 。 

若 建立 了 神经 网 络 模型 net, 则 可 以 调用 train() 函数 对 神经 网 络 参 数 进行 训练 .该 函数 
的 调用 格式 为 [Get ,tr, 玉 ,B]train(net, 尺 ,Y) ,其 中 ,变量 入 为 nxM 和 矩阵 ,n 为 输入 变 
量 的 路 数 , M 为 样本 的 组 数 ,Y 为 mx M 矩阵 ,mm 为 输出 变量 的 路 数 , 筷 ,六 分 别 存储 样本 点 的 


"410。 
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输入 和 输出 数据 ,由 样本 点 数据 进行 训练 , 则 可 得 出 训练 后 的 神经 网 络 net, 且 可 以 返回 其 他 相 


关 的 内 容 ,tr 为 结构 体 数据 ,返回 训练 的 相关 跟踪 信息 ,tr.epochs 为 训练 回 


合 数 ,tr.perf 为 


各 步 训练 中 目标 函数 的 值 。 和 和 加 矩阵 分 别 返 回 由 神经 网 络 计 算出 的 输出 和 误差 矩阵 ,在 训练 


过 程 中 将 每 隔 25 步 自动 显示 一 次 训练 指标 .训练 结束 后 还 可 以 用 置 


) 语句 绘制 出 目 


标 值 曲线 。 该 界面 将 自动 显示 如 图 10-19 所 示 的 训练 界面 .除了 训练 出 神经 网 络 模型 之 外 , 该 界 
面 还 提供 了 一 些 按钮 ,显示 训练 的 中 间 结 果 曲 线 。 


Br Neural Network Training (nntraintool) - 0O x 
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如 果 在 给 出 的 最 大 训练 回合 数 下 无 法 得 出 满足 要 求 的 网 络 , 则 将 给 出 错误 的 信息 提示 。 用 
户 可 以 再 调用 该 函数 一 次 ,这 时 将 以 上 次 的 训练 结果 加 权 和 矩阵 为 初 值 继续 训练 ,用 户 可 以 循环 
调用 该 语句 。 若 误差 在 几 次 循环 后 仍 无 显著 改善 , 则 说 明 网 络 结构 有 问题 , 应 修改 网 络 结构 。 

(3) 神经 网 络 的 泛 化 .神经 网 络 训练 完成 后 , 可 以 利用 该 网 络 对 样本 区 域内 的 其 他 输入 量 
求解 其 输出 值 ,这 种 求 值 的 方法 称 为 神经 网 络 的 仿真 或 泛 化 (generalization), 可 以 理解 为 利用 
,对 新 的 输入 点 数据 已 1 调用 sim() 函数 进行 泛 化 ,得 

) ,用 于 =ne 四 也 可 得 出 一 致 的 结果 ,其 中 ,net 是 实际 的 


神经 网 络 进行 数据 拟 合 
输出 矩阵 歼 , 且 
神经 网 络 变量 名 。 


图 10-19 神经 网 络 拟 合 界面 


H 这 些 输入 点 处 的 
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神经 网 络 是 否 成 功 不 在 于 对 样本 点 本 身 拟 合 误差 的 大 小 , 关键 在 于 其 泛 化 效果 。 如 果 对 样 
本 点 以 外 的 其 他 输入 点 均 有 较 好 的 拟 合 , 则 说 明 该 神经 网 络 结构 合理 , 否则 ,训练 出 来 的 神经 网 
络 没有 应 用 价值 .下 面 将 通过 例子 来 演示 神经 网 络 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 及 神经 网 络 控制 参 
数 对 训练 的 影响 。 
例 10-19 考虑 用 例 8-25 中 给 出 的 数据 ,试用 神经 网 络 对 其 进行 拟 合 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 输入 样本 点 数据 ,并 选择 前 馈 神 经 网 络 。 设 有 两 个 隐 层 , 因为 最 后 一 个 隐 层 实 
际 上 为 输出 层 , 所 以 其 节点 个 数 应 该 与 输出 路 数 一 致 , 故 节点 数 为 一 。 现 在 令 第 一 隐 层 节点 个 数 为 
五 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 进行 神经 网 络 训 练 ,得 出 如 图 10-19 所 示 的 训练 界面 。 选 择 更 密集 的 输入 数 
据 进 行 泛 化 , 则 可 以 得 出 如 图 10-20 所 示 的 泛 化 效果 。 可 见 , 这 样 得 出 的 拟 合 效果 是 令 人 满意 的 ,和 理 
论 曲线 之 间 看 不 出 任何 差异 。 
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(a) 训练 误差 曲线 (b) 拟 合 效果 比较 


图 10-20 神经 网 络 的 训练 与 拟 合 


可 以 用 下 面 的 语句 显示 出 神经 网 络 的 权 值 
”>> wi=net.IW{1}，w2=net.LW{2,1} % 隐 层 权 值 和 输出 层 权 值 的 显示 
得 出 输入 层 到 隐 层 的 加 权 为 wT 二 [一 6.4589, 一 5.8420, 一 5.1430, 4.9068, 一 7.3987], 而 隐 层 到 输 
出 层 的 权 值 为 aoa = [一 0.6343, 0.5038, 一 0.8231, 一 1.3635, 一 0.8936] 。 
可 以 用 EGG 蜀 兮 仿 吕 示 神 经 网 络 的 结构 ,如 图 10-21 所 示 。 


$ Function Fiting Neural Network (view) 
Hidden 


Input 


1 


图 10-21 前 馈 型 神经 网 络 的 结构 显示 


选择 不 同 的 训练 算法 ,将 得 出 不 同 的 误差 曲线 ,如 图 10-22(a) 所 示 ,还 可 以 得 出 拟 合 曲线 ,如 
图 10-22(b) 所 示 , 这 里 可 以 直接 用 神经 网 络 变量 名 就 可 直接 实现 网 络 的 泛 化 。 
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从 训练 效果 看 ,用 其 他 算法 很 多 步 数 难以 达到 的 训练 效果 用 Levenberg-Marquardt 算法 可 以 
较 少 步 就 能 得 出 满意 的 效果 。 其 他 训练 算法 得 出 的 拟 合 效果 也 不 是 很 理想 ,所 以 建议 采用 默认 的 
Levenberg-Marquardt 训练 算法 。 


共 辆 梯度 法 


带动 量 的 梯度 下 降 算法 


Levenberg-Marquardt 算 ; 


50 100 150 0 2 4 6 8 10 
(a) 不 同 训练 算法 下 的 指标 曲线 (b) 拟 合 效果 比较 
10-22 不 同 训练 算法 及 拟 合 结果 
车 增 加 隐 层 节点 个 数 ,例如 增加 到 15, 则 可 以 重新 建立 神经 网 络 ,并 进行 训练 ,从 训练 结果 看 ,只 
用 50 步 就 能 得 出 极 小 的 拟 合 误差 ,如 图 10-23(a) 所 示 。 得 出 的 曲线 拟 合 结果 如 图 10-23(b) 所 示 。 
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(a) 训练 误差 (b) 神经 网 络 曲线 拟 合 效果 


10-23 隐 层 节点 个 数 选 为 15 时 神经 网 络 拟 合 效果 


从 得 出 的 拟 合 结果 看 ,似乎 无 限 增 大 隐 层 节点 个 数 就 可 以 改进 拟 合 效果 。 其 实 不 然 , 增 大 节点 个 
数 会 改善 对 样本 点 的 拟 合 ,但 对 其 他 点 的 函数 拟 合 将 得 出 如 图 10-23(b) 所 示 的 结果 , 亦 即 神经 网 络 
泛 化 出 现 了 问题 , 故 不 能 无 限 增加 节点 个 数 。 不 过 节点 个 数 如 何 选择 至 今 没有 公认 的 解析 方法 ,只 能 
根据 实际 情况 用 试 凑 方 式 选择 。 
例 10-20 考虑 前 面 例子 建立 的 神经 网 络 模型 , 试 在 Simulink 环境 下 构造 一 个 仿真 模型 ,观察 在 正弦 
信号 激励 这 个 神经 网 络 得 出 的 输出 曲线 。 
解 可 以 用 MATLAB 函数 gensim() 自动 生成 一 个 神经 网 络 的 Simulink 模 块 ,这 样 ,就 能 搭建 起 正 
弦 信 号 激励 神经 网 络 的 Simulink 仿 真 模型 ,如 图 10-24(a) 所 示 。 对 该 系统 进行 仿真 则 可 以 得 出 如 
图 10-24(b) 所 示 的 仿真 结果 。 事 实 上 ,该 仿真 结果 用 下 面 的 命令 也 可 以 得 出 。 
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sin (——P|Input output 一 一 一 CI 0.1 
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(a) Simulink 模型 (cl0mnnla.mdl) (b) 输出 信号 
10-24 Simulink 模型 与 输出 信号 


例 10-21 试用 神经 网 络 对 例 8-7 中 给 出 的 二 元 函数 进行 曲面 拟 合 。 
解 先 考 虑 用 下 面 的 语句 输入 样本 数据 ,选择 两 个 隐 层 网 络 ,每 层 均 有 十 个 节点 ,这 样 就 可 以 用 下 面 
的 语句 对 该 网 络 进行 训练 ,并 得 出 如 图 10-25(a) 所 示 的 泛 化 结果 。 


0 0 a 0 
-2 -3 2 
(a) 两 个 隐 层 各 有 10 个 节点 (b) 两 个 隐 层 各 有 20 个 节点 
图 10-25 不 同 结构 的 拟 合 效果 


这 样 的 泛 化 效果 不 是 很 理想 , 部 分 点 处 有 较 大 的 波动 ,现在 设 定 两 个 隐 层 都 有 20 个 节点 , 则 可 
以 得 出 如 图 10-25(b) 所 示 的 泛 化 效果 。 可 见 , 泛 化 效果 恶化 ,说 明 节点 数 选择 过 多 。 从 总 体 拟 合 效果 
看 ,神经 网 络 直接 拟 合 效果 比 前 面 介绍 的 插值 方法 差 。 


如 果 选 择 单 隐 层 网 络 或 三 隐 层 的 网 络 , 则 可 以 得 出 如 图 10-26(a)、(b) 所 示 的 拟 合 效果 。 
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(a) 单 隐 层 网 络 的 拟 合 (b) 三 隐 层 网 络 的 拟 合 
图 10-26 神经 网 络 的 二 元 函数 拟 合 结果 

例 10-22 考虑 例 8-5 给 出 的 比较 夸张 的 插值 问题 。 该 例 中 曾 成 功 地 由 5 个 已 知 的 点 拟 合 出 正弦 函 
数 。 试 用 神经 网 络 求解 同样 的 问题 ,看 看 能 不 能 拟 合 出 正弦 函数 。 
解 可 以 尝试 不 同 的 隐 层 节点 个 数 ,不 过 不 管 怎样 尝试 都 不 能 成 功 恢复 出 正弦 函数 ,得 到 的 结果 如 
图 10-27 所 示 。 

>> x=[0,0.4,1 2,pi]; y=sin(x); xl=0:0.01:pi; net=fitnet(10); % 样 本 点 数据 与 泛 化 点 

net=train(net ,x,y); yl=net (x1); plot(x1,y1,x,y,'0') % 神 经 网 络 建 模 、 训 练 与 泛 化 


Ls 


mo 0.5 lL 15 2 2.5 3 
图 10-27 拟 合 正 弦 函 数 的 失败 结果 


在 神经 网 络 研究 中 ,经常 有 人 引用 这 样 的 理论 结果 , 即 三 层 BP 网 络 可 以 按 任 意 精度 逼近 给 
定 函数 .不 过 从 这 样 普通 的 例子 看 , 节点 个 数 的 选择 对 拟 合 效果 至 关 重要 , 而 节点 个 数 究竟 如 何 
选择 至 今 没 有 任何 公认 的 方法 , 只 能 通过 试 凑 的 方法 去 选择 。 本 例 试 用 了 神经 网 络 工具 箱 中 提 
供 的 全 部 训练 算法 , 也 无 法 得 到 接近 于 样 条 插值 拟 合 效果 的 神经 网 络 模型 。 
10.3.3 径 向 基 网 络 结构 与 应 用 

径 向 基 函 数 (radial basis function, RBF) 是 一 类 特殊 的 指数 函数 ,其 数学 描述 为 

W(z) =e tecll = eHe-o) (eo) (10-3-7) 

其 中 ,c 为 聚 类 中 心 点 ,而 b>0 为 聚 类 调节 参数 .在 神经 网 络 工具 箱 中 ,radbas() 函数 可 以 计算 
出 标准 径 向 基 函 数 克 = e-”? 的 曲线 参数 ,而 简单 的 计算 语句 能 求 出 式 (10-3-7) 中 的 对 应 关系 。 

径 向 基 网 络 是 一 类 特殊 的 神经 网 络 结构 。 考 虑 图 10-18 中 给 出 的 一 般 三 层 前 馈 网 络 结构 ,如 
果 隐 层 的 传输 函数 六 (zx) 为 径 向 基 函 数 ,输出 层 的 传输 函数 瑟 (z) 为 线性 函数 , 则 此 结构 的 网 络 
称 为 径 向 基 网 络 。 
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例 10-23 试 绘制 不 同 参数 (c,5b) 下 的 径 向 基 函 数 曲 线 。 
解 取 中 心 点 c 二 一 2,0,2, 并 假设 5b 二 1, 则 径 向 基 品 元 曲线 可 以 由 下 面 的 语句 得 出 ,如 图 10-28(a) 所 
示 。 可 见 ,这 些 曲线 形状 完全 相同 ,不 同 的 是 它们 有 c 单 位 的 平移 。 


(a) 不 同 的 ce 参数 (b) 不 同 的 5 参数 
10-28 不 同 参数 下 径 向 基 函 数 曲 线 


选择 中 心 点 c= 二 0, 并 假设 b= [0.1,1,5], 则 径 向 基 函 数 曲 线 如 图 10-28(b) 所 示 。 


虽然 网 络 结构 都 是 前 馈 型 的 ,但 径 向 基 网 络 的 训练 方式 不 是 采用 反 向 误差 传播 实现 的 , 所 
以 径 向 基 网 络 不 是 BP 网络. 从 MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 使 用 看 , 径 向 基 网 络 的 使 用 要 简单 
得 多 ,只 用 两 个 函数 newrbe() 和 sim() 就 可 以 实现 神经 网 络 的 建立 ,训练 和 泛 化 全 过 程 . 下 面 
还 是 通过 例子 来 演示 这 些 函数 的 使 用 。 
例 10-24 考虑 用 例 10-19 中 给 出 的 数据 ,试用 径 向 基 神 经 网 络 对 其 进行 拟 合 。 
解 用 下 面 的 语句 输入 样本 点 数据 ,用 简单 的 语句 对 其 泛 化 ,立即 可 以 得 出 如 图 10-29 所 示 的 泛 化 效 
果 。 可 见 ,这 样 得 出 的 拟 合 效果 是 令 人 满意 的 ,和 理论 曲线 之 间 看 不 出 任何 差异 。 从 曲线 拟 合 数据 效 
果 看 ,RBF 网 络 明显 优 于 前 面 介 绍 的 BP 网 络 。 这 里 采用 的 隐 层 节点 个 数 为 21, 两 层 的 权 值 可 以 由 
net .IW{1} 和 net .LW{1} 读 出 。 


例 10-25 试用 RBF 神经 网 络 拟 合 例 10-21 中 的 二 维 曲面 。 

解 前 面 曾 演示 过 ,采用 一 般 BP 网 络 不 能 很 好 地 拟 合 本 例 中 的 二 维 曲面 。 下 面 给 出 用 RBF 网 络 结构 
重新 进行 拟 合 ,可 以 给 出 下 面 的 语句 ,得 出 的 拟 合 效果 在 图 10-30 给 出 。 可 见 ,这 样 得 出 的 拟 合 效果 远 
远 优 于 BP 网 络 ,但 略 差 于 二 维 样 条 插值 效果 。 径 向 基 函 数 网 络 自动 选择 的 隐 层 节点 个 数 为 121。 
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图 10-29 一 维 曲线 拟 合 效果 图 10-30 二 维 曲 面 拟 合 效果 

例 10-26 重新 考虑 例 10-22 中 的 夺 张 拟 合 问题 ,试用 径 向 基 网 络 求解 该 问题 。 

解 可 以 由 下 面 的 命令 直接 构造 出 带 有 五 个 隐 层 节点 的 解析 解 网 络 , 拟 合 效果 如 图 10-31 所 示 。 可 以 
看 出 拟 合 的 精度 还 是 很 高 的 ,如 果 将 该 神经 网 络 用 于 数值 积分 , 则 得 出 的 结果 为 了 二 1.9963。 从 精度 
上 看 ,比例 8-15 中 三 次 样 条 初 值 的 精度 高 , 比 BB 样 条 的 精度 低 。 


» 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
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图 10-31 正弦 函数 的 拟 合 效果 


10.3.4 神经 网 络 界面 


MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提 供 了 一 个 可 以 直接 使 用 的 程序 .在 MATLAB 命令 窗口 中 
给 出 antool 命令 ,打开 一 个 如 图 10-32 所 示 的 图 形 用 户 界面 , 可 以 用 该 界面 建立 所 需 的 神经 网 
络 模型 , 并 可 以 由 已 知 数据 对 该 网 络 进行 训练 、 仿 真 , 下面 将 通过 例子 演示 该 界面 的 使 用 。 

例 10-27 考虑 用 例 10-19 中 给 出 的 数据 和 神经 网 络 拟 合 效 果 , 试 利用 神经 网 络 工具 箱 的 nntool 界面 
完成 同样 的 拟 合 。 

解 先 输入 已 知 数据 ,然后 启动 nntool, 得 出 如 图 10-32 所 示 的 程序 界面 。 可 以 通过 这 个 界面 对 给 定 
的 数据 进行 神经 网 络 拟 合 。 
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夫 Neural Network/Data Manager (nntool) 一 口 x 
Input Data: 于 Networks 唱 output Data: 
OTargetDats: MError Data: 
WY Input Delay States: 加 Layer Delay States: 
多 Impot- || 留 New.. || 口 open || SExport. | MDelete | | DhHelp | © dose 


图 10-32 神经 网 络 应 用 界面 


如 果 想 利用 神经 网 络 拟 合 系统 ,首先 需要 将 数据 输入 到 此 界面 。 单 击 Import 按 钮 将 弹出 如 
图 10-33 所 示 的 对 话 框 。 将 中 间 栏 目下 的 x,x0 两 个 现 有 的 MATLAB 工作 空间 变量 作为 输入 变量 


区 Import to Network/Data Manager 一 口 党 
Source Select a Variable Destination 
® Import from MATLAB workspace 。 jno selection) Name 
O Load from disk fe 网 Ek 
ans | 
MAT-fle Name net Import As: 
[ Network 
|tr 
EEC 图 Input Data 
EO 1. 0... 
bo 
O Initial Input States 
© Initial Layer States 
© Output Data 
O Error Data 


| od 


10-33 数据 输入 界面 


(右面 栏目 的 Inputs) 输 入 ,将 变量 了 作为 目标 变量 ( 亦 即 Targets) 输 入 到 界面 中 。 

导入 了 所 需 的 数据 , 单 击 主 界面 中 的 New Network 按钮 来 选择 神经 网 络 的 结构 ,这 样 得 出 如 
图 10-34 所 示 的 界面 。 其 中 ,默认 的 网 络 结构 是 前 馈 型 反 向 传播 网 络 结构 (Feedforward Backprop) 。 
保持 各 个 默认 的 网 络 结构 ,将 网 络 层 数 (Number of layers) 设 置 成 二 ,在 下 面 的 列表 框 中 分 别 选择 
不 同 的 节点 数 ,第 一 层 选 择 八 个 节点 数 ,第 二 层 选 择 一 个 节点 。 在 第 一 层 中 选择 传输 函数 (Transfer 
Function ) 为 Logsig, 第 二 层 选择 传输 函数 为 Pureline, 单 击 Create 按 钮 就 可 以 确定 神经 网 络 结构 , 关 
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需 Create Network or Data 一 x 
Network Data 
Name 
network2 
Network Properties 
Network Type: Feed-forward backprop ~ 
Input data: (Select an Input) ~ 
Target data: (Selecta Target) ~ 
Training function: TRAINLM ~ 
Adaption learning function: (LEARNGDM ~ 
Performance function: MSE ~ 
Number of layers: 2 
properties for: Layer1 ~ 
Number of neurons: |5 | 
Transfer Function: [TANSIG ~ 
器 vew | 守 Restore Defaults 
DhHelp | create | | © dlose 


图 10-34 神经 网 络 结构 设置 对 话 框 


闭 此 窗口 。 
神经 网 络 结构 确定 后 , 单 击 View 即 可 以 显示 神经 网 络 结构 ,如 图 10-35 所 示 。 
雪 Custom Neural Network (view) 一 口 演 
Hidden Layer Output Layer 
Input Output 
1 1 
5 1 


10-35 神经 网 络 结构 


现在 可 以 训练 神经 网 络 了 。 单 击 Train 按钮 ,得 出 如 图 10-36 所 示 的 对 话 框 。 在 对 话 框 中 需 
要 输入 训练 用 已 知 数据 ,如 在 Inputs 和 Targets 栏 目 分 别 填写 x 和 y。 另 外 ,还 可 以 单 击 Training 
Parameters 标签 指定 神经 网 络 训练 的 控制 参数 ,得 出 如 图 10-37 所 示 的 对 话 框 ,例如 将 训练 回合 数 
(epochs) 设 置 为 1000, 这 时 程序 将 自动 训练 网 络 参数 , 当 误差 指标 满足 时 会 自动 停止 训练 ,得 出 所 需 
的 参数 。 

单 击 Train Network 按钮 就 可 以 开始 训练 , 得 出 如 图 10-22(a) 所 示 的 训练 误差 曲线 。 可 见 ,这 样 
的 训练 误差 很 小 ,将 训练 得 出 的 网 络 模型 输出 (Export) 到 MATLAB 环境 中 ,这 时 将 由 下 面 的 语句 绘 
制 出 曲线 拟 合 与 泛 化 结果 ,如 图 10-22(b) 所 示 。 
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了 吏 Network: network1 一 口 上 4 
View Train Simulate Adapt Reinitialize Weights View/Edit Weights 


Training Info Training Parameters 


Training Data Training Results 

Inputs x v| Outputs network1_outputs 
Targets 区 vv Emors network1_errors 

Init Input Delay States (zeros) 加 Fnal Input Delay states network1_inputStates 
Init Layer Delay States fzeros) 加 Final Layer Delay States network1_layerStates 


外 Train Network 


Training Info Training parameters 


showWindow true mu 0.001 
showCommandLine false mu_dec 041 

show 25 mu_inc 10 

epochs 1000 mu_max 10000000000 
time Inf 

goal 0 

min_grad (1e-07 

max fail 6 


站 Train Network 
图 10-37 网 络 训练 控制 参数 对 话 杠 
10.4 进化 算法 及 其 在 最 优化 问题 中 的 应 用 


第 6 章 曾经 指出 ,如 果 使 用 传统 的 搜索 方法 求解 最 优化 问题 , 有 的 时 候 会 陷入 局 部 极 小 值 。 
所 以 应 该 考虑 采用 并 行 搜索 的 方法 来 求解 全 局 最 优 解 的 问题 .进化 计算 是 求解 全 局 最 优 解 的 有 
吸引 力 的 方法 ,其 中 , 遗传 算法 和 粒子 群 优 化 算法 是 广泛 应 用 的 进化 算法 ,本 节 侧重 于 介绍 基于 


MATLAB 的 求解 优化 算法 及 其 应 用 。 
10.4.1 遗传 算法 的 基本 概念 及 MATLAB 实现 


遗传 算法 是 基于 进化 论 在 计算 机 上 模拟 生命 进化 机 制 而 发 展 起 来 的 一 类 新 的 最 优化 算 
法 , 它 根据 适 者 生存 .优胜 劣 汰 等 自然 进化 规则 搜索 和 计算 问题 的 解 回 。 该 领域 最 早 是 由 美国 
Michigen 大 学 的 John Holland 于 1975 年 提出 的 .遗传 算法 的 基本 思想 是 , 从 一 个 代表 最 优化 问 
题解 的 一 组 初 值 开始 进行 搜索 ,这 组 解 称 为 一 个 种 群 ,种 群 由 一 定数 量 、 通 过 基因 编码 的 个 体 组 
成 ,其 中 , 每 一 个 个 体 称 为 染色 体 ,不 同 个 体 通过 染色 体 的 复制 ,交叉 或 变异 又 生成 新 的 个 体 , 依 
照 适 者 生存 的 规则 ,个 体 也 在 一 代 一 代 进化 ,通过 若干 代 的 进化 最 终 得 出 条 件 最 优 的 个 体 。 


简单 遗传 算法 的 一 般 步 骤 为 : 
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(1) 选择 入 个 个 体 构成 初始 种 群 ,并 求 出 种 群 内 各 个 个 体 的 函数 值 .染色 体 可 以 用 二 进 
制 数组 表示 , 也 可 以 用 实数 数组 来 表示 , 种群 Po 可 以 由 随机 数 生成 函数 建立 。 

(2) 设置 代数 为 i = 1, 即 设置 其 为 第 一 代 。 

(3) 计算 选择 函数 的 值 , 所 谓 选择 即 通 过 概率 的 形式 从 种 群 中 选择 若干 个 个 体 的 方式 。 

(4) 通过 染色 体 个 体 基 因 的 复制 交叉 、 变 异 等 创造 新 的 个 体 , 构成 新 的 种 群 瑟 +1。 

(5) i 二 i 十 1, 若 终止 条 件 不 满足 , 则 转移 到 步 又 (3) 继 续 进化 处 理 。 

和 传统 最 优化 算法 比较 , 遗传 算法 主要 有 以 下 几 点 不 同 P; 

(1) 不 同 于 从 一 个 点 开始 搜索 最 优 解 的 传统 的 最 优化 算法 .遗传 算法 从 一 个 种 群 开始 对 问 
题 的 最 优 解 进行 并 行 搜索 ,所 以 更 利于 全 局 最 优 解 的 搜索 , 但 遗传 算法 需要 指定 各 个 自 变量 的 
范围 , 而 不 像 最 优化 工具 箱 中 可 以 使 用 无 穷 区 间 的 概念 。 

(2) 遗传 算法 并 不 依赖 于 导数 信息 或 其 他 辅助 信息 来 进行 最 优 解 搜索 , 而 只 由 目标 函数 和 
对 应 于 目标 函数 的 适应 度 水 平 来 确定 搜索 的 方向 。 

(3) 遗传 算法 采用 的 是 概率 性 规则 而 不 是 确定 性 规则 ,所 以 每 次 得 出 的 结果 不 一 定 完全 相 
同 , 有 时 甚至 会 有 较 大 的 差异 。 

本 书 研究 的 遗传 算法 使 用 的 种 群 和 个 体 表示 均 采 用 实 值 ,这 和 经 典 遗 传 算法 中 采用 的 编码 
二 进 制 值 是 不 同 的 ,所 以 无 须 对 其 进行 编码 和 解码 运算 , 且 其 求解 问题 的 精度 比 二 进 制 编码 形 
式 要 高 上 。 


10.4.2 遗传 算法 在 求解 最 优化 问题 中 的 应 用 举例 


早期 MATLAB 版 本 并 没有 求解 全 局 最 优化 问题 的 官方 工具 箱 , 所 以 人 们 或 者 需要 自己 
编程 ,或 者 借助 于 网 上 公开 的 工具 箱 来 使 用 不 同 的 全 局 最 优化 方法 .两 个 免费 的 遗传 算法 工 
具 箱 用 途 较 广 。 其 一 ,英国 Sheffield 大 学 自动 控制 与 系统 工程 系 Peter Fleming 教 授与 Andrew 
Chipperfield 开发 的 遗传 算法 工具 箱 , 实现 了 各 种 基本 运算 ,说明书 齐 全 , 调用 格式 更 类 似 于 最 
优化 工具 箱 中 的 函数 ; 另 一 个 ,美国 北 Carolina 州 立 大 学 Christopher Houck、Jeffery Joines 和 
Michael Kay 开 发 的 遗传 算法 最 优化 工具 箱 (GAOT ) ,其 函数 gaopt() 可 以 直接 解决 最 优化 问 
题 .其 实 , 该 工具 箱 的 主 函数 名 为 ga() ,但 该 函数 名 与 后 来 出 现 的 MATLAB 全 局 优化 工具 箱 中 
主 函 数 同名 , 故 这 里 将 其 改名 为 gaopt(), 本 书 所 附 的 代码 也 做 了 相应 的 修改 .本 节 将 介绍 各 种 
工具 箱 的 全 局 最 优化 问题 求解 。 

(1) GAOT 工 具 箱 及 其 应 用 .GAOT 工具 箱 是 流传 较 广 较 广 ,性 能 比较 好 的 遗传 算法 工具 
箱 ,其 调用 格式 为 


其 中 ,bound= [zm,zM] 为 决策 变量 = 的 下 界 zm 与 上 界 zM 构成 的 矩阵 , 变 元 fun 为 描述 目标 
函数 的 M 函数 名 称 ,值得 指出 的 是 ,这 里 的 目标 函数 描述 与 以 前 介绍 的 稍 有 区 别 ,后 面 将 给 出 例 
子 来 介绍 其 基本 格式 ,返回 变量 a 为 最 优 解 z 与 最 优 目标 函数 fopt 构成 的 向 量 ,5 为 最 后 一 代 个 
体 的 信息 ,而 c 返 回 一 些 求解 的 中 间 结 果 。 

在 第 二 调用 格式 中 ,p 为 目标 函数 的 附加 参数 ,wv 为 显示 精度 的 控制 向 量 , Po 为 初始 种 群 
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向 量 ,funt 为 附加 的 函数 名 , 其 默认 值 为 'maxGenTerm' ,表示 最 大 允许 的 进化 代数 ,mn 为 代数 的 

值 .当然 还 可 以 设置 其 他 参数 , 如 变异 函数 等 ,具体 可 以 参见 文献 [11]。 

例 10-28 考虑 一 个 简单 的 一 元 函数 最 优化 问题 求解 , f(z) 一 zsin 10rz 十 2,z € (一 1,2), 试 求 出 f(z) 

取 最 大 值 时 z 的 值 。 

解 用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 求解 区 间 内 的 目标 函数 的 曲线 ,如 图 10-38 所 示 。 可 以 看 出 ,该 曲线 为 振 

荡 曲 线 ,存在 很 多 极 值 点 。 

>> ezplot('x*sin(10*pi*x)+2',[-1,2]) % 目 标 硬 数 的 图 形 绘制 
4 


2 
条 
2 
1 
-0.5 0 0.5 1 到 


图 10-38 目标 函数 的 曲线 表示 


因为 最 优化 工具 箱 的 搜索 函数 需要 给 出 初 值 ,所 以 对 不 同 的 初 值 可 能 得 出 不 同 的 搜索 结果 , 例 
如 可 以 给 出 如 下 的 语句 试 测 不 同 初 值 ,得 出 的 结果 如 表 10-8 所 示 。 


可 见 , 随 意 选择 一 个 初 值 很 难得 出 全 局 最 优 解 , 故 用 传统 的 寻 优 方式 不 一 定 能 得 出 满意 的 结果 。 


表 10-8 不 同 初 值 zo 下 搜索 到 的 最 优 解 及 目标 函数 值 
zo 搜索 解 z1 ”目标 函数 f(z1) || zo 搜索 解 z1 ”目标 函数 f(zi) || zo ”搜索 解 zl 目标 函数 f(z1) 


2 


一 而 = 得 -入 1.4 1.45069831 ”一 3.45034923 || 1.7 1.25080969 ”一 3.25040504 
一 0.2 一 0.65155382 ”一 2.65077769 || 1.5 0.253968462 ”一 2.25199726 || 1.8 1.85054745  —3.85027377 
0.6 0.651553791 ”一 2.65077769 || 1.6 1.6506138  —3.65030693 || 1.9 0.452232650 ”一 2.45112068 


利用 遗传 算法 函数 gaopt () ,完全 选择 默认 选项 , 则 可 以 编写 一 个 文件 描述 目标 元 数 如 下 


这 样 ,完全 用 默认 参数 调用 遗传 算法 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 ,而 不 对 其 编码 等 做 任何 指定 , 则 
可 以 得 出 结果 为 了 = 1.8506, = 3.8503。 正 如 前 面 指 出 ,遗传 算法 中 有 随机 性 因素 ,所 以 调用 该 算法 
每 次 得 出 的 结果 均 不 相同 ,但 大 的 趋势 应 该 是 一 样 的 。 阅 读本 部 分 时 不 要 指望 实际 得 出 的 结果 和 书 
上 的 完全 一 歼 ， 
>> [a,b,c,d]-gaopt([-1,2],'clOmgal'); avc 久 基 于 得 传 算法 的 最 优化 问题 求解 
其 c 参 数 单独 显 式 的 可 读 性 不 佳 , 可 以 将 其 表示 成 表 10-9 的 形式 。 可 见 , 对 此 例 来 说 ,从 第 13 代 开始 
就 可 以 得 出 较 精确 的 结果 ,通过 100 代 的 搜索 ,可 以 得 出 相当 高 精度 的 寻 优 结果 。 
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表 10-9 遗传 算法 搜索 中 间 结 果 


代 了 f(z) 代 z f(z) 代 z f(z) 
1.866429742 3.623276856 1.855582779 3.827116063 1.850630071 3.850267532 
1.857329778 3.808304445 1.855325444 3.829420164 1.850569848 3.850273309 


1.856754984 3.815102341 1.846815256 3.837579341 5 “0 “0 
1.856200451 3.821095566 1.852559605 3.84657337 1.850547236 3.850273767 
1.855683776 3.826178928 1.850438152 3.85026285 1.850547466 3.850273767 


ma 


由 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 可 知 , 初 值 选择 为 1.8 是 较 精确 的 结果 。 这 样 ,可 以 由 下 面 的 语 
名 比较 由 该 初 值得 出 的 最 优 解 与 遗传 算法 工具 箱 默 认 参 数 得 出 的 最 优 解 。 
S30138 TITnincon(tyr0 OD D(a(1)) 
从 比较 得 出 的 结果 可 见 ,遗传 算法 得 出 的 z 值 对 应 的 函数 值 更 小 一 些 , 因此 可 以 认为 该 方法 对 
本 例 中 的 函数 更 适用 。 
现在 考虑 一 个 更 大 的 求解 空间 ,假设 ze (一 1,20), 可 以 用 ezplot() 函数 绘制 出 目标 函数 的 曲 
线 , 如 图 10-39(a) 所 示 , 局 部 放大 的 图 形 如 图 10-39(b) 所 示 。 
>> ezplot('x*sin(10*pi*x)+2',[-1,20]); figure; ezplot('x*sin(10*pi*x)+2', [15 20] 
用 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函数 将 更 难得 出 全 局 最 优 解 , 因为 不 能 容易 地 给 出 搜索 的 初 
值 。 但 用 遗传 算法 则 没有 这 样 的 问题 ,只 需 给 出 如 下 语句 即 可 得 出 xz 二 19.4501, f= 21.4500。 


Tmax Tmax 
20 
10 
0 
-10 
-20 
0 5 10 15 20 15 16 17 18 19 20 
(a) f(z) 曲线 (b) 局 部 放大 曲线 
图 10-39 变换 区 间 后 的 目标 函数 曲线 


>> [a,b,c,d]=gaopt([-1,20] ,'clomgal') % 大 范围 遗传 算法 最 优化 问题 求解 
其 c 参 数 可 以 表示 成 表 10-10 的 形式 。 


表 10-10 遗传 算法 搜索 中 间 结 果 
代 2 f(z) 代 了 f(z) 代 zr f(z) 


1 18.04650679 19.93794526 13 18.8529686 20.77103967 29 19.45008417 21.45001617 

18.05080536 20.04502802 17 19.05252045 20.99282365 40 19.45004021 21.45002469 
6 18.05063177 20.04707655 || 20 19.0522703 21.00383083 44 19.45005193 21.45002605 
11 18.45004062 20.4500256 22 19.45056616 21.44748956 || 100 19.45005208 21.45002605 


例 10-29 试 求 函 数 了 (Zz) = (zi 十 za)2 十 5(za 一 24)? 十 (Z2 一 273)4 十 10(z1 一 Zz4)4 的 最 小 值 。 
解 可 以 按照 遗传 算法 工具 箱 编写 如 下 函数 ,描述 最 优化 问题 的 目标 函数 注意 ,这 里 应 该 描述 成 目 
标 函 数 的 最 大 值 。 
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使 用 遗传 算法 函数 gaopt(), 并 设 定 自 变 量 的 求解 范围 为 -1 < mi < 1,i = 1,2,3,4, 则 可 
以 由 下 面 的 函数 求解 最 优化 问题 ,得 出 如 下 的 结果 , 且 部 分 中 间 结 果 如 表 10-11 所 示 。 事 实 上 , 该 
函数 的 精确 解 为 zl = za 二 z3 二 z4 二 0, 但 用 遗传 算法 不 能 搜索 到 该 点 ,只 能 得 出 次 最 优 值 
于 一 [0.05512, 一 0.05428, 0.01487, 0.01509], 这 时 的 目标 函数 值 为 了 = 一 0.000076。 


>> [a,b,c,d]=gaopt([-1,1; -1 1; -1 1; -1 1],'ciOmga3'); x=a(1:4), f=a(5) % 寻 优 ， 
表 10-11 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 


代 Z1 Z2 3 Ta f(z1, T2, 73, 74) 
1 一 0.58664839284 0.60535582738 0.028407550371 ”一 0.073658816991 一 0.83549958111 
4 一 0.01182138153 一 0.048357871289 0.21168424008 0.30791546876 一 0.20395460867 
9 一 0.02498777978 一 0.033384575447 0.11281202834 0.10206772219 一 0.011090989881 
13 一 0.02498777978 0.0042179390678 0.11281202834 0.10206772219 一 0.0060176098015 


18  —0.0083633004824 0.013245084818 0.02411260887 0.023000817182  —4.1186254649x10-5 
24  —0.0082541665169 0.0050231349179 0.02411260887 0.023000817182  —2.9646320679x10-5 
28  —0.0082541665169 0.008935952083 0.02411260887 0.023000817182  —1.8570907772x10-5 
37 “一 0.00067214193564 0.0015648793181 0.02398676301 0.024507332569  —1.0810271496x10-5 
40 —0.002743469815 0.0034270462778 0.024021142751 0.024095768707  —9.6462553299x10-6 
83 ”一 0.00079248828595 0.0026278066001 0.021397761566 0.02118842351  —8.5251521752x10-6 
85 ”一 0.0015381099099 0.0027951007597 0.021397761566 0.02118842351 一 7.026920404x10-6 
89 ”一 0.0019644292217 0.0015052840869 0.019625896238 0.019461658039  —4.4832559743x10-6 
100 ”一 0.0017892249183 0.0019037994674 0.019465754048 0.019467860996  —3.9347389817x10-6 


例 10-30 仍 考虑 例 10-29 中 给 出 的 最 优化 问题 , 试 设置 更 多 的 允许 代数 ,观察 寻 优 的 结果 ,并 和 最 优 
化 搜索 算法 得 出 结果 比较 在 精度 上 的 差异 。 

解 考虑 新 的 求解 区 域 ,一 1000 < zi < 1000, 由 于 求解 范围 增 大 ,采用 默认 的 代数 100 会 有 问题 ,所 以 
可 以 考虑 用 新 介绍 的 求解 格式 。 显 然 ,目标 函数 由 ZT 就 能 唯一 确定 ,而 无 须 附 加 参数 , 故 令 p=[] 即 
可 。 同 样 ,因为 不 想 改变 初始 种 群 ,控制 向 量 等 ,可 以 将 它们 设置 成 空 向 量 。 这 样 , 若 想 指定 2000 代为 
最 大 进化 代数 , 则 可 以 给 出 如 下 的 命令 ,得 出 的 中 间 结 果 如 表 10-12 所 示 。 下 面 语句 搜索 到 的 结果 为 
z 二 三 0.00094, 0.00084, 一 0.01565, 一 0.01569]。 耗 时 大 约 29s。 


可 见 ,在 1390 代 左右 的 误差 都 一 直 很 大 ,所 以 用 默认 的 100 代 处 理 不 了 这 样 大 求解 区 间 的 问题 ， 
必须 增 大 代数 , 然而 若 达到 较 高 求解 精度 , 则 再 进一步 增加 最 大 允许 的 代数 也 不 会 显著 改善 求解 的 
精度 。 


(2) 全 局 最 优化 工具 箱 求解 -和 传统 的 最 优化 问题 求解 函数 相似 ,全 局 最 优化 工具 箱 的 
ga0 可 以 用 于 求解 最 小 值 问题 .对 无 约束 最 优化 问题 而 言 ,用 上 ECGE 国 可 以 直接 求解 ,其 
中 ,fan 用 于 描述 目标 函数 ,m 为 决策 变量 的 个 数 , 该 参数 是 必须 给 出 的 不 过 可 以 看 出 , 由 于 这 
样 简单 的 调用 格式 不 允许 指定 决策 变量 区 间 ,所 以 不 适合 用 该 函数 直接 求解 例 10-28 中 的 问题 。 
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表 10-12 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 


代 ZT1 2 了 3 4 f(z1, 72, T3, 74) 

1 299.261366622 一 139.695834899 一 75.5914398821 272.888321091 一 5487787.82563 
211 259.334708142 一 133.958552709 一 63.9282289435 255.140011267 一 529224.38675 
418 207.950553013 一 107.100526442 一 50.7673718192 204.4965359 一 338351.978321 
633 183.944398697 121.408588645 63.0882570778 183.712206401 一 166507.956154 
828 30.5439763104 62.3298177457 31.7096211527 32.1807061178 —8699.82405036 
1012 25.9003394774 41.1500210753 21.4199283474 24.9266965028 一 4574.37877164 
1211 19.218615649 26.8881841847 14.8795410924 20.0214636561 。 一 2330.11994456 
1390 6.33506176436 8.75276639595 5.30792816069 5.98777957032 一 242.14756723 
1559 0.317019478936 0.133356773142 0.42062335921 0.624193867527 。” 一 0.75018367592 


1825 0.00172291111621  —0.00040067661374 ”一 0.023351263665 ”一 0.023429577211 一 1.03776x10-5 
2000 ”一 0.000937885010771 0.000843474097882 ”一 0.015653382481 一 0.015691902338 ”一 1.55859x10-6 


例 10-31 试 利用 求解 最 优化 工具 箱 的 ga() 函数 重新 求解 例 10-29 中 的 问题 。 
解 先 用 匿名 函数 描述 如 下 的 目标 函数 ,再 调用 ga() 函数 就 可 以 直接 求解 了 。 不 过 用 ga() 函数 得 出 
的 结果 可 能 并 不 令 人 满意 , 试 了 几 次 后 得 到 最 好 的 解 为 2 = [一 0.0345, 一 0.0158, 一 0.0588, 一 0.0550]。 


>> f=@(x) (x(1)+x(2))"2+5*(x(3)-x(4)) 2+(x(2)-2*x(3)) 4+10*(x(1)-x(4)) 4; 
x=ga(f,4) % 利 用 全 局 优化 工具 箱 中 的 遗传 算法 函数 求解 
还 可 以 人 为 指定 一 些 搜索 参数 ,如 进化 代数 选择 为 2000, 种群 选择 为 80 个 体 , 而 交叉 函数 选择 
为 启发 式 算 法 等 ,可 以 得 出 稍 精确 的 结果 为 @ = [0.0078, 一 0.0079, 0.0084, 0.0083]。 可 以 看 出 ,ga() 函 
数 并 不 是 求解 全 局 最 优化 问题 的 好 方法 ,因为 fminsearch() 要 高 效 得 多 。 
>> ff=gaoptimset; ff.Generations=2000; ff.PopulationSize=80; % 参 数 设置 
ff.CrossoverFcn=@crossoverheuristic; x=ga(f,4,ff), xi=fminsearch(f,rand(4,1)) 


10.4.3 遗传 算法 在 有 约束 最 优化 问题 中 的 应 用 

前 面 已 经 通过 例子 介绍 过 , 遗传 算法 可 以 用 于 无 约束 最 优化 问题 的 求解 。 但 在 实际 科学 研 
究 中 经 常 需要 求解 有 约束 的 最 优化 问题 ,例如 第 6 章 中 分 别 介绍 了 利用 传统 的 数学 方法 求解 线 
性 规划 、 二 次 型 规划 及 一 般 非 线性 规划 的 方法 。 经 典 的 遗传 算法 不 能 直接 用 于 有 约束 最 优化 问 
题 的 求解 .如 果 约 束 中 有 等 式 约束 , 则 可 以 通过 等 式 求解 的 方式 将 其 中 若干 个 自 变 量 用 其 他 自 
变量 表示 ,不 等 式 约束 则 可 以 通过 惩罚 函数 方法 转换 到 目标 函数 中 ,这 样 可 以 将 原始 问题 转换 
成 无 约束 最 优化 问题 ,可 以 参见 文献 [13], 或 直接 将 不 满足 等 式 约束 时 的 目标 函数 人 为 设置 成 小 
数 ,迫使 搜索 算法 脱离 这 样 的 z 值 .下 面 通过 例子 演示 遗传 算法 在 求解 有 约束 线性 规划 问题 中 
的 应 
例 10-32 试用 遗传 算法 求解 线性 规划 问题 。 


min (Zz1 + 272 + 373) 
—271+72+Ts<9 

—z1+72> 一 4 

471—272—373=—6 

ZT1,2<0,73>0 


解 由 等 式 约束 可 以 解 出 za 二 (6 十 4zl 一 252)/3。 可 见 ,原来 三 元 最 优化 问题 可 以 转换 成 二 元 最 优化 


zs.t. 
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问题 。 由 上 面 的 推导 ,可 以 用 下 面 的 MATLAB 函数 描述 目标 函数 为 


其 中 ,用 zl,z2 数 据 计 算出 Ts 的 值 ,并 判定 约束 条 件 是 否 满足 ,在 不 满足 约束 条 件 时 人 为 地 将 目 
标 函 数 的 值 设置 成 一 100, 有 意 排除 这 些 个 体 , 这样 就 能 由 下 面 语句 较 好 地 解决 有 约束 最 优化 问题 。 


这 里 只 得 出 了 zl = 一 6.9999, za 二 一 10.9999, 而 73 = (6 十 471 一 27?)/3 = 0.0000553。 遗 传 算法 
的 中 间 结 果 由 表 10-13 给 出 。 


表 10-13 遗传 算法 搜索 部 分 中 间 结 果 


代 1 2 f(z) 代 21 zo f(z) 


1  —269.8650965 —377.0311139 一 100 57 ”一 1.45193811 0 1.25969055 
90 ”一 1.59065611 ”一 0.6689306314 1.953280549 || 123 ”一 1.860366329 ”一 0.8104298101 3.301831646 
186 ”一 5.897126844  —9.4606018 23.48563422 || 356 ”一 6.388432983 ”一 10.04209934 25.94216492 
613 ”一 6.889962856  —10.8068347 28.44981428 || 676 ”一 6.902971784 ”一 10.80664291 28.51485892 
823 ”一 6.925942985 ”一 10.87574207 28.62971492 || 1080 ”一 6.963837954 ”一 10.92786854 28.81918977 
1397 —6.990366303 ”一 10.98077174 28.95183151 || 1768 ”一 6.997345129 ”一 10.99471444 28.98672565 
1849 —6.997368852 ”一 10.99494982 28.98684426 || 1952 ”一 6.999503469 ”一 10.99926216 28.99751735 
1994 ”一 6.999896151 ”一 10.99985241 28.99948076 || 2000 ”一 6.999916701 ”一 10.99991635 28.9995835 


其 实 ,该 问题 用 线性 规划 函数 可 以 立即 得 出 更 精确 的 结果 = [一 7, 一 11, 0]T。 


类 似 于 一 般 最 优化 函数 ,ga() 函数 声称 可 以 直接 处 理 有 约束 最 优化 问题 ,其 调用 格式 为 


其 中 ,参数 与 非 线性 规划 求解 函数 完全 一 致 ,不 过 似乎 该 函数 只 能 得 出 原 问题 的 可 行 解 , 并 不 能 
得 出 问题 的 最 优 解 .ga() 函数 同样 可 以 求解 由 结构 体型 变量 描述 的 最 优化 问题 。 


例 10-33 试用 ga() 函数 重新 求解 例 10-32 中 的 线性 规划 问题 。 

解 可 以 给 出 下 面 的 求解 语句 ,不 过 每 次 语句 调用 都 得 出 截然 不 同 的 结果 。 经 过 检验 可 以 发 现 , 每 次 
得 出 的 解 都 满足 约束 条 件 ,但 每 次 的 目标 函数 值 是 不 同 的 ,说 明 每 次 得 到 的 都 是 可 行 解 ,但 不 能 得 出 
全 局 最 优 和 解 ,所 以 使 用 该 函数 应 该 慎重 。 例 如 ,可 以 得 出 的 一 个 解 为 了 = [一 5.7445, 一 9.1288, 0.4263] 。 
可 见 , 该 函数 求解 有 约束 最 优化 问题 的 能 力也 不 是 很 强 。 


如 果 由 结构 体型 变量 描述 最 优化 问题 , 则 该 问题 可 以 由 下 面 语句 求解 
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例 10-34 考虑 例 6-48 中 给 出 的 非 线性 整数 规划 问题 ,试用 遗传 算法 求解 该 问题 。 
解 这 里 重新 给 出 原始 问题 的 数学 形式 
min 2y2/16+%2/100— dyi — ye 
/16-6y1/4+y2/10—11<0 
yst | —yiy2/40+3y2/10+eY/4-3—1<0 
y2>30 


其 中 , 非 线 性 约束 条 件 在 文件 c6mdisp.m。 设 置 IntCon 域 , 则 可 以 由 ga() 函数 求解 整数 规划 问题 
y = [16,50], 可 见 ,整数 规划 问题 可 以 由 该 工具 箱 直接 求解。 


10.4.4 粒子 群 优化 算法 与 求解 
粒子 群 优化 (particle swarm optimization,PSO ) 算法 是 文献 [13] 提出 的 一 种 进化 算法 , 该 
算法 是 受 生物 界 鸟 群 砚 食 的 启发 而 提出 的 搜索 食物 , 即 最 优 解 的 一 种 方法 .假设 某 个 区 域内 有 
一 个 食物 (全 局 最 优点 ), 有 位 于 随机 初始 位 置 的 若干 个 鸟 ( 或 粒子 ) ,每 一 个 粒子 有 到 目前 为 止 
自己 的 个 体 最 优 值 zsb, 整个 粒子 群 有 到 目前 为 止 群体 的 最 优 值 gb, 这样 每 个 粒子 可 以 根据 下 
面 的 式 子 更 新 自己 的 速度 和 位 置 
vi(k+1)= 9(k)vi(k) + oryi(k)[pib — Zi(k)] + a272i(k) [gb — zi(k)] 
zi(k+1)= zi(k) + vi(k+1) 
其 中 ,maiy72i 为 [0,1 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ,%( 人 ) 为 惯量 函数 ,al 和 as 为 加 速 常数 。 
在 全 局 最 优化 工具 箱 中 提供 了 particleswarm() 函数 , 可 以 直接 利用 粒子 群 优化 算法 全 
局 无 约束 最 优化 问题 ,该 函数 的 调用 格式 为 


(10-4-1) 


其 中 ,结构 体 变量 problem 中 必要 的 成 员 变 量 为 solver, objective,nvars。 


例 10-35 试用 粒子 群 优化 算法 重新 求解 例 6-26 中 给 出 的 改进 的 Rastrigin 函数 问题 。 
解 可 以 调用 100 次 particleswarm() 并 统计 找到 全 局 最 优 解 的 成 功率 。 


调用 100 次 particleswarm() 函数 的 总 耗 时 为 3.1s, 找 到 全 局 最 优 解 的 成 功率 为 989%6 ,成 功率 
和 精度 远 比 ga() 函数 高 。 
例 10-36 试用 粒子 群 优化 算法 重新 求解 例 10-29 中 的 无 约束 最 优化 问题 。 
解 可 以 用 匿名 函数 来 描述 目标 函数 ,然后 用 粒子 群 优化 算法 直接 求解 这 个 问题 。 求 解 时间 为 0.04s， 
决策 变量 攻 向 量 的 范 数 为 5.3x10“5, 远 远 高 于 其 他 的 算法 。 
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例 10-37 试用 粒子 群 算法 重新 求解 例 10-32 中 的 有 约束 最 优化 问题 。 
解 类 似 于 该 例 中 表示 目标 函数 的 思路 ,可 以 编写 一 个 新 的 M 函数 来 描述 目标 函数 


这 样 ,就 可 以 利用 粒子 群 优化 算法 直接 求解 优化 问题 ,得 出 的 结果 为 ZT 二 [7, 一 11,0]。 


10.4.5 其 他 全 局 优化 算法 

全 局 最 优化 工具 箱 还 提供 了 两 个 其 他 函数 simulannealbnd() 与 patternsearch() 来 求 
解 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 ,函数 simulannealbnd() 实现 了 模拟 退火 算法 , 可 以 求解 带 有 决 
策 变量 边界 的 无 约束 最 优化 问题 , 该 函数 的 调用 格式 为 


模式 搜索 算法 求解 函数 patternsearch() 声称 可 以 求解 一 般 非 线 性 规划 问题 ,其 调用 格 
式 与 fmincon() 很 接近 。 值 得 指出 的 是 ,这 两 个 函数 均 需 要 用 户 提供 初始 搜索 点 。 


例 10-38 试用 这 两 个 算法 求解 改进 的 Rastrigin 无 约束 最 优化 问题 。 
解 可 以 看 出 ,如 果 随 机 选择 初 值 ,运行 两 个 求解 函数 各 100 次 , 则 能 评价 算法 的 成 功率 和 效率 。 


若 使 用 模拟 退火 算法 , 则 得 到 全 局 最 优 解 的 成 功率 为 42%,100 次 求解 总 耗 时 38s, 而 使 用 描述 
搜索 算法 ,得 到 全 局 最 优 解 的 成 功率 为 279%6,100 次 求解 的 总 耗 时 为 2.7s。 

还 可 以 引入 基于 L6vy 飞 行 的 PSO 求 解 算法 ,该 算法 及 其 代码 是 Zhuo Li 提出 的 [其 中 需要 
使 用 向 量化 编程 的 形式 来 描述 目标 函数 ,运行 100 次 该 求解 函数 , 则 100%6 能 找到 全 局 最 优 解 ,求解 
精度 很 高 ,总 的 耗 时 为 27s。 


对 这 个 目标 函数 归纳 了 各 种 求解 方法 , 得 出 的 算法 比较 在 表 10-14 中 给 出 。 
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表 10-14 改进 的 Rastrigin 函数 的 不 同 算法 比较 


求解 函数 工具 箱 成 功率 耗 时 /s 误差 的 范 数 
fminunc_global() 作者 编写 97% 112 110 
ga() 全 局 最 优化 工具 箱 95% 6.3 0.039 
gaopt () GAOT 工具 箱 ( 免 费 ) 100% 21.2 3.28x10-8 
particleswarm() 全 局 最 优化 工具 箱 95% 2.94 4.54x10-8 
patternsearch() 全 局 最 优化 工具 箱 34% 3.6 1.4x10-9 
simulannealbnd() 全 局 最 优化 工具 箱 57% 41.9 0.14 
levyPs0() 免费 的 基于 Lévy 飞行 的 PSO 求解 函数 100% 于 3.71x10-10 


例 10-39 考虑 例 6-40 中 的 有 约束 最 优化 问题 ,试用 遗传 算法 与 模式 搜索 算法 重新 求解 该 问题 。 


min Ws 
Ta 十 9.6257i74 十 16zaz4 十 16z3 二 12 一 4zi 一 z2 一 78z4 一 0 
16z174+44—1971—872—z3—2474=0 
一 0.25zs 一 zl 和 一 2.25 
ZT1—0.257s <2.25 
一 0.5z5 一 za 和 一 1.5 
za 一 0.5rs 和 1.5 
一 1.5zs 一 zs 委 一 1.5 
za 一 1.575 和 1.5 


解 在 例 6-40 中 曾 使 用 自 编 的 fmincon_global() 函数 求解 该 问题 ,几乎 每 次 都 能 得 到 全 局 最 优 解 。 


全 局 最 优化 工具 箱 中 提供 了 两 个 声称 可 以 求解 有 约束 最 优化 问题 的 函数 ,一 个 是 遗传 算法 ,一 个 是 
模式 搜索 算法 。 可 以 先 尝试 用 遗传 算法 求解 原始 问题 


如 果 运 行 30 次 上 述 代 码 , 总 的 耗 时 为 225s, 不 过 没有 一 次 能 得 出 接近 于 全 局 最 优 解 的 解 。 现 在 
考虑 模式 搜索 方法 ,如 果 运 行 100 次 该 算法 ,总 耗 时 230s, 但 找到 全 局 最 优 解 的 成 功率 只 有 2%。 可 以 
看 出 ,求解 有 约束 最 优化 问题 最 好 的 算法 是 fmincon_global()。 


10.4.6 求 取 精 确 的 全 局 最 优 解 


从 前 面 的 演示 例子 基本 可 以 得 出 这 样 的 结论 :传统 的 最 优化 方法 可 能 得 出 精确 的 最 优 解 ， 
然而 ,经 常 可 能 得 到 的 是 局 部 最 优 解 而 不 是 全 局 最 优 解 ,而 进化 方法 通常 能 得 出 全 局 最 优 解 ,但 
解 的 精度 可 能 很 低 。 在 实际 最 优化 问题 求解 中 可 以 考虑 将 二 者 的 优势 结合 起 来 , 得 到 精确 的 全 
局 最 优 解 .例如 , 可 以 采用 进化 方法 首先 获得 全 局 最 优 解 的 不 精确 近似 值 , 以 该 值 为 初始 点 , 采 
用 传统 最 优化 求解 方法 搜索 出 精确 的 全 局 最 优 值 。 
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例 10-40 试 求 出 下 面 的 最 优化 问题 的 精确 全 局 最 优 解 。 


min sin(32172) + (zl 一 0.1)(zz —1)+2?+22 


1gz1<3 


解 可 以 用 进化 类 得 出 问题 的 全 局 最 优 解 ,只 不 过 该 解 不 一 定 很 精确 。 由 该 结果 为 初 值 ,就 可 以 由 下 
面 语句 直接 得 出 原 问题 的 精确 全 局 最 优 解 为 z = 1.2255333,y 二 一 0.918287, 这 时 的 目标 函数 值 为 
一 0.79503377。 


10.5 小波 变换 及 其 在 数据 处 理 中 的 应 用 


Fourier 变换 是 信号 处 理 中 一 种 重要 的 手段 ,但 因 其 本 身 的 局 限 性 (例如 , 它 只 能 将 时 域 波 
形变 换 成 频 域 表 示 , 完全 失去 了 与 原来 时 域 信号 的 对 应 关系 ), 所 以 对 某 些 特定 的 信号 进行 处 理 
不 是 很 理想 。 前 面 已 经 介绍 过 ,Fourier 变换 将 给 定 的 信号 展开 成 不 同 频率 的 正弦 信号 之 和 。 对 
平稳 的 信号 来 说 ,用 Fourier 变换 的 方式 可 以 对 信号 进行 较 好 的 分 析 , 但 对 非 平稳 的 信号 和 和 暂 变 
的 信号 ,不 适合 使 用 Fourier 变换 进行 分 析 。 因 为 Fourier 变换 会 略 去 重要 的 暂 态 信息 ,因此 需要 
引入 其 他 的 变换 方式 解决 这 样 的 问题 ,如 短 时 Fourier 变换 20 世纪 80 年 代 逐 渐 兴 起 的 小 波 分 
析 技 术 弥补 了 这 方面 的 不 足 , 目前 越 来 越 广泛 地 应 用 于 数据 与 信号 处 理 以 及 图 像 处 理 等 领域 。 
10.5.1 小 波 变换 及 基 小 波 波形 

所 谓 小 波 (wavelet) ,是 指 均值 为 0 的 一 类 波形 。 小 波 分 析 是 将 原来 的 信号 分 解 为 基 小 波 波 
形 经 过 平移 与 比例 变化 后 的 一 系列 波形 。 本 节 将 介绍 连续 、 离 散 小 波 变换 的 基本 内 容 , 并 介绍 几 
种 常用 的 基 小 波 函 数 波形 。 

(1) 连续 小 波 变换 .连续 小 波 变换 的 变换 公式 为 


Wa, blf(t)] = i f(t)walt)dt = Wy(a,b) (10-5-1) 
其 中 oo 
;= 科 (i , 且 | w(t)dt =0 (10.5.2) 


也 的 称 为 基 小 波 ,Was 人 tb) 为 基 小 波 通 过 平移 、 比 例 缩放 构成 的 小 波 信号 。 

例 10-41 假设 “墨西哥 帽 " 基 小 波 函 数 由 ft) 二 (1 一刀 )e-e/2/V 阮 给 出 , 试 绘制 出 不 同 a,0 值 变换 
下 的 小 波 函 数 。 

解 因为 基 小 波 函 数 已 给 出 , 故 可 以 用 符号 运算 工具 箱 表示 该 函数 ,并 用 ezplot() 函数 将 其 绘制 出 
来 。 利 用 符号 运算 工具 箱 中 给 出 的 subs() 函数 则 可 以 将 + 变量 替换 成 小 波 函 数 Waslt) 所 需 的 形式 ， 
并 在 原来 坐标 系 下 绘制 出 不 同 a,6 参 数 下 的 小 波 函 数 曲 线 , 分 别 如 图 10-40(a)、(b) 所 示 。 
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(a) a 二 1 时 不 同 b 值 的 平移 (b) b= 二 0 时 不 同 a 值 的 缩放 
图 10-40 墨西哥 帽 基 小 波 在 不 同 a,5b 下 的 波形 


从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,5 参数 将 向 左右 方向 平移 基 小 波 信号 ,a 参数 起 到 扩展 或 压缩 基 小 
波 的 作用 。 若 a < 1, 将 压缩 基 小 波 信号 的 宽度 ,形成 新 的 小 波 信 和 号。 小波 分 析 是 对 各 个 a,b 组 合 
计算 出 系数 ,然后 将 这 些小 波 信 号 乘 以 相应 的 系数 再 全 加 起 来 , 重 构 出 原 信号 。 和 其 他 积分 变 
换 一 样 , 重 构 原 信号 又 称 为 小 波 反 变换 ,或 小 波 反 演 。 

小 波 反 变换 的 定义 为 


oe 读 三 三 Ws (a bas(t)dadb (10-5-3) 


其 中 a 
cv=| WF, (10-5-4) 


-oo 人 | 


用 连续 小 波 变换 的 系数 计算 可 以 由 cwt() 函数 完成 .该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 , 基 小 波 名 称 在 后 面 将 详细 介绍 ,这 里 只 使 用 墨西哥 帽 函 数 ,其 名 称 标记 为 'mexh' 。 


例 10-42 试 对 信号 f(t) = sin 妇 进行 连续 小 波 分 解 ,并 绘制 出 其 系数 图 。 
解 可 以 由 下 面 语句 生成 tE€ [0,2z] 区 间 内 的 数据 并 绘制 出 时 域 数 据 曲线 ,如 图 10-41(a) 所 示 。 


选择 'mexh' 基 小 波 作为 模板 ,可 以 绘制 出 小 波 系 数 Wy(a,5b) 的 图 形 ,如 图 10-41(b) 所 示 。 


还 可 以 用 下 面 的 命令 绘制 小 波 系数 的 三 维 表面 图 ,如 图 10-42 所 示 。 


(2) 离散 小 波 变 换 。 若 f(t) 信号 取 其 离散 值 f(k), 且 选 择 基 小 波 函 数 东 ( 雪 , 则 结果 平移 与 缩 
放 的 小 波 函 数 为 Was 人 tt) = V2y (2™t 一 n), 其 离散 形式 可 以 写成 gas(k) = V2y (2 一 站 ,这 
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Absolute Values of Ca,b Coefficients fora= 12345... 
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(a) 已 知 时 域 函 数 曲 线 (b) 连续 小 波 变换 系数 
图 10-41 连续 小 波 变换 


0 0 
图 10-42 连续 小 波 变换 系数 的 三 维 表面 图 表示 
时 可 以 定义 出 离散 信号 的 小 波 变 换 为 


Wn,mlf(K)] = VD FEV mE n)dt= Wy(m,n) (10-5-5) 
Ek 


离散 小 波 反 演 公式 为 
和 = wn) (10.5.6) 


MATLAB 的 小 波 工具 箱 中 给 出 了 dwt() 函数 , 可 以 对 给 定 的 数据 进行 一 次 离散 小 波 变换 。 
该 函数 的 调用 格式 为 |[eA ,ceD]=awt(z,fun) ,其 中 ,之 为 原始 数据 ,fun 为 选择 的 基 小 波 函数 
名 , 可 以 为 前 面 介绍 的 'mexh' 函数 ,还 可 以 是 后 面 将 介绍 的 其 他 基 小 波 波 形 .结果 离散 小 波 变 
换 得 出 的 cA 是 能 近似 描述 原 波形 的 小 波 系 数 ,而 cD 为 信号 的 细节 信息 ,通常 前 者 对 应 于 低频 ， 
后 者 对 应 于 高 频 的 部 分 -cA 和 cD 的 长 度 均 为 原 向 量 z 长 度 的 一 半 。 

还 可 以 调用 区 idwE(CARCDE) 函 数 进行 离散 小 波 反 变换 , 还 原 出 人 向 量 。 
例 10-43 生成 一 组 被 噪声 污染 的 信号 数据 , 试 对 其 进行 离散 小 波 分 解 ,并 对 结果 进行 离散 小 波 反 变 
换 , 反 演出 原 函 数 ,再 观察 反 演 结果 。 
解 仿照 例 10-42 中 给 出 的 信号 模型 f(t) = sin 如 ,在 其 基础 上 有 登 加 标准 差 为 0.1 的 白 噪 声 信号 , 则 可 
以 用 下 面 的 语句 生成 波形 曲线 , 如 图 10-43 所 示 。 可 见 ,该 曲线 被 噪声 污染 较 严重 。 通 过 离散 小 波 变 
换 ,可 以 在 同一 图 形 窗口 内 绘制 出 近似 波形 和 细节 波形 。 可 以 看 出 ,这 样 得 出 的 波形 在 一 定 程度 上 降 
低 了 嗓 声 ,如 果 需 要 较 好 地 降 噪 则 需要 多 次 进行 小 波 变换 。 
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对 得 出 的 cA 和 cD 向 量 还 可 以 进行 离散 小 波 反 变换 。 经 过 和 原 信号 比较 ,得 出 的 信号 基本 上 还 
原 了 原始 信号 ,误差 达 10-11 数量 级 。 


0 1 名 3 4 5 6 
(a) 原 始 信号 波形 
和 
0 
二 
0 1 2 :i L 2 
(b)cA 系数 波形 (c)cD 系数 波形 


10-43 给 定 信号 的 小 波 分 解 


(3) 小 波 工具 箱 中 提供 的 基 小 波 函 数 .小 波 工具 箱 中 提供 了 大 量 的 基 小 波 模 板 , 如 Haar 
小 波 、.Daubechies 族 小 波 、 墨 西 哥 帽 小 波 、Bior 族 小 波 等 ,可 以 直接 调用 ,用 wavemngr() 函数 
即 可 列 出 允许 使 用 的 基 小 波 名 称 .该 函数 可 以 由 下 面 的 格式 调用 e263a 节 |. 例 
Te 小 波 可 以 选择 名 称 'haar', Daubechies 族 小 波 可 以 有 'db1'、'db2' 等 模板 , Bior 族 小 
可 以 有 'biori.3'、'bior2.4' 等 ,墨西哥 帽 小 波 可 以 选择 'mexh' 等 .小波 模 板 数据 可 以 由 
eh 来 计算 。 该 函数 的 调用 格式 为 


其 中 ,为 迭代 次 数 ,其 默认 值 为 8* 水 为 基 小 波 ,$ 为 小 波导 数 ,而 Bior 小 波 中 由 , 录 向 量 的 下 标 
1 表示 用 于 小 波 分 解 ,2 用 于 小 波 重建 。 

例 10-44 选择 Daubechies 6 小 波 ('db6'), 试 绘制 出 不 同 阶 次 下 的 基 小 波 波形 。 

解 用 下 面 的 语句 可 以 立即 绘制 出 该 小 波 在 2,4,6,8 迁 代 次 数 下 的 波形 ,如 图 10-44 所 示 。 可 见 , 当选 
代 次 数 为 2 时 波形 比较 粗糙 ,增加 迁 代 次 数 将 得 出 相当 平滑 的 波形 ,建议 选择 的 迭代 次 数 为 8。 


10.5.2 小 波 变换 技术 在 信号 处 理 中 的 应 用 


与 Fourier 变 换 技术 以 及 基于 该 技术 的 频 域 方法 类 似 ,小波 技术 也 可 以 用 于 信号 处 理 和 二 
维 信号 处 理 ( 如 图 像 处 理 ), 且 可 以 显示 出 传统 频 域 分 析 方 法 难以 实现 的 特性 .本 节 将 介绍 基于 
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图 10-44 不 同 迭 代 次 数 下 的 Daubechies 6 基 小 波 函 数 波形 

小 波 变换 技术 的 信号 分 解 与 重建 方法 及 MATLAB 实现 , 并 将 通过 信号 噪声 过 滤 的 例子 来 演示 
小 波 在 降 品 中 的 应 用 。 

通过 小 波 变换 方法 对 某 给 定 信 号 进行 分 解 , 可 以 将 给 定 信 号 S 分 解 成 两 个 部 分 , 即 cA1 和 
cD1, 这 时 得 出 的 cAl 和 cD1 信号 的 数据 量 均 为 原 数据 S 的 一 半 , 且 cAi 保留 原 信号 的 低频 信息 
或 近似 信息 , 而 cDi 保留 该 信号 的 高 频 信 息 或 细节 信息 。 从 信号 的 噪声 过 滤 的 角度 看 ,cAl 信号 
有 效 的 成 分 多 , 而 cD1 多 属于 噪声 信号 .对 cAl 信号 再 进行 一 步 小 波 分 解 , 则 得 出 cAz,cD2z。 对 
cA2z 再 进行 分 解 则 得 出 cAs 和 cDs, 如 此 还 可 以 再 进行 多 步 分 解 , 分 解 的 过 程 如 图 10-45(a) 所 
示 。 和 前 面 介绍 的 单 级 小 波 分 解 类 似 , 各 个 cA 序列 称 为 近似 系数 ,而 cD 段 称 为 细节 系数 。 

MATLAB 的 小 波 分 析 工 具 箱 提供 了 wavedec() 函数 ,可 以 用 于 一 维 信号 的 小 波 分 解 。 该 
函数 的 调用 格式 为 攻 E EEC 吕 , 其 中 ,> 为 原始 信号 ,为 分 解 的 步 数 ,如 取 
n 二 3,fun 为 所 选 基 小 波 的 名 称 , 如 'db6'，, 分 解 后 可 以 得 出 C 和 五 两 个 向 量 , 其 组 成 形式 如 
图 10-45(b) 所 示 , 即 C 向 量 是 按照 如 图 10-45(b) 所 示 的 顺序 将 这 些 段 短 向 量 接 成 的 和 mr 等 长 


度 的 向 量 , 且 每 个 子 段 的 长 度 由 工 向 量 相应 元 素 给 出 。 
S C 向 量 
a 要 | L(5) 
上 站 二 D D D 
请 cDa cAs || cDs cD2 cD1 
| ! 
cAs cDs LQ1) LI(2) 工 (3) 工 (4) 
(a) 小 波 分 解 示意 图 (b) 小 波 分 解 存储 方式 
10-45 小 波 分 解 示意 图 


由 分 解 后 的 C 和 工 向 量 提取 近似 系数 cA 和 细节 系数 cD 可 以 分 别 由 函数 appcoef() 和 
detcoef () 实现 .其 调用 格式 分 别 为 


得 出 的 近似 系数 和 细节 系数 重建 原 信号 则 可 以 略 去 部 分 噪声 信息 , 信号 重建 的 函数 可 以 


使 用 wrcoef() .该 函数 的 调用 格式 为 EEC 殉 ,其 中 “类 型 "可 以 选择 
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为 'a' 和 'd', 用 来 确定 是 利用 近似 小 波 系 数 还 是 利用 细节 系数 来 进行 原 信号 重建 , 若 选择 了 近 
似 系数 , 则 可 以 较 好 地 解决 信号 降 噪 问题 。 


例 10-45 对 例 10-43 中 的 数据 进行 三 次 小 波 分 解 ,试用 各 种 基 小 波 配 数 对 其 进行 降 噪 处 理 ,并 比较 这 
些 基 小 波 函 数 对 降 噪 效果 的 影响 。 
解 由 例 10-43 中 给 出 的 数据 信号 可 以 绘制 出 如 图 10-43(a) 所 示 的 原 信 号 波形 曲线 。 
>> x=0:0.002:2*pi; y=sin(x. 2); r=0.1i*randn(size(x)); yi=y+r; plot(x,y1) 
对 给 定 的 数据 进行 三 次 小 波 分 解 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 如 图 10-46 所 示 的 相关 各 个 子 信 
号 的 波形 ,其 中 ,作者 根据 需要 对 各 个 坐标 系 的 宽度 进行 了 手工 调整 。 可 见 , 每 次 分 解 都 能 滤 去 一 部 
分 噪声 , 故 最 终 得 出 的 cAa 含有 的 噪声 成 分 较 少 。 
>> [C,L]=wavedec(y1,3,'db6'); cA3=C(1:L(1)); subplot (141), plot (cA3) 
dA3=C(L(1)+1:sum(L([1 2]))); subplot(142), plot (dA3) 
dA2=C(sum(L(1:2))+1:sum(L(1:3))); subplot(143), plot (dA2) 
dA1l=C(sum(L(1:3))+1:sum(L(1:4))); subplot(144), plot (dA1) 
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图 10-46 小 波 分 解 的 结果 
现在 仍 采用 'db6' 基 小 波 , 则 可 以 由 下 面 的 语句 绘制 出 滤波 后 的 近似 波形 ,如 图 10-47(a) 所 示 。 
若 采 用 'db2' 基 小 波 , 则 可 以 得 出 如 图 10-47(b) 所 示 波 近似 波形 。 从 得 出 的 结果 看 ,对 本 例 来 
说 ,采用 两 种 基 小 波 在 滤波 效果 上 没有 显著 的 差异 。 
>> A3=wrcoef('a',C,L,'db6' ,3); plot(A3); figure 
[C,L]=wavedec(y1,3,'db2'); A3=wrcoef('a',C,L,'db2' ,3); plot (A3) 
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(a) 'db6' 基 小 波 (b) 'db2' 基 小 波 


图 10-47 不 同 基 小 波 下 小 波 分 析 降 噪 效果 


其 实 , 用 下 面 的 语句 还 可 以 得 出 另外 两 种 常用 基 小 波 下 降 嗓 的 效果 ,和 如 图 10-47(a)、(b) 所 示 
的 结果 很 接近 。 故 对 本 例 来 说 , 降 品 效果 仍 无 显著 差异 。 
>> [C,L]=wavedec(y1,3,'bior2.6'); A3=wrcoef('a',C,L,'bior2.6',3); plot(A3) 
[C,L]=wavedec(y1,3,'coif4'); A3=wrcoef('a',C,L,'coif4' ,3); plot (A3) 
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例 10-46 重新 考虑 例 8-51 中 的 数字 滤波 问题 ,试用 小 波 对 其 进行 滤波 ,并 比较 滤波 效果 。 

解 用 下 面 语句 可 以 重复 例 8-51 中 给 出 的 滤波 器 滤波 结果 ,同样 ,采用 四 级 'db6' 小 波 , 也 可 以 进行 
降 噪 , 这些 降 噪 效果 在 图 10-48 中 给 出 ,图 中 有 延迟 的 曲线 为 第 8 章 的 滤波 方法 得 出 的 。 可 见 ,小 波 降 
嗓 方 法 不 会 产生 数字 滤波 器 那样 的 时 间 延 迟 ,滤波 效果 也 明显 好 于 滤波 器 。 


0 0.5 1 15 2 


图 10-48 给 定 信 号 的 滤波 效果 比较 


10.5.3 小 波 问 题 的 程序 界面 

小 波 工具 箱 还 提供 了 求解 一 维 、 二 维 小 波 变换 问题 的 图 形 用 户 界面 .在 MATLAB 命令 窗 
口中 输入 waveletAnalyzer 命令 可 以 启动 该 程序 ,得 出 如 图 10-49 所 示 的 图 形 界面 ,如 果 想 解 
决 一 维 小 波 变换 问题 , 则 单 击 Wavelet 1-D( 一 维 小 波 分 析 ) 按 钮 ,该 程序 将 引导 用 户 输入 数据 文 
件 ,选择 小 波 并 进行 小 波 分 析 的 全 过 程 。 该 界面 使 用 起 来 较 容易 , 故 不 在 这 里 详细 介绍 了 。 


10.6 分数 阶 微 积分 学 问题 的 数值 运算 


第 3 章 详细 介绍 了 微 积分 学 的 相关 内 容 , 其 他 一 些 章节 还 陆续 介绍 了 基于 MATLAB 语 言 
的 微 积分 问题 的 数值 解 和 解析 解法 .一般 地 , d"y/dz" 表 示 y 对 z 的 n 阶 导数 ,但 若 n==1/2 时 
会 怎么 样 呢 ?这 是 300 多 年 以 前 法 国 著名 数学 家 Guillaume Francois Antoine L'"H6pital 问 过 微 
积分 学 创造 者 之 一 Gottfried Wilhelm Leibniz 的 一 个 问题 [ 国 , 这 标志 着 分 数 阶 微 积分 研究 的 
开始 。 严 格 说 来 ,“ 分 数 阶 ”(fractional-order) 一 词 是 误 用 ,正确 的 应 该 是 非 整数 阶 (non-integer- 
order), 因 为 V2 也 可 以 用 作 微 积分 的 阶 次 ,而 它 不 是 分 数 . 然 而 , “分数 阶 ? 一 词 流传 很 广 ,在 这 
一 领域 的 研究 者 中 也 一 直 使 用 分 数 阶 一 词 ,所 以 本 书 也 沿用 该 关键 词 .分 数 阶 微 积分 理论 建立 
至 今 已 经 有 300 年 的 历史 了 ,但 早期 主要 侧重 于 理论 研究 ,近年 来 在 很 多 领域 都 已 经 开始 应 用 
分 数 阶 微 积分 学 理论 ,例如 在 自动 控制 领域 出 现 了 分 数 阶 控制 理论 等 新 的 分 支 .本 节 将 介绍 分 
数 阶 微 积分 的 定义 及 各 种 计算 方法 ,并 介绍 分 数 阶 线性 及 非 线 性 微分 方程 的 求解 方法 。 
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DU Wavelet Analyzer 一 口 就 
Fle Window Help a 


图 10-49 小 波 分 析 程 序 界面 


作者 编写 了 一 个 专门 用 于 分 数 阶 微 积分 与 分 数 阶 控制 的 MATLAB FOTF 工具 箱 pe 1， 
该 工具 箱 可 以 由 下 面 的 网 站 直接 下 载 。 ey 


10.6.1 分 数 阶 微 积 分 的 定义 


在 分 数 阶 微 积分 理论 发 展 过 程 中 ,出现 了 很 多 种 函数 的 分 数 阶 微 积分 的 定义 ,如 由 整数 
阶 微 积 分 直接 扩展 而 来 的 Cauchy 积 分 公式 、Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 、Riemann- 
Liouvile 分 数 阶 微 积分 定义 以 及 Caputo 定 义 等 ,本 节 将 先 介绍 这 些 定义 及 其 等 效 关系 , 再 给 出 
分 数 阶 微 积分 的 各 种 性 质 。 

分 数 阶 微 积分 有 各 种 各 样 的 定义 ,其 中 ,常用 的 定义 为 : 

(1) 分 数 阶 Cauchy 积 分 公式 。 该 公式 从 简单 整数 阶 积分 直接 扩展 而 来 


(i 
f(t) = 3 ) 是 Der (10-6-1) 


其 中 ,C 为 包围 1(t) 单 值 与 解析 开 区 域 的 光滑 曲线 。 
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(2) Grinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 。 该 定义 为 


[( 一 如 )/ 问 
区 
Lor) lim i > , ( ye jh) (10-6-2) 
pu 


h—0 


其 中 ,to 为 初始 时 刻 , 且 假设 t < 如 时 f(t) 三 0， (3) 为 二 项 式 系数 ,其 计算 方法 后 面 将 介绍 。 
(3) Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积分 公式 。 其 分 数 阶 积分 的 定义 为 
RL ge f(t) = 动人 a ar (10-6.3) 
其 中 ,a > 0, 且 加 为 初始 时 刻 。 若 令 如 = 0, 则 微分 记号 可 以 简写 成 RLGrej(b)。 如 果 定 义 没有 
冲突 还 可 以 省 去 角 标 RL。Riemann_Liouvile 定 义 为 常用 的 分 数 阶 微 积分 定义 .特别 地 ,多 左右 
侧 的 下 标 分 别 表示 积分 式 的 下 界 和 上 界 09。 
由 这 样 的 积分 还 可 以 定义 出 分 数 阶 微分 .假设 分 数 阶 m = [al , 则 分 数 阶 微分 为 


RLoa (1) ad” [RLg-(m-o) 2 | f(7) 
E90 = sr E90] = mm | | 064) 
(4) Caputo 分 数 阶 微分 定义 .Caputo 分 数 阶 微分 定义 为 
1 ”NN 
Coa 
CA es) 上 a (10-6-5) 


其 中 ,mm = [al] 为 整数 .类 似 地 ,Caputo 分 数 阶 积 分 定义 与 Riemann-Liouville 完 全 一 致 


t 
C9 °f(t) = | EE Dar =RL9rof(t), a>0 (10-6-6) 


10.6.2 不 同 分 数 阶 微 积分 定义 的 关系 与 性 质 

可 以 证 明 gl, 对 很 广 一 类 实际 函数 来 说 , Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 及 Rie- 
mann-Liouville 分 数 阶 微 积分 定义 是 完全 等 效 的 , 本 书 不 再 区 分 这 两 个 定义 。Caputo 定 义 和 
Riemann-Liouville 定 义 的 区 别 主要 表现 在 微分 与 积分 的 次 序 上 , 其 区 别 下 面 将 给 出 具体 关系 。 

车 函数 y(t) 的 初 值 非 零 ,上 且 a e (0,1), 则 比较 Caputo 和 Riemann-Liouville 定 义 可 见 

£9DF FE) = DP (Ft) — f(to)) (10-6-7) 

其 中 ,常数 f(to) 的 导数 为 并 BP 了 (to) = f(to)(t 一 to)-*/T(1 一 a), 这 时 可 以 推导 出 Caputo 微 
分 定义 和 Riemann-Liouville 定 义 之 间 的 关系 为 


f(to)(t —to) ° 


82810 =B" GPF — To) (10-6-8) 
更 一 般 地 ,如 果 阶 次 a > 1, 记 m= [a], 则 
3 一 于 (k) 
LDO = BFE) — > rt = (10-6-9) 
k=0 


且 前 面 介绍 的 0 < a < 1 是 上 述 公 式 的 一 个 特例 。 
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车 a < 0, 前 面 已 经 指出 , Riemann-Liouville 分 数 阶 积分 定义 和 Caputo 积 分 定义 是 完全 相 
同 的 ,所 以 在 实际 应 用 中 二 者 可 以 混用 。 

这 里 不 加 证 明 地 给 出 分 数 阶 微 积分 的 性 质 四]: 

(1) 解析 函数 f(t) 的 分 数 阶 导 数 i。 B28f(t) 对 t 和 a 都 是 解析 的 。 

(2) a 二 n 为 整数 时 ,分 数 阶 微分 与 整数 阶 微分 的 值 完 全 一 致 ,有 12? 了 (t) = f(t)。 

(3) 分 数 阶 微 积分 算 子 为 线性 的 , 即 对 任意 常数 a,b, 有 


to DP [af (t) + bg(t)] = a 1 BPFH) +b 1 DP g(t) (10-6-10) 
(4) 对 各 阶 导数 初 值 均 为 零 的 函数 f(t), 分 数 阶 微 积分 算 子 满足 交换 律 , 并 满足 县 加 关系 
wDF [i DE FW] = wD [1 BFF] = ft) (10-6-11) 
函数 的 分 数 阶 积分 表达 式 的 Laplace 变 换 为 
ZL [DI] = s77 .ZI 0)] (10-6-12) 
在 Riemann-Liouville 定 义 下 ,函数 分 数 阶 微分 的 Laplace 变换 为 
ZR GPF0)] = s° 2[1()] -E+ yor (10-6-13) 


特别 地 ,车 函数 f(t) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0, 则 [BP?f(t)] = s*. 名 [f(t)]。 
Caputo 定 义 下 函数 积分 的 Laplace 变换 与 Riemann-Louiville 定 义 下 的 完全 一 致 .Caputo 
定义 下 函数 微分 的 Laplace 变换 满足 洁 
LED FD) = smPG) 一 >》 1 人 to) (10-6-14) 
= 
从 上 述 Laplace 变 换 的 性 质 可 见 , Caputo 定 义 涉及 整数 阶 导数 的 初 值 , 比较 接近 于 实际 系 
统 具 有 的 性 质 ,而 Riemann-Liouville 定 义 涉及 分 数 阶 导数 的 初 值 , 这 在 现实 系统 中 是 难以 提供 
的 ,所 以 Caputo 系统 更 适合 于 具有 非 零 初 值 的 动态 系统 描述 。 
10.6.3 分 数 阶 微 积分 的 计算 方法 


(1) 用 Grinwald-Letnikov 定 义 求解 分 数 阶 微分 求解 分 数 阶 微 积分 最 直接 的 数值 方法 是 


利用 Griinwald-Letnikov 定 义 的 方法 
1 OA 【的 / 
#9210) = jm Dy CD) 加 f(t— jh) ei > wj 一 说 (10-6-15) 


j=0 j=0 
其 中 ,个 = (1) (9 为 函数 (1 2)* 的 多 项 式 系数 , 该 系数 还 可 以 更 简单 地 由 下 面 的 递 扒 
公式 直接 求 出 wo wo 人 “ 革 ) 


(人 ， 了 一 也 2 (10-6-16) 


假设 步 长 足够 小 , 则 可 以 用 式 (10-6-15) 直 接 求 出 函数 数值 微分 的 近似 值 , 并 可 以 证 
明 0, 该 公式 的 精度 为 o( 问 。 所 以 ,利用 Griinwald_Letnikov 定 义 可 以 立即 编写 出 下 面 的 函数 
来 求 取 给 定 函 数 的 分 数 阶 微分 函数 。 
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该 函数 的 调用 格式 为 有 SSEGEEEC 天 克 5 让, 其 中 ,t 为 等 间距 时 间 向 量 ;y 或 者 为 输入 信号 
的 采样 值 ， We re ;7 为 分 数 阶 导数 的 阶 次 ;得 出 的 yy 向 量 为 函数 分 数 阶 导 
数 的 采样 值 , 且 7 允许 为 负数 ,表示 积分 。 

给 定 预 期 的 精度 o(h?), 文 献 [16] 还 给 出 了 高 精度 Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积分 的 算法 
及 求解 函数 glfdiff9(), 其 调用 格式 是 有 ESIEGSEEOC 庆 用 .限于 本 书 的 篇 幅 ,不 能 给 出 
详细 的 算法 与 程序 实现 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参见 文献 [16]。 


例 10-47 在 整数 阶 微 积 分 理论 的 框架 下 ,常数 的 各 阶 导数 均等 于 零 ,一 阶 积分 为 针线 ,高 阶 积分 分 别 
为 二 次 曲线 、 三 次 曲线 等 。 试 求 出 常数 的 分 数 阶 微 积分 。 

解 由 下 面 语句 可 以 先 构造 常数 信号 向 量 y, 再 调用 glfdiff() 函数 则 可 以 直接 得 出 函数 的 分 数 阶 微 
积分 曲线 ,如 图 10-50 所 示 , 可 见 , 常 数 信号 的 分 数 阶 微分 与 整数 阶 是 有 很 大 区 别 的 。 


图 10.50 常数 的 分 数 阶 微 积分 


例 10-48 考虑 一 个 初 值 非 零 的 函数 f(t) = etsin(3t 十 1),tE (0, Tt), 试 求 出 其 分 数 阶 导 数 。 

解 这 里 只 考虑 由 Griinwald-Letnikov 定 义 来 计算 其 分 数 阶 微分 函数 。 分 别 选择 计算 步 长 T= 0.05 
和 了 = 0.001, 则 可 以 得 出 在 这 两 个 计算 步 长 下 函数 的 0.5 阶 导数 函数 曲线 ,如 图 10-51(a) 所 示 。 可 
见 , 二 者 是 很 接近 的 ,看 不 出 任何 区 别 。 对 本 函数 而 言 , 由 于 采用 了 高 精度 算法 ,即使 选择 卫 = 0.05 也 
可 以 足够 精确 地 求 出 函数 的 分 数 阶 微分 。 


对 不 同 的 了 Y 选 值 ,可 以 调用 下 面 的 语句 绘制 出 分 数 阶 导 函 数 的 三 维 图 ,如 图 10-51(b) 所 示 。 
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4 
E 
轨 1 
1 0 

二 
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0.5 了 务 间 
1 0 1 1 2 2 3 0 0 
(a) 不 同 计算 步 长 的 结果 比较 (b) 分 数 阶 微分 曲面 


图 10-51 函数 的 分 数 阶 微分 
例 10-49 试用 不 同 定义 求 取 函数 了 (t) = sin(3t 十 1) 的 0.75 阶 微分 ,并 比较 得 出 的 结果 。 
解 由 Cauchy 定 义 ,可 以 立即 求 出 0.75 阶 微分 为 020.75j( 昌 一 3075sin (3t 十 1 十 0.75r/2) ,而 用 Griin- 
wald-Letnikov 定义 的 微分 可 以 由 glfdiff9() 函数 得 出 。 这 样 ,由 下 面 语句 可 以 绘制 出 由 这 两 个 定 
义 得 出 的 分 数 阶 微分 曲线 ,如 图 10-52 所 示 。 


4 Griinwald-Letnikov 定义 


6 05 1 15 2 2.5 3 


图 10-52 不 同 定义 下 的 分 数 阶 微分 曲线 


>> t=0:0.01:pi; y=sin(3*t+1); y1=3°0.75*sin(3*t+1+0.75*pi/2); %Cauchy 公式 
y2=glfdiff9(y,t,0.75,4); plot(t,y1i,t,y2) % 两 种 定义 的 比较 
比较 两 种 定义 得 出 的 结果 , 可 见 用 Cauchy 积分 公式 定义 的 算法 没有 初始 突变 过 程 ,在 t 二 0 区 
域 以 外 二 者 几乎 是 一 致 的 。 这 两 个 定义 是 有 区 别 的 ,在 t < 0 时 ,Griinwald-Letnikov 定义 假设 y = 0， 
显然 在 t 二 0+ 时 刻 y 的 值 从 0 突变 到 sin1, 所 以 这 时 分 数 阶 微分 值 应 该 为 o0, 突变 的 影响 亦 将 持 
续 一 段 时 间 ; 而 Cauchy 积分 公式 则 假设 在 t < 0 时 原 函 数 仍然 满足 函数 y(t) = sin(3t 十 1), 所 以 在 
t= 二 0+ 时 函数 没有 突变 。 


(2) Caputo 微 积分 定义 的 数值 计算 .由 前 面 的 介绍 可 见 , Caputo 分 数 阶 积 分 与 Griinwald- 
Letnikov 定 义 完 全 一 致 ,所 以 可 以 采用 glLfdiff9() 函数 直接 求解 . 若 w > 0, 通过 式 (10-6-9) 的 
补偿 公式 可 以 计算 出 Caputo 分 数 阶 微分 ,还 可 以 直接 使 用 高 精度 Caputo 微 积分 的 数值 计算 函 
数 caputo9() ,其 调用 格式 为 Wapit5o9( 2, 其 中 ,a < 0, 将 直接 返回 Griinwald-Let- 
nikov 积 分 结果 。 可 以 给 出 p 值 ,使 得 计算 误差 为 o(h?)。 


例 10-50 重新 考虑 例 10-49 的 函数 ft) = sin(3t+1), 试 绘制 不 同 定义 下 0.3,1.3,2.3 阶 导数 曲线 。 
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解 可 见 在 上 一 0 时 刻 函 数 (t) 的 初 值 为 sin1, 故 可 以 得 出 二 者 之 差 为 d(t) 二 t03sin1/T(0.7), 这 样 
可 以 由 下 面 语句 计算 出 Griinwald-Letnikov 定义 和 Caputo 定 义 下 的 函数 曲线 ,如 图 10-53(a) 所 示 。 
可 见 , 在 初 值 非 零 时 ,二 者 差异 还 是 很 大 的 。 


£94-3y(t) 


Griinwald-Letnikov 定义 
.补偿 项 


922 3 人 
a 40 
0 0.5 4 35 2 25 条 0 0.5 1 业务 多 这 和 和 


(a) 0.3 阶 导数 (b) 1.3,2.3 阶 导数 
10-53 不 同 定义 下 的 分 数 阶 微分 曲线 


这 里 给 出 的 8G2.3g(t) 和 8 13g(t) 求解 命令 如 下 所 示 , 无 须 事先 求 出 久 (0), 凡 (0) 的 值 ,最 终 得 
出 如 图 10-53(b) 所 示 的 曲线 。 


例 10-51 现在 考虑 函数 ft) 二 e! 的 0.6 阶 Caputo 导 数 的 计算 ,其 解析 解 为 yo(t) = 一 04B11.4( 一 )， 
试 测试 不 同 的 步 长 与 p 值 ,评价 给 出 函数 的 求解 精度 。 

解 选择 计算 步 长 hh 二 0.01, 可 以 由 下 面 的 语句 求 出 不 同 p 取 值 下 的 分 数 阶 导 数 ,并 与 解析 解 相 比 得 
出 相应 的 误差 ,如 表 10-15 所 示 。 可见 ,在 p = 6 时 得 出 的 结果 最 大 误差 可 达 10-13, 高 于 现 有 其 他 算 
法 很 多 个 数量 级 。 再 进一步 增加 阶 次 p, 在 双 精 度数 据 结构 下 不 会 改善 计算 精度 ,还 有 使 计算 结果 变 
坏 的 可 能 。 


表 10-15 计算 步 长 为 h = 0.01 时 的 最 大 计算 误差 


阶 次 p bp 3 4 5 6 多 
最 大 误差 0.0018 1.19x10-5 8.89x10-8 7.07x10-10 5.85x10-12 3.14x10-!13 7.33x10-13 


如 果 选 择 大 步 长 有 二 0.1, 仍然 可 以 在 不 同 阶 次 也 下 计算 指数 函数 的 0.6 阶 Caputo 导数 数值 解 ， 
得 出 的 最 大 误差 在 表 10-16 中 给 出 ,可 以 看 出 ,即使 选择 了 这 样 大 的 步 长 ,在 p 二 8 时 仍 可 以 得 到 
10-10 的 误差 级 别 。 
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表 10-16 计算 步 长 为 h = 0.1 时 的 最 大 计算 误差 


阶 次 p 3 4 5 6 7 8 9 
最 大 误差 7.82x10-5 5.98x10-6 4.73x10-7 3.74x10-8 3.12x10-9 4.94x10-10 1.14x10-8 


(3) Oustaloup 滤波 算法 及 其 应 用 .前 面 介绍 的 各 种 分 数 阶 微分 运算 的 前 提 是 被 微分 函数 
j 折 为 已 知 函数 ,但 在 实际 应 用 中 该 信号 经 常 是 无 法 预先 知道 的 , 因为 这 些 信 号 可 能 来 自 别 的 
系统 环节 ,所 以 应 该 采用 其 他 形式 来 求 取 分 数 阶 微分 ,例如 通过 构造 滤波 器 的 方式 来 对 信号 进 
行 数值 微 积分 处 理 。 

信号 的 滤波 器 可 以 有 连续 和 离散 两 种 形式 , 分 别 用 来 拟 合 Laplace 变 换算 子 sy 和 Fourier 
变换 算 子 (jw)7。 从 效果 上 看 ,函数 的 Riemann-Liouville 分 数 阶 数值 微分 相当 于 原来 信号 需要 
通过 这 样 的 滤波 器 得 出 的 输出 信号 。 

文献 21] 中 列 出 了 多 种 连续 滤波 器 的 实现 算法 .这 里 只 介绍 其 中 的 Oustaloup 算法 B3。 假 
设 选 定 的 感 兴趣 的 频率 段 为 (wb,wh), 则 可 以 构造 出 连续 滤波 器 的 传递 函数 模型 为 

N 7 
Gils) = 天 [于 从 (10-6-17) 


k=1 


其 中 ,滤波 器 零 极点 和 增益 可 以 由 式 (10-6-18) 直 接 求 出 ,为 
wh = wpw -IMD/N, wh = wow -HMD/N, K = 局 ， 其 中 ，wu = Van /wb (10-6-18) 
根据 上 述 算法 ,可 以 直接 编写 出 如 下 的 函数 设计 连续 滤波 器 。 这 样 , 若 f(t) 信号 通过 滤波 器 
进行 过 滤 , 则 可 以 认为 输出 信号 是 92 了 (t) 的 近似 。 


该 函数 的 调用 格式 为 [EECEEESGCRRI OO 请 丽 光 , 其 中 ,7 为 分 数 阶 的 阶 次 ,可 以 为 正 也 
可 以 为 负 ; 为 滤波 器 的 阶 次 ;we 和 wh 分别 为 用 户 选 定 的 拟 合 频率 下 限 和 上 限 ,一 般 在 该 区 域 
内 滤波 器 能 较 好 地 逼近 分 数 阶 微分 算 子 ,而 其 外 的 区 域 将 和 微分 算 子 相差 很 多 。 


例 10-52 假设 wb = 0.01rad/sec,wn 二 1000rad/sec, 并 选择 滤波 器 阶 次 为 N = 5, 试 设计 出 连续 滤 
波 器 ,对 f(t) 一 etsin(3t 十 1) 信 号 计算 0.5 阶 微分 。 
解 可 以 用 下 面 的 语句 设计 出 滤波 器 
cg 31.62s5 十 6248s4 十 1.122x105s3 十 1.996x105s2 十 3.514X104s 十 562.3 
55 十 624.8s4 十 3.549Xx104s3 十 1.996x105s2 十 1.111Xx105s 十 5623 


”>> G=ousta_fod(0.5,5,0.01,1000) ，bode(G) %Oustaloup 滤波 器 及 其 频 域 响应 拟 合 

上 面 的 语句 还 可 以 直接 绘制 出 该 滤波 器 的 Bode 图 ,如 图 10-54(a) 所 示 , 在 该 图 中 还 登 印 了 直 
线 ,表示 (jw) 的 理论 值 。 由 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲线 ,同时 也 
将 绘制 出 由 Griinwald-Letnikov 定 义 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲线 ,如 图 10-54(b) 所 示 。 可 见 , 由 滤波 
器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 结果 还 是 很 精确 的 。 
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(Ca) Oustaloup 滤波 器 Bode 图 (b) 分 数 阶 导数 曲线 
图 10-54 函数 的 分 数 阶 导数 


当然 ,用 该 算法 还 可 以 在 更 大 的 频率 范围 内 拟 合 分 数 阶 微分 函数 ,这 时 需要 适当 增 大 拟 合 的 阶 
次 。 下 面 给 出 在 (10-4,109) 频段 内 的 拟 合 效果 ,如 图 10-55 所 示 。 可 见 , 对 这 样 大 的 频率 范围 ,不 再 适 
合 N = 二 5 的 近似 ,而 应 该 采用 更 大 的 和 N 值 ,如 N = 11。 


在 计算 量 允许 的 前 提 下 , 实际 应 用 中 可 以 考虑 选择 更 大 的 感 兴趣 频率 范围 和 更 高 的 阶 次 ， 
如 (10-6,105) rad/sec, NN = 30, 这样 的 滤波 器 在 事实 上 已 经 非常 接近 所 期 待 的 分 数 阶 算 子 了 。 
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图 10-55 不 同 阶 次 下 的 滤波 器 近似 效果 
(4) Caputo 导 数 的 滤波 器 近似 .前 面 介 绍 的 Oustaloup 滤波 器 可 以 用 于 生成 Riemann- 
Liouville 分 数 阶 微 积分 信号 , 但 不 能 直接 得 出 Caputo 导数 信号 , 需要 根据 分 数 阶 微分 的 性 质 重 
新 构造 -Caputo 分 数 阶 导数 有 一 个 很 有 趣 的 性 质 


§ Drylt) = 开 Dr MI [WAG)| (10-6-19) 


其 物理 解释 为 ,信号 zy(b 的 Y 阶 Caputo 导 数 可 以 由 整数 阶 导数 WPTD(b 经 过 ([?] 一 2) 阶 
Riemann-liouville 积分 得 出 , 换 名 话说, 由 整数 阶 导数 WPTD) 人 (经 过 Oustaloup 滤波 器 得 出 。 
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对 式 (10-6-6) 两 端 取 ([?7] 一 )) 阶 Riemann-Liouville 导 数 , 则 可 以 得 出 
RL GP Bry(t)] = ym () (10-6-20) 


其 物理 解释 为 ,对 7 阶 Caputo 导数 S27y(t) 求 [7| 一 7 阶 Riemann-Liouville 导 数 , 则 可 以 
得 出 整数 阶 导数 ym1)(t)。 换 名 话说 ,Caputo 导 数 通 过 Oustaloup 滤波 器 则 可 以 得 出 整数 阶 导 
数 .将 在 分 数 阶 微 积分 与 分 数 阶 控制 系统 Simulink 建 模 中 讨论 这 两 条 性 质 的 应 用 。 

10.6.4 分 数 阶 微分 方程 的 求解 方法 
分 数 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形式 为 Bl 
an DPry(t) + an_1D" Y(t) + + a DP y(t) + ao DPoy(t) 
= bu(t) + be Drult) + + bm Do™ult) 

其 中 , 初 值 为 零 的 微分 方程 可 以 为 Riemann-Liouville 微 分 方程 也 可 以 是 Caputo 微 分 方程 , 二 
者 完全 一 致 ;车 初 值 非 零 则 一 般 使 用 Caputo 微 分 方程 , 本 节 将 侧重 于 介绍 两 类 微分 方程 的 数值 
解 方法 。 如 果 初 始 条 件 均 为 零 , 该 线性 微分 方程 还 可 以 用 下 面 的 分 数 阶 传递 函数 直接 描述 

G@ bisY: 十 bs72 十 … 十 pns7m 
人 a1sP! + a2sB2 十 … 十 an-1spn-1 十 anspn 

本 节 先 探讨 分 数 阶 线性 微分 方程 的 数值 解 方法 , 然后 介绍 各 类 分 数 阶 非 线性 微分 方程 的 数 
值 解法 。 

(1) 一 类 分 数 阶 线性 系统 时 域 响应 解析 解 方法 .类 似 于 整数 阶 函 数 的 部 分 分 式 展开 法 , 求 
解 一 类 线性 系统 时 域 响应 解析 解 可 以 通过 引入 Mittag-Lefaer 函数 来 获得 .如 果 微 分 方程 右 侧 
只 含有 输入 信号 本 身 , 则 由 nn 项 构成 的 分 数 阶 微分 方程 的 解 可 以 表示 为 


w= kok, ha) 
A 


ml 
0 十 1 十 … 十 kn 2=m 
k020,.… ,kn—2>0 


(10-6-21) 


(10-6-22) 


n—2 i ks 人 
名 (10-6-23) 


II(s 


n 


om 攻 (- 人 -1 Pit] 
Bn—Bn-1Bnt (Bn-1—Bi)ks Qn 
上 


式 中 ,Eu,8(z) 为 式 (8-6-5) 中 定义 的 两 参数 Mittag-Leffler 函数 ,m 为 整数 .如 果 分 数 阶 微分 方 
程 不 是 低 阶 微分 方程 ,这 里 给 出 的 解法 没有 太 大 价值 , 需要 更 通用 的 求解 方法 。 

(2) 零 初 值 分 数 阶 线性 微分 方程 的 解法 ,如果 输 入 和 输出 信号 y(t) 和 w(t) 及 其 导 函 数 在 初 
始 时 刻 的 值 均 为 零 ,等 号 右 侧 只 有 输入 信号 府 (t) 本 身 , 则 微分 方程 可 以 简化 为 


an DP YE) + an_1D" yt) + + a DP'Y(t) + ao DP y(t) = a(t) (10-6-24) 
其 中 ,&(t) 可 以 由 某 函 数 及 其 分 数 阶 微分 构成 ,可 以 事先 计算 出 来 


ft) =D u(t) + be Bult) + + bm Do™ u(t) (10-6-25) 
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考虑 式 (10-6-15) 中 给 出 的 Griinwald-Letnikov 定 义 ,用 离散 方法 可 以 将 其 改写 成 [六 


[(t 一 a)/ 癌 1 [(t 一 a)/ 问 | 
oDP yO 2 wm mt oa (10-6-26) 
j=0 了 
其 中 ,bp9 可 以 由 下 面 的 递 推 公式 得 出 
wh =1, we 人 Bt ) wp, j=1,2,. (10-6-27) 
代入 式 (10-6-24), 则 可 以 直接 推导 出 微分 方程 闭 式 数值 解 为 
n (ta)/ 则 
， 站 
屹 一 坪 DD > on (10-6-28) 
Daih-B: i=0 a 
=0 


现在 考虑 式 (10-6-21) 中 给 出 的 一 般 形式 .如 果 先 对 等 号 右 侧 的 函数 w(t) 求 分 数 阶 导数 , 则 
显然 可 以 将 原 方程 变换 成 右 侧 为 府 (t) 的 形式 ,这 样 套用 上 述 公式 就 可 以 求 出 一 般 微分 方程 的 数 
值 解 。 在 实际 编程 运算 中 , 先 求 导 可 能 导致 计算 误差 , 故 可 以 考虑 先 求 在 ult) 激 励 下 的 $9(t), 再 
对 得 出 的 (#) 按照 等 号 右 侧 的 方式 求 导 。 对 线性 系统 来 说 这 个 方法 是 完全 等 效 的 ,基于 这 个 算 
法 ,可 以 编写 出 一 个 fode_sol() 来 实现 任意 输入 的 零 初 值 分 数 阶 线性 微分 方程 的 数值 解法 。 


该 函数 的 调用 格式 为 WETOUSESOICRROR ,其 精度 为 o( 六 .时 间 向 量 和 输入 点 
向 量 分 别 由 t 和 久 给 出 .注意 , 当 计 算 点 需要 很 多 时 , 这 样 的 求解 方法 可 能 比较 慢 .这 时 。 可 以 考 
虑 高 精度 的 数值 求解 函数 EGGSEEGISCGRDRDD, 其 精度 为 o(i)。 
例 10-53 试用 数值 方法 求解 下 面 的 零 初 值 分 数 阶 线性 微分 方程 并 绘制 输出 函数 曲线 。 

285g(t) + B91y(t) 十 26223g(t) 十 732129(b 十 90205g(t) = 90sint? 

解 由 给 出 的 方程 可 以 写 出 a 和 nh 向量, 从 而 直接 调用 编写 的 fode_so1() 函数 得 出 该 微分 方程 的 
解 ,用 绘图 语句 可 以 绘制 出 输出 和 输入 信号 的 曲线 ,如 图 10-56 所 示 。 为 提高 得 出 数值 解 的 精度 ,通常 
需要 选择 较 小 的 及 值 ,这 里 得 出 的 结果 精度 较 高 ,再 进一步 减 小 的 值 ,例如 选择 二 0.001, 则 得 出 
的 仿真 结果 与 图 中 给 出 的 结果 看 不 出 任何 区 别 。 


(3) 非 零 初 值 Caputo 微分 方程 的 数值 求解 .如 果 微 分 方程 中 输入 、 输 出 变量 及 其 各 阶 导数 
的 初 值 非 零 , 则 前 面 使 用 的 方法 不 能 求 取 方程 的 数值 解 ,需要 使 用 Caputo 定 义 下 微分 方程 的 求 
解 方法 。 
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图 10-56 方程 解 及 输入 信号 

考虑 下 面 给 出 的 Caputo 线 性 分 数 阶 微分 方程 的 一 般 形 式 

anC DE" Y(t) + an_1° DP" y(t) + + a DP'Y(t) + aoe DPoy(t) =at) (10-6-29) 

为 方便 起 见 ,假设 B, > Bn_1 > … > Bi > Po >0-. 等 号 右 侧 只 含有 立 ( 函数 。 如 果实 际 方 
程 等 号 右 侧 含有 输入 信号 vw(t) 的 分 数 阶 导数 , 则 可 以 仿照 前 面 的 方法 先 将 其 线性 组 合 (t) 计算 
出 来 。 

如 果 m = [Bn1, 则 要 使 得 方程 上 有 唯一 解 ,应 该 已 知 m 个 初始 值 ,y(0),y (0),… ,y(™-D(0)。 
这 样 ,可 以 引入 辅助 变量 (#) 


AW = WN) -WH0) — v0) 
这 时 z() 信 号 及 其 前 m 一 1 阶 导数 的 初 值 均 为 0. 这 样 , 原 Caputo 方 程 就 变 成 了 关于 z(t) 


的 Riemann-Liouville 方 程 , 可 以 用 前 面 的 方法 直接 得 出 其 高 精度 数值 解 , 再 加 回 原来 的 补偿 
项 , 则 可 以 得 出 原 Caputo 方 程 的 数值 解 为 
y(t) = z(t) +y(0) 十 vO) 十 … 十 Oo (10-6-31) 

基于 这 样 的 思想 ,文献 [17] 提出 了 求解 高 精度 Caputo 微 分 方程 求解 函数 fode_caputo9()， 
共 记 用 格式 为 SEEAGIESRIEGSCGROR 其 精度 为 o(i)。 
例 10-54 试 求解 下 面 的 Caputo 分 数 阶 微分 方程 

yO + DO + S(O) + By (0) + DY) + Sy) = 12 eos 

初始 条 件 为 y(0) = 1,y(0) = 4/5,y(0) = 一 16/25,0 < t+ < 30, 解 析 解 为 y(t) = V2sin(4t/5 十 7/4)。 
解 由 给 出 的 初始 条 件 构造 出 初始 条 件 向 量 , 则 可 以 调用 下 面 的 语句 直接 求解 Caputo 微分 方程 ,得 
出 的 解 函数 如 图 10-57 所 示 。 可 见 ,这 样 得 出 的 数值 解 与 解析 解 的 最 大 误差 为 3.11x10-8, 说明 求解 
方法 是 可 靠 的 。 


y(™-D (0)t™1 (10-6-30) 


(4) 非 零 初 值 非 线 性 Caputo 微 分 方程 的 数值 求解 -这 里 主要 探讨 一 般 显 式微 分 方程 的 数 
值 求解 问题 .假设 非 线性 Caputo 微分 方程 的 数学 模型 为 


FDPy(t) = F(t,9(0), DP YD) ,De y(t)) (10-6-32) 
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0 5 10 15 20 25 30 
10-57 Caputo 方 程 的 数值 解 


其 中 ,4 = [an]; 则 该 分 数 阶 微分 方程 必要 的 初始 条 件 为 
y(0) = vo, (0) = (0) = 2, 7 YD (0) = ya-1 (10-6-33) 
求解 这 类 方程 有 各 种 各 样 的 算法 与 工具 , 如 文献 [24] 介绍 的 预 估 校 正 算法 等 ,不 过 该 算法 


在 任意 mi 取 值 下 效率 很 低 ,精度 也 不 高 ,所 以 可 以 考虑 作者 提出 的 高 精度 预 估 校 正 算法 上 .其 
中 , 预 估 算法 与 校正 算法 的 求解 函数 分 别 为 


这 里 ,fun 为 描述 显 式微 分 方程 的 MATLAB 函数 ,可 以 是 M 函数 也 可 以 是 匿名 函数 , a 为 方程 
的 阶 次 构成 的 向 量 ,y(0) = [y(0),… ,fei 为 已 知 的 初 值 向 量 ,如 为 终止 求解 时 间 , 几 为 定 步 
长 ,e 为 校正 求解 的 误差 容 限 ,p 为 算法 阶 次 ,使 得 整体 误差 为 o(h?), 且 p < [al]。 在 实际 应 用 中 ， 
预 估算 法 的 作用 只 是 提供 校正 算法 所 需 的 初 值 , 并 不 是 很 必要 , 若 将 其 设置 为 零 向 量 或 么 向 量 
也 可 以 单独 使 用 校正 算法 求解 原 方程 。 
例 10-55 试 求解 下 面 Caputo 定 义 下 的 微分 方程 外 
F955y(t) = 10 Pts oy (0) p55y(t) 二 ec 一 [人 
E1,1.445(—t) 

其 中 ,y(0) = 1,W(0) = 一 1, 且 已 知 其 解析 解 为 y(t) 一 et。 
解 本 例 的 原始 来 源 是 文献 [2 和 ,不 过 原 模型 是 错误 的 ,因为 不 能 保证 解析 解 为 et, 需 要 将 原 模型 的 
单 系数 Mittag-Lefer 函数 替换 成 现在 的 双 系 数 函 数 。 从 现 有 文献 可 见 , 若 想 求解 这 一 微分 方程 ,用 
文献 [24] 算法 可 能 耗 时 几 小 时 , 且 精 度 极 低 , 所 以 应 考虑 采用 高 精度 预 估 校正 方法 直接 求解 。 

对 本 例 而 言 , 原 方程 的 向 量 a = [1.455,0.555, ]] ,yo = [1, 一 ]], 这样 ,Caputo 微 分 方程 的 向 量化 
的 描述 可 以 由 匿名 函数 来 实现 ,然后 调用 后 面 的 函数 就 可 以 求 出 原 微分 方程 的 高 精度 数值 解 。 


该 函数 的 运行 时 间 只 有 2.33s, 最 大 误差 为 3.9337x10-5, 精度 与 运行 时 间 指 标 远 远 高 于 现 有 的 
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任何 其 他 方法 。 进 一 步 地, 若 选择 丸 一 0.0001, 则 最 大 误差 可 达 6.8857x10-9, 运 行 时 间 为 62.05s, 该 
解 的 精度 比 任何 现 有 方法 都 要 高 很 多 个 数量 级 。 


现在 假设 想 避 开 预 估 方 法 , 而 将 预 估 结 果 强 行 定义 为 么 向 量 , 则 可 以 用 下 面 的 语句 直接 求解 原 
问题 ,得 出 的 最 大 误差 为 5.1289x10-9, 精 度 略 高 于 前 面 的 结果 , 耗 时 为 132s。 


现在 仍 采 用 较 大 的 步 长 hh 二 0.01 来 求解 微分 方程 ,并 选择 p 二 4, 则 可 以 由 下 面 语句 重新 求解 微 
分 方程 , 耗 时 为 48.7s, 最 大 误差 为 1.7833x10-7。 


10.6.5 基于 框图 的 非 线性 分 数 阶 微分 方程 近似 解法 


如 果 给 出 的 非 线性 分 数 阶 微分 方程 是 非 线 性 的 微分 方程 ,特别 地 ,该 微分 方程 是 整个 系统 
中 的 一 部 分 , 则 用 常规 求解 方法 不 能 得 出 原 问题 的 数值 解 , 必须 使 用 基于 框图 的 求解 方法 .前面 
介绍 过 ,可 以 考虑 Oustaloup 滤波 器 或 其 他 改进 形式 的 滤波 器 ,用 高 阶 整 数 阶 模块 逼近 原始 的 
分 数 阶 算 子 ,这 样 就 可 以 搭建 起 非 线性 分 数 阶 微分 方程 的 求解 框图 , 最 终 得 出 微分 方程 的 数值 
解 。 本 节 将 分 别 介绍 一 般 零 初 值 问 题 和 非 零 初 值 Caputo 微分 方程 的 数值 求解 方法 。 

(1) 零 初 值 非 线 性 分 数 阶 微分 方程 的 求解 .由 前 面 的 内 容 可 见 , 对 未 知 信号 进行 分 数 阶 
微分 数值 运算 的 一 种 有 效 途径 是 采用 Oustaloup 算 法 设计 连续 滤波 器 对 信号 进行 滤波 处 理 。 
另外 ,考虑 到 该 滤波 器 分 子 和 分 母 阶 次 一 致 , 可 能 导致 在 仿真 过 程 中 出 现代 数 环 ,所 以 应 该 在 
其 后 面 再 接 一 个 低 通 滤波 器 , 将 其 截止 频率 设置 为 wh, 这 样 可 以 建立 起 如 图 10-58(a) 所 示 的 
分 数 阶 微分 器 模块 ,通过 适当 选择 频段 和 阶 次 可 以 较 好 地 近似 分 数 阶 微分 的 效果 。 注 意 , 虽然 
Oustaloup 算 法 设计 的 滤波 器 理论 上 可 以 求 取 任意 阶 次 的 分 数 阶 微 积分 ,但 从 数值 微 积分 精度 
看 ,该 滤波 器 更 适合 求 取 一 阶 以 内 的 分 数 阶 微 积分 , 所 以 应 该 将 高 阶 微 积分 先进 行 整数 阶 微 积 
分 运算 ,再 对 结果 进行 滤波 处 理 。 注 意 ,这 里 的 方法 只 适用 于 零 初 值 问 题 的 求解 , 非 零 初 值 问 题 
后 面 将 介绍 。 

利用 Simulink 的 模块 封装 技术 的, 可 以 将 该 模型 进行 封装 ,得 出 如 图 10-58(b) 所 示 的 
分 数 阶 微分 器 模块 * 双 击 该 模块 则 可 以 得 出 如 图 10-58(c) 所 示 的 对 话 框 , 允许 用 户 填写 设计 
Onustaloup 滤波 器 所 需 的 参数 。 在 模块 封装 初始 化 栏目 应 该 填写 下 面 的 语句 , 以 便 在 使 用 模块 前 
先 自动 设计 出 滤波 器 , 并 根据 阶 次 正确 显示 图 标 。 


第 10 章 数学 问题 的 非 传统 解法 “449。 


Paraneters 


| ets) Ey Fractional order 
Transfer Fen EXE 
Ca) 分数 阶 微分 滤波 器 Frequencr range [wb wh] 
Kjos ao | 
让 Fractional p Order of the filter 
Der s*0.7 3 

Fractional operator 

(b) 封 装 模 块 (c) 分 数 阶 微分 器 参数 对 话 框 


图 10-58 Riemann-Liouville 分 数 阶 算 子 模块 

在 实际 仿真 过 程 中 , 由 于 搭建 起 来 的 系统 一 般 为 刚性 系统 ,所 以 在 选择 求解 算法 时 应 该 选 
择 为 odel15s 或 ode23tb 等 , 因为 这 些 算 法 可 以 保证 较 高 的 计算 效率 和 精度 .下 面 将 通过 例子 演 
示 该 模块 在 分 数 阶 微分 方程 近似 求解 中 的 应 用 。 
例 10-56 试用 滤波 器 的 思想 求 取 例 10-53 中 分 数 阶 线性 微分 方程 的 数值 解 , 并 与 该 例 中 所 用 方法 得 
出 的 结果 进行 比较 。 
解 求解 分 数 阶 线性 微分 方程 问题 不 如 例 10-53 中 给 出 的 方法 直观 。 在 求解 之 前 ,需要 引入 辅助 变量 
z(t) = D8.5y(t), 这样, 原来 的 微分 方程 可 以 直接 变换 成 下 面 的 形式 

= 二 = 贡 [gaz(b) +8926z(t) +26918z(t) + 7390:7z(t)] 

根据 该 方程 可 以 搭建 起 如 图 10-59 所 示 的 Simulink 仿真 框图 。 对 该 框图 进行 仿真 , 则 可 以 得 出 
该 微分 方程 的 数值 解 。 将 两 种 方法 得 出 的 数值 解 在 同一 坐标 系 下 绘制 , 则 得 出 如 图 10-60 所 示 的 曲 
线 。 从 曲线 上 基本 看 不 出 两 者 的 差别 ,表明 此 算法 可 以 以 很 高 精度 求解 线性 方程 


z(t) z(t) 
OP 9ossine[) y(t) 
clock 二 一 Eestiooal pC 


aa dudt Pdudt 2 四 Gain4 Cot 
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Fractional "> 
z(t) LDer s0.6 :> 
Gain 


z(t) > Fractional "> 
Der "0.8 

| Fractional > 
Der s0.7 


图 10-59 微分 方程 求解 的 Simulink 框图 (文件 名 :cl0mfodel.md]) 


例 10-57 试用 近似 方法 求解 下 面 的 分 数 阶 非 线性 微分 方程 
39°9y(t) 
3+0.2908y(t) + 0.9902y(t) 


十 |2907g(| 十 3 一 5sin10t 
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0 昌 4 6 8 10 
图 10-60 两 种 数值 解 方法 比较 
解 根据 方程 本 身 ,可 以 容易 地 写 出 y(t) 函数 的 显 式 表达 式 为 
3909y(t) 7 1.5 
3 + 0.2908y(t) + 0.9903y(t) -lvea)| | 
根据 得 出 的 y(t) 可 以 绘制 出 如 图 10-61(a) 所 示 的 仿真 模型 。 从 得 出 的 仿真 模型 可 见 ,信号 的 各 
个 分 数 阶 微分 信号 可 以 由 前 面 设计 的 模块 获得 ,因此 仿真 的 精度 取决 于 滤波 器 对 微分 的 拟 合 效果 ， 
选择 不 同 的 拟 合 频段 和 滤波 器 阶 次 对 求解 精度 将 有 一 定 的 影响 。 图 10-61(b) 对 不 同 的 滤波 器 频段 、 
阶 次 组 合 进行 了 比较 ,得 出 的 结果 基本 一 致 ,误差 稍 大 的 曲线 是 由 wb = 0.001, wh = 1000,n = 5 得 
出 的 。 所 以 对 此 例 来 说 ,选择 n= 二 9 并 选择 适当 的 频段 得 出 的 结果 几乎 完全 一 致 。 


训 灶 = 了 [cm 10t 一 
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Fractional 中 
?| Der sr09 C) Ph CD) 
Product Gain3 人 
0.5 
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Gain -0.5 
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| De 07 中 > Plabs(o 1.5 了 
Gain2 Fen 
-2.5 
1 2 3 4 
(a) Simulink 仿真 模型 (文件 名 :cl0mfode2.mdl) (b) 仿真 结果 


图 10-61 非 线性 分 数 阶 微分 方程 的 Simulink 描述 及 仿真 结果 


(2) 非 零 初 值 的 Caputo 微分 方程 数值 解法 .前 面 介绍 的 Oustaloup 滤波 器 模块 只 能 用 于 零 
初 值 的 Riemann-Liouville 微 分 算 子 , 如果 想 处 理 Caputo 微 分 方程 的 建 模 问 题 , 则 需要 下 面 的 
建 模 与 求解 步骤 : 

@@ 用 积分 器 串 定义 整数 阶 微分 信和 号。 如果 微 分 方程 中 的 最 高 阶 次 为 Qa, 则 需要 串联 4 = [al 
个 整数 阶 积分 器 , 如 图 10-62 所 示 , 这 样 将 构造 出 所 需 的 输出 信号 及 其 各 个 整数 阶 导 数 信号 ,此 
外 ,还 可 以 将 已 知 的 初始 条 件 依次 写 入 各 个 积分 器 。 

@ 构 造 所 需 的 分 数 阶 微分 信号 ,利用 式 (10-6-19) 中 给 出 的 性 质 , 就 可 以 利用 Oustaloup 滤 
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图 10-62 整数 阶 积分 器 链 
波 器 搭建 出 任意 阶 次 的 分 数 阶 Caputo 导 数 信号 。 例 如 ,如 果 需 要 2927g 人 的 , 则 可 以 从 xy% 介 处 
引 一 个 信号 ,将 其 馈 入 0.3 阶 Oustaloup 积分 器 模块 , 则 该 模块 的 输出 则 为 所 需 的 Caputo 导 数 
信号 。 这 里 无 须 重 新 再 考虑 初 值 问题 , 因为 所 欲 的 初 值 在 整数 阶 积分 器 模块 中 已 经 声明 了 。 

@ 构造 出 整个 分 数 阶 系统 的 Simulink 仿 真 模 型 有 了 所 需 的 整数 阶 与 分 数 阶 导 数 关 键 信 
号 , 则 可 以 利用 Simulink 中 搭建 起 整个 系统 的 仿真 模型 了 .在 建 模 过 程 中 ,有 的 时 候 为 了 闭合 某 
些 通路 , 可 以 使 用 式 (10-6-20) 中 的 性 质 ,例如 , 若 想 将 CB27?y(t) 信 号 与 y(t) 信 号 建立 起 来 联 
系 , 则 需要 将 该 信号 接 0.3 阶 Oustaloup 微 分 器 模块 ,之 后 就 可 以 与 y(t) 连 接 起 来 ,闭合 该 回路 
了 。 建 立 起 来 模型 后 就 可 以 对 其 仿真 ,得 到 原 Caputo 微 分 方程 的 结果 ,由 于 这 里 介绍 的 方法 是 
基于 框图 的 方法 ,所 以 理论 上 可 以 求解 任意 复杂 的 Caputo 微 分 方程 。 
例 10-58 试用 Simulink 重 新 求解 例 10-55 中 给 出 的 非 线 性 Caputo 微分 方程 。 
解 为 方便 起 见 , 重 新 写 出 微分 方程 如 下 

GD1455y(t) = -tod Bet ory) ps55y(t) +e-*— [ye)]? 
1,1.445(—t) 
其 中 ,y(0) = 1,y(0) = 一 1。 因 为 这 里 的 最 高 微分 阶 次 为 1.455, 所 以 q 二 2, 需 要 两 个 串联 的 整数 阶 
积分 器 先 定义 出 6), 久 人 6) 与 Jr 人 t) 信号 。 将 两 个 初 值 分 别 写 入 相应 的 积分 器 。 现 在 需要 构造 关键 的 
820.555g(b) 信号 :由 式 (10-6-19) 可 见 ,该 信号 应 该 引 自 凡 人, 将 其 馈 入 0.445 阶 Oustaloup 积分 器 ， 
该 积分 器 输出 就 是 FB0555y(t) 信 号 了 。 有 了 这 些 关键 信号 ,就 可 以 由 底层 模块 搭建 的 方法 将 方程 
左 侧 搭建 出 来 , 亦 即 搭建 出 8291455g(t) 信号。 现在 需要 闭合 出 仿真 回路 ,由 式 (10-6-20) 可 知 ,如 果 
将 其 馈 入 0.445 阶 Oustaloup 微分 器 模块 , 则 可 以 计算 出 W(t), 而 该 信号 正巧 是 积分 器 链 的 起 点 ,所 
以 应 该 将 Oustaloup 滤 波 器 得 出 的 信号 与 V'() 直接 相连 ,闭合 仿真 回路 ,如 图 10-63 所 示 。 为 简单 起 
见 , 将 时 间 上 函数 的 非 线性 运算 归结 成 Interpreted MATLAB Fcn 模块 ,其 内 容 如 下 
function y=ci0mmlfs(u) 包 描 述 微分 方程 的 M 函数 
y=u"0.1*exp(u)*ml_func([1,1.545] ,-u) ./ml_func([1,1.445] ,-u); 
9) y(t) 
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图 10-63 一 个 新 的 Simulink 模 型 (cl0mexp2s.slx) 


为 Oustaloup 滤 波 器 选择 如 下 的 参数 , 则 可 以 得 出 所 需 的 仿真 结果 ,与 解析 和 解 et 相 比 ,可 以 计 
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算出 最 大 的 计算 误差 为 1.1636x10-4, 运 行 的 时 间 为 0.21s。 


如 果 选 择 更 高 阶 次 并 选择 更 大 的 频率 响应 拟 合 范围 ,例如 ,选择 频率 段 (10-8, 107) rad/s, 并 选 
择 阶 次 N = 35, 则 最 大 误差 可 以 减 小 到 1.353x10-7, 所 需 时 间 也 只 需 4.7s。 虽 然 精度 比例 10-55 中 
的 高 精度 算法 稍 差 ,但 求解 时 间 低 于 高 精度 算法 的 十 分 之 一 ,由 此 可 见 该 结果 是 相当 高 效 的 。 
例 10-59 试 求解 下 面 给 出 的 隐 式 分 数 阶 微分 方程 
F980) FD Yt) + ED Yt) FD "Y(t) 


| 


其 中 ,y(0) = 1,y(0) = 一 1/2, 且 已 知 其 解析 解 为 y(t) 一 et/2。 
解 可 以 首先 将 隐 式 Caputo 微 分 方程 转换 成 标准 型 形式 
F902Y(t) DYt) + oD Yt) CDTY(t) 


二 Cm (有 vm- 


根据 前 面 给 出 的 建 模 方法 ,可 以 首先 定义 出 关键 信号 y(t),y (t),y"(t), 并 构造 出 分 数 阶 Caputo 
微分 信号 B02y(t), B03y(t), B17y(t) 和 18y(t), 这 样 可 以 由 前 面 构造 的 关键 信号 搭建 起 原 微分 方 
程 标准 型 的 左 侧 ,并 将 其 输入 到 Algebraic Constraint 模块 , 则 该 模块 的 输出 为 B13y(t), 将 其 求 0.2 阶 
导数 则 将 得 出 y(t), 这 样 该 信号 就 可 以 和 积分 器 构造 的 Wy'(t) 信 号 相连 ,搭建 起 完整 的 隐 式 Caputo 
微分 方程 模型 ,如 图 10-64 所 示 。 由 于 系统 的 初 值 在 积分 器 链 中 已 经 表示 了 ,所 以 这 里 其 他 的 分 数 阶 
微分 器 使 用 零 初 值 的 Oustaloup 滤波 器 等 模块 即 可 ,lnterpreted MATLAB Fcn 模块 的 内 容 为 
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图 10-64 隐 式 微分 方程 的 Simulink 模型 (模型 名 cl0mimps.slx) 


如 下 选择 Oustaloup 滤波 器 参数 , 则 可 以 得 出 该 隐 式 微分 方程 的 数值 解 ,最 大 误差 为 3.8182X 
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10-5, 耗 时 334.8s。 和 其 他 模型 相 比 ,这 个 方程 求解 过 程 的 耗 时 较 长 ,这 是 因为 系统 中 有 代数 环 的 存 
在 ,每 步 仿真 均 需求 解 一 次 代数 方程 的 缘故 。 
>> ww=[le-5 le5]; n=30; tic, [t,x,y]=sim('ciOmimps'); toc, max(abs(y-exp(-t/2))) 
其 实 ,通过 前 面 给 出 的 两 个 例子 可 以 看 出 ,理论 上 用 这 样 的 建 模 方式 可 以 仿真 任意 复杂 的 
分 数 阶 Caputo 常 微分 方程 .如 果 选 择 的 Oustaloup 滤波 器 参数 选择 合理 , 可 以 容易 高 效 地 得 出 
问题 的 数值 解 。 


10.7 习 题 


(1) 考虑 一 个 餐馆 小 费 付费 问题 四 。 假 设 平均 小 费 为 1596 消 费 , 试 根据 服务 水 平 (例如 , 可 以 分 为 
好 、 中 、 差 或 更 详细 的 分 段 ) 和 食物 质量 (也 可 以 根据 实际 情况 分 成 若干 段 ) 建 立 起 小 费 确定 的 
模糊 推理 系统 。 
已 知 表 10-17 的 样本 点 (zi, 纹 ) 数据 , 试 利 用 神经 网 络 理论 在 ZE (1,10) 求解 绘制 出 样本 对 应 
的 函数 曲线 。 还 可 以 尝试 不 同 的 神经 网 络 结构 和 训练 算法 ,将 基于 神经 网 络 的 曲线 拟 合 结果 和 
前 面 介绍 的 分 段 三 次 多 项 式 插 值 的 算法 进行 比较 。 

表 10-17 习题 (2) 的 数据 


(2 


Ti 2 3 4 5 6 于 8 9 10 
Yi 244.0 221.0 208.0 208.0 211.5 216.0 219.0 221.0 221.5 220.0 


(3) 假设 已 知 实测 数据 由 表 10-18 给 出 ， 试 利用 神经 网 络 对 (z;, 在 (0.1,0.1) ~ (1.1,1.1) 区 域内 的 
点 进行 插值 ,并 用 三 维 曲面 的 方式 绘制 出 基于 神经 网 络 的 插值 结果 。 
表 10-18 习题 (3) 的 数据 


Yi ZT1 ZT2 ZT3 T4 Zs Ze TZ7 T8 Tg T10 T11 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 和 lb 
0.1 0.8304 0.8273 0.8241 0.8210 0.8182 0.8161 0.8148 0.8146 0.8158 0.81853 0.82304 
0.2 0.8317 0.8325 0.8358 0.8420 0.8513 0.8638 0.8798 0.8994 0.9226 0.9496 0.9801 
0.3 0.8359 0.8435 0.8563 0.8747 0.8987 0.9284 0.9638 1.0045 1.0502 1.1 1.1529 
0.4 0.8429 0.8601 0.8854 0.9187 0.9599 1.0086 1.0642 1.1253 1.1904 1.257 1.3222 
0.5 0.8527 0.8825 0.9229 0.9735 1.0336 1.1019 1.1764 1.254 1.3308 1.4017 1.4605 
0.6 0.8653 0.9105 0.9685 1.0383 1.1180 1.2046 1.2937 1.3793 1.4539 1.5086 1.5335 
0.7 0.88078 0.9440 1.0217 1.1118 1.2102 1.311 1.4063 1.4859 1.5377 1.5484 1.5052 
0.8 0.8990 0.9828 1.082 1.1922 1.3061 1.4138 1.5021 1.5555 1.5573 1.4915 1.3460 
0.9 0.9201 1.0266 1.1482 1.2768 1.4005 1.5034 1.5661 1.5678 1.4889 1.3156 1.0454 

1 0.9438 1.0752 1.2191 1.3624 1.4866 1.5684 1.5821 1.5032 1.315 1.0155 0.6248 
1.1 0.9702 1.1279 1.2929 1.4448 1.5564 1.5964 1.5341 1.3473 1.0321 0.6127 0.1476 


(4) 假设 通过 实验 测 出 一 系列 数据 ,可 以 列 出 一 个 60 x 13 的 表格 ,由 文件 cl0rsdat.txt 给 出 ,其 中 ， 
每 行为 一 个 样本 ,前 12 列 每 列 对 应 一 个 条 件 ,最 后 一 列表 示 某 事件 是 否 发 生 的 标志 , 试用 粗糙 
集 的 方法 找 出 前 12 个 条 件 中 哪些 条 件 对 事件 的 发 生起 着 重要 的 作用 。 

人 工 神 经 网 络 在 曲线 与 曲面 拟 合 方面 的 应 用 是 很 普遍 的 , 试 利用 人 工 神经 网 络 作为 主要 工具 ， 
重新 求解 第 8 章 的 例题 与 习题 ,并 观察 与 样 条 插值 相 比 神经 网 络 在 解决 曲线 曲面 插值 方面 的 
优 劣 性 。 
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(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


De Jong 最 优化 问题 ol 是 一 个 富有 挑战 性 的 最 优化 基准 测试 问题 ,其 目标 函数 为 


J=min zTz 一 min (7?+22+.…+ 720) 
z 加 


若 一 512 < zi < 512,1 二 1,2,… ,20, 试 用 遗传 算法 得 出 其 最 优化 问题 的 解 ,并 用 普通 的 无 
约束 最 优化 算法 函数 fminunc() 求解 同样 的 问题 ,比较 两 种 方法 所 需 的 时 间 和 精度 。 显然, 该 
问题 的 全 局 最 优 解 为 zi 二 22 二 … 二 220 二 0。 
假设 由 下 面 的 语句 可 以 生成 噪声 污染 的 信号 : 

>> t=0:0.005:5; y=15*exp(-t).*sin(2*t); r=0.3*randn(size(y)); yl=y+r; 
试用 小 波 分 解 与 小 波 重建 方法 对 该 信号 进行 滤波 处 理 , 并 和 第 8 章 习题 中 的 结果 进行 比较 。 
试 利用 遗传 算法 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 ,并 和 传统 数值 方法 进行 比较 。 


1 31.5 
min 去 一 一 |rizz(1+zs) 十 zaz4 (1+ 一 一 
2cosze T5 


0.003079z3z3zs 一 coss ze>0 
0.1017z3z3 一 z2 cos? ze>0 
0.09939(1+zs)z3z2 一 cos2 ze>0 

TS.t. 4 0.1076(31.5+zs)z3z3 一 z2 cos? ze>0 
zaza(z5 十 31.5) 一 z5[2(zi 十 5) cos re 十 zlzaz5]>0 
0.2<zi<0.5,14<<rza<22,0.35<za<0.6 
16<z4<22,5.8<zs <6.5,0.14<z6e <0.2618 


遗传 算法 、 粒 子 群 算法 等 最 优化 方法 的 最 大 优势 是 寻找 非 凸 无 约束 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 ， 
有 时 也 可 以 将 其 用 于 有 约束 最 优化 问题 的 求解 。 试 利用 这 些 工具 重新 求解 第 6 章 中 例题 与 习 
题 ,并 观察 这 些 所 谓 全 局 优化 算法 在 求解 实际 最 优化 问题 中 的 优 劣 。 
小 波 分 析 技 术 是 一 种 比较 常用 的 信号 滤波 的 工具 。 试 用 小 波 分 析 技 术 对 第 9 章 中 的 相关 例题 
与 习题 重新 求解 ,比较 该 方法 与 传统 线性 滤波 器 滤波 效果 的 优 劣 。 
给 定 信 号 f(t) =e-3tsin(t 十 /3) 十 如 十 疆 十 2, 试 利用 定义 计算 出 该 函数 的 0.2 阶 微分 信号 及 
0.7 阶 积分 信号 ,并 将 结果 信号 用 曲线 表示 出 来 。 
分 别 为 习题 (11) 给 出 的 信号 设计 出 连续 滤波 器 ,并 对 该 信号 进行 分 数 阶 微 积分 运算 ,和 前 面 介 
绍 出 的 较 精确 的 数值 结果 相 比 较 , 研 究 所 用 方法 的 精度 。 
试 对 已 知 函 数 f(t) = e 环 求 取 0.5 阶 导数 与 1.5 阶 Riemann-Liouville 与 Caputo 导数, 可 以 采 
用 不 同 的 计算 步 长 与 计算 程序 直接 计算 ,并 评价 得 出 结果 的 精度 与 速度 ,已 知 f(t) 的 a 阶 
Riemann-Liouville 导数 的 解析 解 为 "E11_a( 一 t),Caputo 导 数 为 (一 1)"mHE114y( 一 t), 其 中 ， 
m= [al,Y=m—a。 
假设 已 知 分 数 阶 线性 微分 方程 为 Bl 
0.8922y(t) + 0.590 y(t) + y(t) =1, y(0) =Y(0)=Y(0)=0 

试 求 该 微分 方程 的 数值 解 。 若 将 微分 阶 次 2.2 近 似 成 2,0.9 阶 近似 成 一 阶 , 则 可 以 将 该 微分 
方程 近似 为 整数 阶 微分 方程 , 试 比较 整数 阶 近似 的 计算 精度 。 
试 求解 下 面 的 非 线 性 单项 Caputo 微分 方程 四 

3 

0 > Pet ret + (Ee2#) —y3/2(t) 
其 中 ,时 间 区 间 为 t € (0,1), 初始 值 为 y(0) = 0,Yy(0) = 0。 已 知 该 方程 的 解析 解 为 y(t) = 
t8 一 3t4+9/2 十 9ta/4。 若 令 a 二 1.25, 试 评估 MATLAB 求解 程序 的 精度 与 速度 。 
试 搭建 Simulink 模 型 求解 习题 (15) 中 的 单项 Caputo 微 分 方程 。 


ZY(t)= 
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(17) 试 求解 下 面 的 零 初 值 分 数 阶 非 线 性 微分 方程 ,其 中 , f(t) = 2t 十 2t155/T(2.545)。 如 果 该 方程 
是 Caputo 微 分 方程 , 且 已 知 y(0) = 一 1,W(0) = 1, 试 重新 求解 该 方程 。 
Fz(t) + D14552(¢) + [295552(0)] ?z(t) = (0) 
(18) 设 分 数 阶 非 线性 微分 方程 由 图 10-65 中 的 Simulink 模 型 描述 , 试 写 出 该 微分 方程 的 数学 表达 
式 ,并 绘制 出 输出 信号 y(t)。 


OP s+sin(on12+5) 
Ciek Be 和 
Tact 
Int s*{-02}|™* CD 
Fractional 
Der s*0.6 时 ufl]^2ssin(abs(of2])+u[3]*3 
- Fenl 
pl Fractional 
Der s’0.8 
| Fractional 
Der s*02 


图 10-65 非 线 性 分 数 阶 微分 方程 的 Simulink 描述 (文件 名 :cl0mfode4.mdl) 


(19) 试 求解 Bagley-Torvik 方 程 EIAy"(t) 十 BB3/2y(t)+Cy(t) = C(t 十 1),y(0) =Yy(0) = 1, 并 验 
证 该 方程 的 解 与 常数 A, B,C 的 取 值 无 关 。 
(20) 文献 [17] 提 出 了 5 个 微分 方程 求解 的 基准 测试 问题 ,前 面 已 经 求解 了 其 中 两 个 ,试用 Simulink 
直接 求解 剩 下 的 三 个 问题 ,并 与 给 出 的 解析 解 进行 比较 , 评价 求解 效果 。 
OE DEY(t) =t04B11.4(—t),0 < t < 100,7(0) = 1,z'(0) = 一 1, 其 解析 解 为 y(t) = et。 
回 线性 非 零 初 值 的 分 数 阶 微分 方程 。 
y+E DS YE +Y (t+4y (t) +0 DP sy(t)+4y(t) = Gcost 
已 知 初 值 为 y(0)=1,y (0)=1,y'(0)= 一 1, 且 0<t<10, 其 解析 解 为 y(t) 二 V2sin(t 十 7/4)。 


@@ 分 数 阶 非 线性 状态 方程 。 
F902) = Ts (I) -D0 — 3) + VD) 
F992y(t) =T(2.2) [z(t) 一 避 (10-7-1) 
999°2() = PED -| 


其 中 ,z(0) = 1,y(0) = 2,z(0) = 3。 该 分 数 阶 状态 方程 的 解析 解 为 Z(t) = 二 t 十 1,y(t) = 2 十 2， 
z(t) =tis+3, £0<t< 10。 
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涉及 大 量 的 MATLAB 函数 与 作者 编写 的 MATLAB 程序 模型 ,为 方便 查阅 与 参考 ,这 


里 给 出 重要 的 MATLAB 函数 调用 语句 的 索引 ,其 中 黑体 字 页 码 表示 函数 定义 和 调用 格式 页 , 标 
注 为 * 的 为 作者 编写 的 函数 ,标注 主 的 为 可 以 下 载 的 网 上 资源 。 


of 
abs 27 31 56 69 135 165 346 
acos 135 
addrule 400 


addvar 396 397 

all 20 123 392 393 

angle 165 

anoval 382 383 

anova2 385 

any 20 28 123 343 

any_matrix* 104 105 

apolloeq* 261 262 

appcoef 433 

are 135 193 

asin 135 

assignin 194 

assignment_prog* 223 

assume 15 75 76 

assumeAlso 15 104 158 169 335 

assumptions 15 

atan 55 135 

atan2 173 

atanh 73 

axes 306 

axis 47 83 185 186 198 258 310 430 439 
多 

balreal 274 

bar 33 275 298 299 361 362 

besselh/besselj/besselk 161 337 

beta 336 

binopdf 363 

bintprog 221 

binvar 228 

biograph 237 238 

BNB20_new* 218 219-222 

break 23-25 103 122 194 213 307 326 

butter 348 349 


bvp5c 281 282 
bvpinit 281 282 

儿 
clOmgal/3/4* 421 423 425 
ciOmpso4* 427 
c2d 274 
c3ffun* 86 
c6exinl* 220 
c6exmcon* 213 
c6exnls* 214 215 
c6fun3* 204 205 
c6mdisp* 220 426 
c6mmibp* 222 
c7impode* 269 
c7mdde2/3/5/6.mdl* 296-298 
c7mdde2/35//6.mdl* 296 297 
c7mloria.mdl*/c7mlorib.mdl* 294 
c7mnlrsys.mdl* 299 
c7model* 294 
c7mrand.mdl* 298 
caputo* 441 
caputo9* 440 
case 201 327 
cdf 354 
ceil 21 22 219 
char 104 153 248-250 
charpoly 109 110 
cheby_poly* 333 
chebyl/cheby2 348 
chi2pdf/chi2cdf/chi2inv 358 
chi2rnd 360 
chol/cholsym* 120 121 145 
clabel 44 
class 203 215 327 
coeffs 110 
collect 20 63 72 109 140 142 152 
colormap 185 186 
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comet 33 dwt 431 432 
comet3 257 名 


compan/compansym* 102 103 104 
compass 33 

cond 125 

conj 135 165 

contfrac* 327 328 329 
contour 39 44 60 83 201 313 
contour3 39 44 204 
contourf 44 

conv 28 348 435 

convs* 28 29 

core* 404 

corr 387 

corrcoef 344 345 

cos 135 140 152 157-159 177 346 
cov 368 

cplxgrid 166 167 
cplxmap/cplxmapl* 166 167 
cplxroot 166 

cputime 195 198 

csapi 316 317 318-320 
curl 64 

cwt 430 

cylinder 44 


dde23 276 277 

ddensd 280 

ddesd 277 278-280 

dec2mat 227 

decic 270 272 

default_vals* 67 68 90 193 197 327 343 
delete 41 307 

det 103 105 106 

detcoef 433 

diag 101 139 142 211 274 280 296 
diagm* 102 138 

diff 58 59 60 62 63 65 83 200 248 268 319 320 
diff_ctr* 82 

diff_eq* 179 

dijkstra* 239 240 

diophantine* 134 

disp 160 163 

divergence 64 

dlyap 131 

doc 60 

double 14 60 104 108 131 172 188 228 229 
dsolve 248 249-252 


eig 115 116 122 123 165 387 
elseif 24 27 28 173 
eps 14 27 69 87 125 173 193 
error 27 56 62 63 68 132 239 314 
errorbar 33 374-376 
eval 105 
evalfis 400 
evalin 193 
exp 19 135-137 140 151 152 154 
expand 20 21 
expm 136 138 140 252 266 
eye 100 109 111-113 117 181 
ezcontour/ezcontourf 39 40 
ezimplot3 45 46 199 
ezmesh 39 
ezplot 34 58 68 70 71 73 166 188 189 195 198 
ezplot3 45 
ezsurf 39 40 43 202 320 

EE 
factor 20 21 22 
factorial 28 55 168 172 
feasp 227 
feather 33 
feedforwardnet 408 
feval 56 327 
fft 346 
fft/fft2/fftn 158 159 
fgoalattain 235 236 
figure 40 44 92 166 273 312 
fill 33 77 87 
fil13 38 
filter 347 348 349 
find 20 91 139 142 166 172 195 206 216 
findsum* 26 
fitnet 409 411-413 
fitting poly* 332 333 
fix 21 22 
fliplr 122 387 
floor 21 22 27 135 159 346 
fmincon 212 213-215 230 421 422 
fmincon_global* 215 
fminimax 235 
fminsearch 200 
fminsearchbndi 205 
fminunc 200 201 202-205 315 
fminunc_global* 203 204 205 428 
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fnder 319 320 hist 33 275 298 299 361 362 

fnint 320 hold 31 38 48 58 60 68 70 71 73 188 189 
fnplt 316 317-320 I 

fnval 316 320 icdf 354 

fode_caputo9* 446 idwt 431 432 


fode_sol* 445 

for 23 24 27 28 47 109 203 346 
format 72 73 111 170 173 375 
fourier 156 157 
fpdf/fcdf/finv 357 

freqz 348 349 

frnd 360 


if 24 27 28 62 63 67 68 89 346 
ifft/ifft2/ifftn 159 
ifourier 156 

ilaplace 151 153 

imag 123 135 165 173 193 
impldiff* 63 


fseries* 67 68 69 a 

series: 站 可 99 9 可 

le Inf 14 54 208 239 240 336 341 344 365 
inline 29 86 


full 103 236 


funm/funmsym* 137 139 140 141 EO pO 080 


int2str 104 197 


funmsym* 142 
fuzzy 397 int8/int16/int32 14 
y integral 86 87-89 160 308 309 
integral2 89 90 91 
ga 424 425 426 integral3 92 
gamfit 372 373 interpl 305 306-309 
gamma 335 341 343 367 441 interp2 309 310 
gamma_c 336 


interp3/interpn 314 315 


gammainc 336 , intersect 392 393 402 
gampdf/gamcdf /gaminv 356 intfunc* 89 


gamrnd 360 372 373 intfunc2* 90 91 
gamstat 366 intlinprog 210 217 218 221 223 
gaopt 420 421-423 425 428 intvar 228 229 
ee INVLAP_new* 153 154 155 
gauss) 
INVLAP+ 152 
es inv 111 112 117 124 127 132 137 139 142 268 373 
gc inv_pendulum* 264 


get 32 48 238 

im: 164 165 
getedgesbynodeid 238 Li 

invhilb 102 111 112 


tlmis 227 
EE i isanumber* 327 
Es 306 isfinite 327 343 


ismember 392 393 402 
isprime 22 393 
iztrans 163 179 181 


glfdiff* 439 443 
glfdiff9* 439 440 441 
gradient 82 83 


graphshortestpath 237 238 Ff 

grid 30 38 257 258 jacobian 61 64 204 214 

griddata 311 312 313 315 jbtest 380 

griddata3/griddatan 314 jordan 122 123 124 136 139 141 142 
XE jordan_real* 123 124 

hankel/hankelsym* 101 109 112 228 331 dnliae 185 

hessian 61 A 


hilb 22 102 105 107 111 112 kron 130 131 132 
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kstest 381 


lagrange* 307 
laplace 150 151 152 
laplacian 61 
lasterr 14 25 
lastwarn 14 
latex 21 58 150 328 
laurent_series* 175 176 
lcm 22 
legendre 338 
length 28 68 168 198 346 402 439 445 
levyPSO* 427 428 
lillietest 380 
limit 54 55 57 73 168 169 
line 188 200 307 313 331 354 361 439 
linprog 207 208-210 231-233 425 
linprog_c* 232 
linspace 85 89 90 185 186 281 282 299 
lmiterm 226 227 228 
lmivar 226 227 
1load 36 326 327 
log 73 135 160 222 324 
log10 135 343 
loglog 33 
logn 136 
lorenzi* 258 
lsqcurvefit 325 326 327 333 375 
1sqlin 232 233 
lsqnonlin 230 
lu 119 120 
lyap/lyapsym* 129 131 132 133 
lyap2lmi* 224 225 
NM 
mandelbrot* 186 
mat_power* 142 
max 194 206 268 306 403 
mean 275 366 383 385 
median 366 
mellin_trans* 160 161 
mesh 38 39 
mesh2nd* 314 318 


meshgrid 39 40-42 44 46-48 60 83 90 185 186 201 
204 206 310 312-314 344 368 400 413 416 


mfedit 396 398 

min 239 261 268 430 
mincx 227 
mittag_leffler* 341 342 


ml_func* 343 

mle 377 

MLF 343 

moment 367 

more_sols* 193 194 195 196 198 
more_vpasol* 197 198 
moutlier1t 370 371 

mpowersym* 142 

mvnpdf 368 369 

mvnrnd 369 
myhilb*/my_fact*/my_fibo* 27 28 
myout* 201 

NaN 14 91 206 

margin 26-28 89 132 168 172 346 
nargout 27 68 327 

nchoosek 49 181 

ndgrid 216 217 314 317 320 

net 410 413 

newfis 396 397 

newrbe 415 

nlinfit 375 376 

nlparci 375 376 

nntool 416 417 


norm 19 82 107 108 110-112 137 190 194 229 


normfit 372 380 
normpdf/normcdf/norminv 355 
normrnd 380 
null 127 128 
num2str 327 
numden 20 63 172 

[24 
ode15i 270 272 
odel5s 266 268 269 271 
ode45 256 257-259 261 264 265 267 
odeset 256 261 264 266-268 271 272 278 
ones 100 219 239 323 324 
open_system 292 
opt_coni*/opt_con2* 212 213 
opt_fun2* 214 
optimset 192 193 201 204 205 207 
orth 117 
outliers 370 
overpic 36 

Ed 
padefcn*/padefcnsym* 331 332 
paradiff* 62 
paretoseti 234 
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partfrac 171 
partfrac* 171 172 
partfraci* 172 
particleswarm 426 427 428 
path_integral* 76 77 78 
patternnet 408 
patternsearch 427 428 
pause 47 
pcode 29 
pcolor 185 186 
pdebc 283 
pdefun 283 
pdepe 283 284 
pdf 354 
perms 22 
pirac* 173 
pi 14 31-33 38 43 55 
pie 361 362 
Piecewise* 56 87 158 
pinv 113 114 128 129 
plot 30 31 32 54 82 166 272 
Pplot3 38 257 258 294 312 387 
plotperf 410 
plotyy 32 441 
poisspdf/poisscdf/poissinv 354 
polar 33 
poles 168 
poly 108 110 
polyi* 109 110 
Poly2sym 110 134 179 331 
polycoef* 111 134 
polyfit 321 322 
polyval 109 322 331 
polyvalm/polyvalmsym* 109 110 
pretty 150 
Primes 22 
Probplot 381 
Prod 21 28 168 169 172 177 307 
psd 345 
psd_estm* 346 

他 
quad 86 
quadgk 86 
quadl 86 
quadndg 93 94 
quadprog 211 
quadspln* 308 309 
quadv 86 


quiver 33 60 83 
E33 
rand 100 172 194 235 282 312 313 364 427 
randi 103 122 
randn 100 275 347 348 351 365 368 374 
random 360 366 367 
rank 106 107 114 122 125 127 128 
rat 22 170 
raylcdf/raylinv/raylpdf 359 361 362 
raylfit 381 
raylrnd 360 361 380 381 
raylstat 366 
readfis 400 
real 123 135 159 165 173 193 387 
redu* 404 405 
regress 373 374 
rem 22 180 
reshape 130-132 197 210 265 343 368 369 400 
residue 170 
residue/residuesym* 168 170 171 173 
rewrite 138 
ric_de* 265 
rk_4* 254 255 262 267 
rng 360 
roots 2 115 
rot90 103 331 
rotate 46 47 48 
round 21 22 210 218 343 374 376 
rref 113 128 
rsdav3* 405 
rslower*/rsupper* 402 
ruleedit 398 
Se 
save 36 
sc2d* 274 275 
sdpsettings 229 
sdpvar 228 229 
semilogx/semilogy 33 412 
set 32 192 228 229 238 307 
setdiff 392 393 402 403 
setlmis 226 227 
setxor 392 
shading 40 41 185 186 202 206 430 
sigmf 395 396 
sign 31 56 
sim 294 296 297 410 411 413 415 418 
simplify 21 59 63 65 72 110 142 
simulannealbnd 427 428 
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sin 31-34 135 136 252 
sinh 91 
sinmi* 137 
size 100 102 109 111 112 190 210 
sketcher* 306 
slice 47 48 
solve 189 190 191 263 
solvesdp 228 229 
sort 69 91 172 216 217 219 220 
spapi 318 319 320 
sparse 103 236 238-240 
sphere 43 
sqrt 14 19 40 47 54 57 86 88 135 138 178 240 
ss 274 
stairs 33 180 
stblpdf 359 
stblrnd 365 
std 366 
stem 33 159 165 179 345 354 
stem3 38 
strcmp 203 215 
strfind 327 
struct2cell 197 198 
subplot 33 42 82 83 180 432 445 
subs 21 59 63 67 75 76 106 142 152 153 165 188 197 
sum 24 72 73 210 218 272 346 363 364 367 434 445 
surf 39 40 41 44 46 60 92 206 284 310-313 400 
surf_integral* 78-80 
surfc/surfl 39 52 
svd 17 125 126 274 
switch/case 24 25 81 201 314 327 
switch_sys* 273 
sylv_mat* 134 
sylvester 131 132 
sym 15 19 22 72 104 106-108 110 112 120 197 
sym2poly 110 331 
symprod 73 74-76 
syms 15 21 54-58 106 
symsum 72 73 74 164 341 
symvar 54 168 197 
Sa 
tan 31 55 
tansig 407 
taylor 70 71 72 
tf 275 
tic/toc 24 28 58 85 87 88 92-94 105 
title 31 
tpdf/tcdf/tinv 357 
trace 106 109 


train 409 411-413 
transport_linprog* 210 218 
trapz 84 85 88 308 309 
trnd 360 
try/catch 25 56 132 168 193 
ttest 379 380 
4 
uint8/uint16/uint32 14 
union 392 393 
unique 392 393 403 
Ee 
vander/vandersym* 103 110 
var 366 
varargin 28 56 67 68 90 102 104 327 343 
Varargout 28 68 
view 41 42 91 92 202 238 
vol_visual4d* 48 315 
vpa 15 66 86-88 91 
vpasolve 172 189 190 192 196 197 
LA 
waterfall 39 52 
wavedec 433 434 435 
wavefun 432 
waveletAnalyzer 435 
wavemngr 432 
while 23 26 122 137 193 194 213 306 
wrcoef 433 434 435 
writefis 400 
多 
xcorr 345 
xlabel 31 
xlim 42 159 
xlsread 36 37 308 
xlswrite 37 
xor 20 


ylabel 31 
ylim 335 
可 
zeros 100 103 109 182 194 195 210 346 
zlim 41 60 167 204 
ztest 379 380 
ztrans 163 179 181 


0-1 规 划 187 216 221 222 228 
of 
Abel-Ruffini 定 理 2 190 248 
Adams 算 法 253 
alpha 稳定 分 布 359 365 
ARMA 滤波 器 347 
ASCII 文 件 377 
多 
B 样 条 316 318-320 
Bagley-Torvik 方 程 455 
白 噪声 273-275 298 299 346 431 
半 对 数 图 33 34 
半 正 定 矩 阵 121 
包含 392 
饱和 非 线性 31 56 299 407 
被 积 函 数 64 67 76 79 93 309 
本 征 奇 点 174 177 
Bessel 函数 161 337 
Bessel 微分 方程 300 337 
Beta 分 布 354 
Beta 函数 333 336 
闭环 控制 155 255 
比较 运算 13 20 293 
比例 因子 359 364 
闭 式 解 4 74 445 
变换 和 矩阵 117 123 124 
边界 集 401-403 
边界 条 件 248 283 284 
变 精度 算法 15 151 
变量 替换 21 64 151 172 178 200 214 220 429 
边 权 值 236 239 240 
变 时 间 延 迟 方程 276-279 297 298 
边 值 问题 9 247 280-282 
标量 场 63 
表面 图 39 41 310 368 430 
标准 差 346 366 378-380 431 
标准 正 态 分 布 100 274 356 368 377 
并 集 286 287 392 401 
并 联 连接 183 
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病态 升 阵 125 
饼 图 361 362 
Bode 图 442 443 
Brown 运 动 364 365 
不 定 积 分 64-66 320 
不 定式 14 73 206 
部 分 分 式 展开 8 149 169-173 177 444 
不 可 分 辩 关 系 402 403 
不 连续 性 66 
不 完全 Beta 函数 336 
不 完全 Gamma 函数 336 
不 稳定 264 273 
补 误差 函数 334 
Butterworth 滤波 器 348 349 
名 
采样 周期 159 178 182 274 275 298 346 
残 差 193 325 373 375 
参数 方程 38 42 62 76-80 
参数 估计 353 354 371-376 381 
Caputo 定 义 436 447 
Caputo 微分 方程 447 448 450-453 
Cauchy 分 布 359 
Cauchy 积分 公式 436 440 
Cayley-Hamilton 定理 109 110 
测度 107 125 128 
侧 视 图 42 
查 表 法 353 
差分 方程 9 149 178-182 347 
差 集 286 287 392 402 
插值 39 84 154 253 305-321 414 415 
场 63 64 
超 几何 函数 338-340 
Chebyshev 多 项 式 51 332 333 
Chebyshev 滤波 器 348 
乘 方 18 
程序 调试 5 25 26 
成 员 变 量 217 426 
X2 分 布 354 357 358 360 
Cholesky 分 解 99 120 121 274 
重 积分 53 64 66 67 83 89-94 156 
重 极限 53 57 
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重 奇 点 168 170 177 

特征 值 115 116 123 124 138 139 
重 载 112 

初始 搜索 点 201 207 212 230 281 
初 值 问题 9 183 247 253-257 280 281 448 
Chua 电路 301 

传递 函数 154 275 293 296 298 442 
串联 连接 183 

传输 函数 406-408 414 417 

次 最 优 解 216 217 

粗糙 集 3 9 391 400-405 

存在 性 4 151 154 160 174 

错误 信 息 14 


性 


2 
D'Alembenrt 判定 法 74 
DAE 见 微分 代数 方程 
待定 系数 247 323 325 326 373-375 
代码 保密 29 
代数 环 448 453 
代数 余子 式 2 105 106 
代数 运算 13 18 19 293 
带 通 泪 波 器 347 349 
单 边 极限 53-55 
单 变量 函数 320 
单纯 形 法 207 
单位 矩阵 99 100 109 112 113 118 120 121 227 
单位 球面 43 
单 因子 方差 分 析 353 382-384 
单元 数组 16 28 391 392 409 
倒立 摆 263 264 
Daubechies 族 小 波 432 433 
等 高 线 39 40 44 201 204 313 314 
递归 方法 2 27 28 62 
低 通 滤波 器 347 349 448 
递 推算 法 108 180 364 409 438 
点 乘 19 240 
点 运算 19 21 38 40 47 86 109 
迭代 法 201 
Dijkstra 算法 237-239 
定 步 长 算法 10 84 87 255 262 267 299 
定 步 长 Runge-Kutta 算 法 10 254 255 302 
定 积 分 4 64-67 76 84 86 87 89 90 93 308 309 320 
Diophantine 方 程 133 134 
Dirichlet 条 件 288 289 
动态 规划 9 187 236-240 
Duffing 方 程 301 


对 称 和 矩阵 99 101 113 115 120 121 129 130 224 226 


227 265 368 


对 角 和 矩阵 99 101 102 114 115 122 123 125 274 369 


对 数 135 136 138 293 324 

对 数 图 33 

对 数 正 态 分 布 354 

对 象 16 32 35 

多 变量 函数 319 320 326 327 375 
多 变量 问题 369 370 

多 变量 正 态 分 布 354 368 369 
多 解 方程 193-199 

多 目标 规划 9 187 229-235 
多 目标 线性 规划 231-233 

多 维 数组 16 49 100 366 
多 项 式 方程 2 172 187-191 248 
多 项 式 拟 合 305 321-325 

多 因子 方差 分 析 385 

多 元 函数 53 57 67 71 

多 纵 轴 32 


6 
EISPACK 4 57 99 115 
二 次 型 134 144 211 
二 次 型 规划 187 211 212 424 
二 分 法 8 
二 项 分 布 354 363 
二 项 式 系 数 141 437 
Euclid 距离 240 
Euler 常数 67 73 74 336 
Euler 公式 137 
Euler 算法 247 253 
Excel 文 件 36 308 


EE 
下 分 布 353 354 356 357 360 
发 散 74 76 339 
反常 积分 66 95 


泛 化 391 406 410-413 415 418 

范 数 99 107 108 110-113 115-117 194 229 230 
反 向 传播 408 417 

翻转 121 387 

方差 分 析 9 353 373 382-385 

仿 射 函 数 225 

方位 角 41 42 

仿真 框图 297 299 449 

非 对 称 矩 阵 121 130 

非 零 初 值 162 183 279 297 446 448 
非 满 秩 矩 阵 107 114 

非 奇异 矩阵 107 112 117 122 131 268 272 

非 线性 规划 187 211-215 424 425 427 

非 线性 回归 375 376 

非 线 性 矩阵 方程 187 193 

非 线 性 微分 方程 247 252 257 264 298 299 435 
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非 运算 20 

非 整 数 阶 又 见 分 数 阶 

分 布 函 数 又 见 概率 分 布 函数 356-358 
分 部 积分 法 64 

分 段 函数 31 41 44 46 55 56 74 86 87 89 
分 块 矩阵 102 225 226 

分 配 律 391 392 

分 数 阶 154 155 340 391 435 

分 数 阶 传递 函数 154 

分 数 阶 微分 方程 444 446 448 449 

分 数 阶 微 积 分 9 435-453 

分 枝 定 界 法 187 218 229 

封闭 曲线 积分 149 176-178 

FFT 4 又 见 快速 Fourier 变换 
Fibonacci 序 列 6 28 50 186 

FIR 滤波 器 又 见 有 限 长 脉冲 响应 347 
FEOTF 工具 箱 436 

Fourier 变换 149 155-159 162 429 432 442 
Fourier 级 数 53 67-69 96 

Frobinius 范 数 108 

复 变 函数 3 8 165-173 

浮 点 运算 14 102 

负 定 矩阵 224 

符号 变量 14-16 21 22 43 54 55 57 58 61 72 
符号 运算 12 19 

附加 变量 256 258 295 

俯视 图 41 42 92 202 

复数 根 189 190 192-195 197 

复数 特征 值 122 165 173 

辅助 变量 446 449 


多 
改进 的 Rastrigin 函数 426-428 
概率 3 353 363 378 382-384 420 
概率 分 布 函数 353-357 
概率 密度 函数 275 298 353-357 
Gamma 分布 353 354 356 358 360 365-367 372 
Gamma 函 数 51 333 335 336 340 436 437 
刚性 微分 方程 3 247 266 267 302 449 
高 阶 导 数 62 63 151 263 
高 通 滤波 器 347 349 352 
GAOT 工 具 箱 420 428 
Ganuss 白 噪声 273 299 
Ganuss 超 几何 函数 339 340 
Gauss-Newton 算法 375 
个 体 419 420 424-426 
Goldbach 猜想 393 
共 办 é 复 数 18 123 135 165 193 
共 珀 梯度 409 412 
共 斩 转 置 又 见 Hermite 转 置 117 121 


功率 谱 密度 345 346 

工作 空间 15 16 18 25 29 36 37 48 65 100 190 194 
197 258 271 290 292 294 299 326 362 370 377 
380 400 417 

Griinwald-Letnikov 定 义 436-442 445 

Grubbs 算法 370 

关键 信号 451 452 

关联 逢 阵 236 238-240 

惯量 函数 426 

关联 Legendre 函数 338 

广义 积分 66 

广义 逆 和 矩阵 99 113 114 

广义 特征 值 116 225-227 

广义 Lyapunov 方 程 又 见 Sylvester 方 程 11 131 

归 一 化 348 386 


EA 
Haar 小 波 432 
Hadamard 乘 积 19 
Hamming 窗 口 346 
函数 逼近 305 316 
函数 调用 16 17 26 28 33 39 62 63 70 72 84 
行 交 换 117 
行列 式 2 99 105 106 108 116 121 143 144 
行 消去 117 
Hankel 变换 149 159 161 162 
Hankel 函数 又 见 Bessel 函 数 337 
Hankel 矩阵 50 99-101 104 109 112 228 
合并 同类 项 20 72 140 152 181 
核 集 403 404 
合流 超 几何 函数 339 
盒子 图 370 379 
Heaviside 函数 156 
Hénon 引力 线 51 
Hermite 多 项 式 332 
Hermite 转 置 又 见 共 斩 转 置 18 117 121 
Hessian 矩阵 61 
Hilbert 矩阵 2 22 26 27 99 102 105 107 111 112 
Hilbert 逆 和 矩阵 102 112 
后 向 差分 公式 81 
互相 关 函 数 344 345 
互 质 134 
化 简 2 20 21 63 65 66 72 110 367 
化 零 空间 127 
坏 条 件 矩 阵 102 125 
幻 方 和 矩阵 49 50 144 
回合 数 409 410 418 
混沌 301 
混合 整数 规划 187 215-218 222 
火柴 杆 图 33 34 38 
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或 运算 20 396 
次 
IIR 滤波 器 又 见 无 限 长 脉冲 响应 
inline 函数 29 86 92 
IRQ 又 见 四 分 位 距 


间 
KS 
] 


区 
Jacobi 矩阵 60 61 256 282 
Jacobi 算 法 115 
Jarque-Bera 假 设 检验 380 381 
迹 99 106 116 
基本 行 变换 112 113 128 
基础 解 系 99 127 128 
极 大 似 然 法 371 377 
极点 150 163 167-169 171 173 174 
奇 点 149 150 167-171 174 176 177 
积分 变换 3 149-162 430 
积分 器 链 451 452 
基 贺 数 333 
合 164 286 287 391-393 

激励 函数 又 见 传输 函数 
级 数 求 和 8 24 53 67 72-74 341 
计算 步 长 10 253-255 261 274 298 
计算 机 数学 语言 1-3 5 8 13 53 84 99 
鸡 免 同 笼 188 190 
极限 8 53-57 73 170 172 
极限 环 300 301 
基 小 波 429-434 
极 小 极 大 问题 234 235 
基准 测试 问题 241 454 
极 坐 标 33 166 
假设 检验 9 353 377-382 
加 速 常数 426 
间断 点 55 86 
降 品 431 433-435 
交集 286 392 
交替 级 数 75 76 
阶乘 27 28 49 
节点 236-240 318 408 411-415 417 
截断 15 328 
结构 体 190 192 197 201 203 205 208 211 213 215 

217 425 426 
解 模 糊 396 399 400 
阶梯 图 33 34 
截止 频率 448 
进化 算法 202 419-426 
近似 解 92 253 
近似 系数 433 434 
警告 信息 14 


径 向 基 荡 数 414 415 

径 向 基 网 络 414-416 

Jordan 变换 99 123 124 

Jordan 标准 型 122 

Jordan 矩阵 122-124 136 138 139 

句柄 32 39 41 44 46 90 92 153 215 277 

局 部 最 优 187 202 215 428 

和 矩阵 乘法 18 117 118 

和 矩阵 乘 方 139 141 142 181 

和 矩阵 分 解 99 105 118 

和 矩阵 函数 59 99 104 123 136-142 

和 矩阵 三 角 函 数 137 

和 矩阵 微分 方程 263-265 

矩阵 指数 136-138 266 

卷 积 150 156 163 

决策 变量 11 187 192 208 214-217 220-222 226 228 
229 420 

决策 属性 401-403 

绝对 收敛 74-76 

绝对 误差 限 86 

Julia 图 185 

均匀 分 布 76 100 185 353 354 360 363 364 372 375 

a 


开关 结构 13 23-25 81 201 
开 环 控制 155 255 
可 行 解 206 221 224-228 233-235 425 
可 枚 举 集合 391 
Kermack-McKendrick 模型 303 
Kolmogorov-Smirnov 假设 检验 381 
空 集 392 393 401 
控制 系统 工具 箱 129 131 135 229 
Kronecker 乘积 129-131 146 
Kronecker 和 146 
块 对 角 和 矩阵 102 226 
快速 Fourier 变换 4 149 158 159 
Kummer 超 几何 函数 339 
Kursawe 基准 测试 问题 241 

EE 


L'Hapital 法 则 94 

Lagrange 插 值 307 321 

Lagrange 方 程 263 

Laguerre 多 项 式 332 

LAPACK 5 99 

Laplace 变换 149-155 173 438 442 
Laplace 反 变换 149-153 
Laplace 算 子 61 95 285 

IXTEX 328 

Laurent 级 数 173-177 185 
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Legendre 多 项 式 332 
Legendre 函数 338 
累积 误差 253 254 
累 极限 57 94 
累加 50 67 73 137 141 275 307 342 343 346 
类 Riccati 方 程 193 195 
Levenberg-Marquardt 算法 407 408 412 
Leverrier-Faddeev 递 推算 法 108 
Lévy 飞行 365 427 428 
离 群 值 366 369-371 
利润 最 大 化 210 
离散 点 233 234 315 345 
离散 化 274 275 
离散 数学 13 21-23 
离散 Fourier 变换 158 
离散 Fourier 正 余弦 变换 149 158 
离散 Lyapunov 方 程 131 132 
历史 函数 277 278 303 
隶属 度 函 数 393-399 
粒子 群 优化 391 419 426 427 
连 分 式 305 327-331 
联合 概率 密度 362 363 368 369 
联合 概率 密度 函数 41 
联机 帮助 12 
联 立方 程 188 198 
Lilliefors 假 设 检 验 380 381 
林 士 谓 -Bairstrow 算法 2 
零 初 值 问题 162 247 448 452 
零 和 矩阵 99 100 128 
LINPACK 47 99 
Lissajous 图 形 52 
留 数 8 149 167-170 172 177 
留 数 定理 149 176-178 
Lorenz 方 程 257 258 293 294 
鲁 棒 控 制 工具 箱 223 226 228 
LU 分解 105 118-120 
滤波 器 305 346-349 435 441-443 448 449 
论 域 393 401-403 
有 逻辑 变量 19 
逻辑 运算 13 19 20 56 293 
Lyapunov 不 等 式 224 225 
Lyapunov 方 程 99 129-133 
NM 
M 函 数 26-29 82 86 90 92 93 147 192 193 212 230 
258 283 420 
Maclaurin 级 数 69 70 
满 秩 升 阵 106 115 
Mandelbrot 图 185 
冒号 表达 式 13 17 382 


Maple 语 言 1 7 99 159 

Mathematica 语 言 17 

Mellin 变换 149 159-161 

Mellin 反 变换 160 

震级 数 67 69 70 137 147 164 322 330 

辕 零 矩阵 138 139 141 143 

Mittag-Lefher 函数 50 140 334 340-344 444 

模糊 规则 398-400 

模糊 化 398 400 

模糊 集合 3 391 393 394 

模糊 逻辑 9 391 393-400 

模糊 逻辑 工具 箱 394-396 400 

模糊 推理 9 391 394 396-400 

模拟 退火 427 

模式 搜索 427 428 

墨西哥 由 小波 429 430 432 

Mobius 带 43 

Monte Carlo 方 法 353 363 364 

Moore -Penrose 广义 逆 和 矩阵 113 114 128 

目标 规划 问题 235 236 

目标 函数 3 11 187 192 199-201 204-208 211-214 
216-218 220-222 225 226 228-236 315 325 373 
375 410 420-425 429 

MuPAD 语 言 8 56 327 


N 


因子 方差 分 析 又 见 多 因子 方差 分 析 
NAG 软件 包 45 

内 核 函 数 103 105 106 158 

Neumann 函数 又 见 Bessel 函 数 337 
Neumann 条 件 288 

Newton-—Leibniz 公式 66 
Newton-Raphson 迭代 法 50 
逆 分 布 函数 353 354 359 

逆 知 阵 99 111-113 

匿名 函数 29 45 86 89 90 92 93 426 447 
NIT 见 数值 积分 工具 箱 93 
Numerical Recipes 软件 包 4 5 
Nyquist 频率 348 352 


oO 
偶 函 数 344 345 
Onustaloup 滤波 器 441-443 448 451 452 
EE 
Padé 近似 305 330-332 
抛物 型 偏 微分 方程 285 
Pareto 解 集 233 234 
偏 导数 59-63 214 288 319 320 
偏 度 参数 359 
偏 微分 方程 247 
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偏 微分 方程 工具 箱 283-286 288 290 291 
频 度 361 362 
频率 段 452 
频率 混 普 159 346 
Pochhammer 符 号 339 342 
Poisson 分 布 353 354 360 
PSO 又 见 粒子 群 优化 426 
洱 


齐 次 方程 127 145 
奇异 矩阵 105 107 111-117 123 125 126 268 271 
奇异 值 107 108 125 126 
奇异 值 分 解 17 99 106 125 126 274 
欠 定 方程 198 
前 馈 391 408 409 411 414 415 417 
前 向 差分 公式 81 
切换 微分 方程 247 272 273 
切面 47 48 314 315 
穷 举 方法 187 216-220 234 
求 和 23 84 177 341 406 
球面 43 
区 间 估 计 373-375 
区 间 函 数 5 
曲面 积分 8 53 78-80 
曲线 积分 8 53 76-79 149 176-178 
线 拟 合 309 318 319 324 412 415 
全 局 优化 9 
全 局 最 优 解 187 202 216 217 220 221 242 420-422 
425 428 429 
权 值 237-239 406 409 411 415 
家 


Raabe 判 定 法 75 

染色 体 419 420 

Rastrigin 浮 数 202 203 

Rayleigh 分 布 354 358-360 362 366 372 380-382 
人 工 神经 网 络 3 9 305 391 405-418 

任意 矩 阵 104 120 139 141 

Riccati 不 等 式 227 

Riccati 方 程 99 134 135 193 194 225 227 
Riccati 微 分 方程 265 

Riemann 曲面 166 167 

Riemann-Liouville 定 义 436-438 444 449 450 
Romberg 算法 84 

Rosenbrock 函数 204 205 219 

Rassler 方 程 301 

Runge 现 象 307 

Runge-Kutta 算 法 3 253 262 267 276 302 


Runge-Kutta-Felhberg 算 法 256 268 
至 


三 步 求 解 方法 10 11 54 

方 根 19 167 

三 次 样 条 306 316-318 320 

散 点 166 311 314 315 

散 度 64 95 285 

三 对 角 和 矩阵 101 

三 角 分 解 又 见 LU 分解 99 105 118 
三 维 隐 函 数 45 46 

Schur 补 225 227 

Schur 分 解 131 193 

上 近似 集 401-403 

舍 入 误差 253 254 

神经 网 络 见 人 工 神经 网 络 
神经 网 络 工具 箱 391 406-408 414-416 
升序 阶乘 见 Pochhammer 符 号 339 
时 变 差分 方程 180 

视角 13 41 42 46 

试探 结构 13 25 56 327 

适应 度 420 

受 控 对 象 275 

收敛 74-76 175 334 339 342 

数据 结构 13-16 165 315 400 441 
数据 挖掘 401 403 

属于 391-393 401 

数值 分 析 1-3 53 73 83-87 254 262 
数值 积分 8 53 83-94 154 305 316 319-321 
数值 微分 8 53 80-83 316 319 438 442 
数值 线性 代数 4 99 

数值 秩 106 107 

数值 Laplace 变换 154 

数值 Laplace 反 变换 152 154 

双重 极限 57 94 

双 精 度 14 28 50 73 86 104 108 125 126 197 441 
双 曲 型 偏 微分 方程 285 286 289 

双 线 性 变换 166 184 

双 因 子 方 差分 析 353 384 385 

四 分 位 距 370 

四 分 位 数 369 370 

四 维 图 形 13 47 48 314 

死 循环 103 193 194 197 

Sigmoid 函数 395-397 406 407 
Simpson 算法 84 

Simulink 412 

Stein 方 程 130-132 

sti 方 程 又 见 刚性 微分 方程 266 
随机 变量 353 362 363 365-369 377 
随机 过 程 359 364 
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随机 数 矩 阵 99 100 360 
随机 输入 298 
随机 游 走 364 365 
随机 整数 矩阵 103 
Sylvester 方 程 99 131-133 
Sylvester 矩阵 134 
Ea 
工分 布 353 354 357 360 
TT 检验 379 380 
Taylor 级 数 53 69-72 81 169 174 274 322 323 
特 解 127 128 247 248 
特殊 函数 9 66 305 333-344 
特殊 矩阵 99 100 102 
特征 多 项 式 99 102 108-110 115 143 
特征 向 量 5 99 114-116 386 
特征 值 4 5 99 106-108 114-116 122-125 170 173 225 
247 386 387 
特征 值 型 偏 微分 方程 285 286 
梯度 59 60 82 83 187 192 204 205 213 214 285 412 
体 视 化 13 47 48 314 
梯形 法 84 308 309 
条 件 收敛 75 76 
条 件数 106 125 126 
条 件 属性 401 403 
条 件 约 简 391 404 405 
条 件 转移 结构 13 24 41 
条 形 图 33 34 
统计 学 工具 箱 353 354 359 366-369 371 373 
通 解 99 248 337 
通 项 公式 72-76 97 186 
椭圆 型 偏 微分 方程 284-286 291 
EA 
Van der Pol 方 程 3 252 259 260 266 
Vandermonde 矩阵 99 103 104 110 
EA 
网 格 数 据 39 44 47 82 83 234 310 311 313 314 317 
368 400 
网 格 图 39 42 287 310 368 
伪 代 码 29 
伪 多 项 式 方程 196 
微分 代数 方程 10 256 266 271 272 
微分 方程 3 247-303 333 435 
伪 逆 又 见 Moore -Penrose 广 义 逆 和 矩阵 113 114 
伪 随 机 数 100 274 353 360 369 372 
唯一 解 4 99 127 130 131 
Weibull 分 布 354 
Welch 变换 345 346 
稳定 性 指数 359 


误差 函数 65 333 334 

误差 限 14 33 50 87 106 113 192 254 258 

无 理 系 统 155 

无 穷 积分 66 88 154 161 178 335 

无 穷 级 数 67 72-74 154 158 173 334 336 340-342 

无 限 长 脉冲 响应 347 

无 向 图 236 239 240 245 

无 约束 最 优化 199-205 391 409 424 426 

必 者 

细节 系数 433 434 

稀 足 甜 阵 99 103 236-238 240 

下 近似 集 401-403 

线性 代数 方程 5 99 126-129 131 187 

线性 规划 3 11 207-211 216-218 223 226 228 231 233 
424 425 

线性 回归 305 321 353 373 374 388 

线性 矩阵 不 等 式 9 187 223-228 

线性 组 合 127 323 324 373 406 446 

显著 性 差异 202 378 383 434 

显著 性 水 平 370 378 379 

相伴 矩 阵 99 102-104 121 122 

相对 误差 限 86 87 258 261 278 

相关 函数 344 345 

相 轨 迹 257 301 

香 芒 函数 又 见 Rosenbrock 函数 204 

向 量 场 63 

向 量 函 数 积分 88 154 

向 量化 24 293 295 427 

向 量化 积分 器 295 298 

相 平 面 259 260 273 300 

相 容 初始 条 件 270 272 

相似 变换 99 114 116 117 121 122 

小 波 变 换 9 305 429-436 

小 波 反 变换 又 见 小 波 反 演 430 

小 波 反 演 430 431 

小 波 工具 箱 391 431 432 435 

小 波 系数 430 431 434 

协 方差 矩阵 273 274 368 369 386 

信息 决策 系统 401-403 

序列 求 积 8 73 74 

旋 度 64 95 

旋转 19 34 35 41 46 47 402 

循环 结构 6 13 23 24 41 46 63 67 88 104 154 157 160 
180 182 193 213 231 363 

训练 391 406 408-416 418 419 
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YALMIP 工具 箱 223 228 229 
延迟 微分 方程 3 9 10 276-280 293 295 296 
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严格 包含 392 
验证 57 87 110 111 113 117 127 128 130-134 142 
样本 点 84 154 305 306 308 309 311-314 316-318 
320-322 325 366-368 375 386 406 409 411 412 
415 
样本 均值 366 377 378 
仰角 41 42 
样 条 插值 53 84 305-311 315-321 414 415 
样 条 插值 工具 箱 306 316 318 
么 矩阵 99 100 125 
野 点 见 离 群 值 
遗传 算法 202 391 419-426 
异 或 运算 20 392 
隐 层 408 409 411 413 414 
隐 层 节点 408 412 413 415 
隐 范 数 13 34 62 63 187 188 
引力 线 33 51 60 83 289-291 
因 式 分 解 20 172 
隐 式 微分 方程 247 266 268-270 272 
映射 67 149 150 165 166 399 403 404 406 
友和 矩阵 又 见 相伴 逢 阵 102 
有 理 式 近似 327 328 330-332 351 
有 限 长 脉冲 响应 347 
有 限 元 法 4 285 
有 限 Fourier 变换 又 见 离散 Fourier 正 余 弦 变 换 
有 向 图 236-240 245 
有 约束 最 优化 187 192 205-212 391 424 425 427 
与 运算 20 396 
源 程序 5 25 29 154 
原点 乱 366 367 
原 函 数 58 64-66 91 322 327 431 
原型 函数 140 269 310 311 323 325 326 345 375 
圆周 率 4 11 14 15 50 
约 简 391 401-405 
约束 条 件 11 206 224 226 230-236 425 
运输 问题 209-211 218 223 
瘤 
z 变 换 8 149 162-165 178 179 181 
z 反 变换 162-165 179 
增 根 196 
振荡 85 88 250 309 421 
真 值 表 404 
正定 矩阵 116 121 130 224 
正规 矩阵 121 
正 交 基 117 
了 
了 


FE 交 和 矩阵 117 125 274 
42 
整数 线性 规划 216 217 


正 态 分 布 100 353-356 360 364 366 368 371 374 
379-381 395 

正 态 性 381 

正弦 函数 412 414 416 

正 项 级 数 75 76 

秩 99 106 107 116 117 125 127 128 

直方 图 33 38 275 298 299 361 362 369 

置换 105 119 

置换 矩阵 119 120 

直接 赋值 语句 16 

质量 和 矩 阵 256 272 

指派 问题 222 223 

质数 22 23 49 393 

置信 度 372-376 382 

置信 区 间 372-376 379 380 

质 因数 分 解 22 

中 立 型 延迟 微分 方程 247 276 277 279 280 

种 群 419 420 423 424 

仲 数 见 中 位 数 

ph 位 数 366 369 

hb 心 差分 算法 81 82 

ph 心 和 检 366 367 

主 成 分 分 析 9 

柱 面 43 44 52 

主 元 素 119 

主子 行列 式 121 

转 置 18 129 276 314 

状态 变量 180 181 247 253-260 263-266 269-271 274 
276-278 280-282 294 296 297 

状态 空间 7 251 

状态 转移 矩阵 140 141 251 

准 解析 解 187-191 197 248 

字符 串 14 16 21 36 45 56 152 189 218 248 251 392 
396 409 

子 矩 阵 13 17 102 106 121 326 

自 相关 函数 344 345 

最 大 公约 数 22 50 134 169-171 

最 大 值 199 206 208 232 234 396 421 

最 短路 径 236-240 

最 佳 妥 协 解 231 232 

最 小 二 乘 18 99 128 129 230 232 233 305 321 323 
325 353 373-375 

最 小 二 乘 曲线 拟 合 325-327 

最 小 公 倍 数 22 50 

最 优化 3 199-240 

最 优化 工具 箱 200 201 204 207 208 211 212 218 235 
325 420-422 

左右 极限 又 见 单 边 极限 54 


a 


